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Prefazione
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per “spiegare” a me stesso I’argomento, quindi alcune sezioni potrebbero risul-
tare eccessivamente dettagliate o, al contrario, troppo superficiali a seconda
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Spero anche di essere riuscito a produrre un documento chiaro e ben strut-
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Una raccolta dei miei appunti & disponibile sulla mia pagina GitHub per-
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Capitolo 1

Introduzione

In questo corso, come si capisce bene dal titolo, si vuole riuscire a studiare
e descrivere la Teoria Quantistica dei Campi, ossia, la teoria che unisce la
Meccanica Quantistica e la Relativita Speciale. II punto di partenza ovvio,
o per lo meno il primo a cui si pensa, per costruire tale teoria é la Meccanica
Quantistica non relativistica, i cui postulati sono:

e Lo stato di un sistema é rappresentato da un vettore nello spazio di

Hilbert H.

e Le osservabili fisiche sono rappresentate da operatori herimitiani, i cui
autovettori forniscono una base ortonormale di H.

e [l postulato della misura afferma che la misura di un’osservabile da co-
me risultato uno dei suoi autovalori (con una certa probabilita). In piu
ogni qual volta viene fatta una misura, quindi applichiamo 'operatore
allo stato, il sistema collassa nell’autostato corispondente all’autovalore
misurato.

Come gia sappiamo, la Meccanica Quantistica é una teoria probabilistica e
non deterministica a differenza della Fisica classica. Infatti, sappiamo bene
che dire che esiste un sistema in un certo stato vuol dire che ci sono diversi
sistemi identici preparati allo stesso modo.

Sappiamo anche che se vogliamo determinare i possibili valori di una
certa misura dobbiamo diagonalizzare ['operatore associato. Infatti, diago-
nalizzando un’operatore troviamo autovalori ed autovettori.

Come ben noto esiste anche il postulato dell’evoluzione temporale, che
afferma che un sistema evolve nel tempo seguendo I’equazione di Schrodinger:

i, -
i [0), = H |¥), (1.0.1)

1



2 CAPITOLO 1. Introduzione

in cui t & un parametro e non una coordinata e He I’operatore hamiltoniano,
definita come:
Lp?
H=-— 1.0.2
2m ( )

nel caso libero.

Nonostante la Meccanica Quantistica (MQ) sia una teoria bellissima e
con infinite conferme sperimentali anch’essa ha delle limitazioni. Il pitt gros-
so punto critico € che non é una teoria relativistica, il che é un problema
poiché studiando sistemi microscopici (che sono quelli trattati dalla MQ)
essi, pill sono piccoli e pit si muovono velocemente. Inoltre, la Meccanica
Quantistica non relativistica non puod essere utilizzata per studiare sistemi
con molte particelle, o detta diversamente, sistemi con molti gradi di liberta
(N — 00). Ad esempio la MQ non tratta i campi elettrico Ee magnetico
B. Un'ulteriore limite della MQ ¢ che una volta cominciato a trattare un
sistema con un certo numero di particelle, quel numero non pud cambiare,
infatti, Schrodinger ne descrive I’evoluzione, ma non permette di aggiunge-
re o togliere particelle. Noi sappiamo bene che pero in natura l’energia si
conserva sempre, ma non il numero di particelle; vedi ad esempio un deca-
dimento nucleare in cui partiamo con un certo numero di certe particelle,
succedono cose e finiamo con un numero diverso di particelle diverse.

La Meccanica Quantistica non é dunque la teoria definitiva e ha senso
studiare una teoria quantistica di campo (QFT), che sia relativistica, con
la quale si riescono a superare le criticita della MQ, ma che ci constringera
(in un qualche senso in modo ragionevole essendo una teoria completamente
diversa) a ripensare a tutte le interpretazioni a cui eravamo abituati.

1.1 Si puo relativizzare ’equazione di Schrodinger?

Per costruire una teoria quantistica relativistica, forse un po’ ingenuamente,
si potrebbe sperare di partire dai risultati gia noti della Meccanica Quan-
tistica e banalmente relativizzare il tutto. Sarebbe la situazione ideale se
funzionasse, ma sfortunatamente non funziona. Vediamo perché si va incon-
tro a errori se si prova a relativizzare I'equazione di Schrodinger. Partiamo

da:
0

iho (3, 1) = HU(Z,t) (1.1.1)
in cui H ¢ I’operatore hamiltoniano del sistema e dunque ’energia totale di
esso. In Relativita Speciale (RS) conosciamo l'espressione dell’energia per la

particella libera (mass-shell):

E? = m2c* + p?c? 1.1.2
p
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e in linea di principio potremmo provare a definire:

~

H = +/p?c® + m2ct (1.1.3)

che potremmo svilluppare in serie per m piccola, cosa vera per sistemi
microscopici, fino ad ottenere:

] 2.4 132
H = 1 1.14
m2c ( +m204> ( )

A2
= mecZ—i—Qp—m (1.1.5)

in cui riusciamo ad individuare il termine di energia di riposo della RS e

un termine cinetico, dunque ’espressione di H trovata ha un senso dal pun-

to di vista relativistico. Se inseriamo l'espressione (1.1.5) nell’equazione di

Schrodinger otteniamo:
0

iha\l’(f, t) = —I—\/—h202v2 + m2ct U (Z,t). (1.1.6)

Ci si rende subito conto che 'espressione (1.1.6) ha alcuni problemi:

e H I’abbiamo definita facendo la radice dell’espressione (1.1.2), ma sen-
za considerare il segno negativo che ne deriva e facendo attenzione solo
al caso positivo. Infatti, la cosa corretta da fare sarebbe stata prendere:

H = +VE? = £/p2c® + m2c (1.1.7)

che considera entrambi i segni dell’energia. Il problema pero diventa
che per le particelle libere non possiamo avere energie < 0, poiché
corrisponderebbero a stati legati. Nota anche che l'esistenza di infinite
energie negative implica la non esistenza di uno stato fondamentale e
dunque l'instabilita del sistema (si hanno sistemi unbounded below).

e Sotto la radice abbiamo l'operatore p, che é un problema non sappen-
do bene come trattare la radice di un operatore. Si potrebbe risolvere
questa cosa provando a sviluppare ancora in serie la radice, ma cosi fa-
cendo si otterrebbero un numero infinito di derivate spaziali di ¥(Z,t),
il che implicherebbe una non localita dell’equazione.’

e Tempo e spazio non sono trattati allo stesso modo, infatti, abbiamo
una derivata 0; ripetto al tempo, ma laplaciano V2 per lo spazio. In
pitt Z & interpretata come una coordinata, mentre ¢ € un parametro che
scorre indipendentemente dal sistema di riferimento. Sappiamo che in
RS spazio e tempo sono sullo stesso piano.

Hnfatti in questo modo 1'equazione (1.1.6) non sarebbe pit un equazione differenziale,
la quale richiederebbe al suo interno termini del tipo dx infinitesimi. Sviluppando la radice
di (1.1.6) si avrebbe che V fornisce una traslazione finita visto che lo sviluppo contiene
tutti gli ordini.
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Questi problemi elencati si potrebberro risolvere prendendo i quadrato del-
I'espressione (1.1.6), infatti:

2
—FLQ%\I}(:E, t) = (—h2c262 + m204) W(Z,1) (1.1.8)
che é quella nota come Equazione di Klein-Gordon. Pero anche 'equa-
zione (1.1.8), nonostante possa sembrare di aver trovato I’equazione del moto
di una teoria relativistica definitiva, nasconde alcune complicazioni. Il pro-
blema piu grande ¢ che prendendo I'equazione di Klein-Gordon (KG) non
é possibile definire una densita di probabilita indipendente dal tempo e di
conseguenza si viola la conservazione della probabilitd (non potendo esiste-
re una legge di conservazione). In pin, facendo il quadrato, si & nascosto
sotto il tappeto il problema delle energie negative, ma a questo ci pensera
Dirac (vedi §1.3). Nonostante i problemi che contiene 'equazione (1.1.8) &
facile verificare che verifica I'invarianza di Lorentz (lo faremo nel corso degli
appunti).

L’equazione di Klein-Gordon, utilizzando il D’Alembertiano quadri -
dimensionale?, diventa:

—h? S W(E ) = (—5%262 +m204) U(7, 1) (1.1.9)
n o 252 2 2
2 @\P(m,t) — W*VAU(Z, 1) +m U (Z,t) =0 (1.1.10)
o118, =0%=0
- 202 -
Ov(Z,t) +m ﬁ@(l’,i) =0 (1.1.11)

e possiamo scrivere la forma a cui si fa solitamente riferimento per ’equazione
di Klein-Gordon: )
2¢ =
(D +m h?) U(Z,t) =0. (1.1.12)
Nei termini visti nella sezione §2.1, se un osservatore A ’equazione del moto
¢ data da (1.1.12), allora un osservatore B, in un altro SR, scrivera:

2
<D+m222> U(Z,t) =0 (1.1.13)

coincidente con quella scritta da A, poiché si ha 02 = 9% e ¥(Z) = U(Z) (vedi
il capitolo §2). Possiamo affermare che I'equazione (1.1.12) é perfettamente
consistente con il principio di relativita, ma che, nonostante sia un’equa-
zione funzionante da questo punto di vista, viola i principi fondativi della
Meccanica Quantistica. Infatti, la norma del vettore |¥), di H# dipende dal

2Vedi nel capitolo §2 come vengono definiti gli operatori di derivata.
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tempo, motivo per cui, viola la conservazione della probabilita. Si pud nota-
re, che moltiplicando I'equazione di KG per la funzione d’onda ¥ complessa
coniugata W*:

2
\II{ D+m222}‘11:0} : qf{

facendo la differenza tra le espressioni:

2
D+m2;2} o :0} (1.1.14)

. me\ 2 meN2| .
v D+<h)}\11—\11 m+(h)]\1:_o (1.1.15)
O (U9, — W, U*) = 0 (1.1.16)
10 (.19 19, - N
- (\11 A R Bt > —v(\p VU - UVT ) —0.  (1.1.17)

Il termine tra parentesi della derivata temporale di (1.1.17) sarebbe il termine
da interpretare come densita di probabilita, che perd non é definito positivo,
il che non é possibile. Il secondo termine, nelle parentesi di ﬁ, ¢ il termine di
corrente di probabilitd. Non potendo avere un’equazione di continuita, del
tipo:

Oui" =0, " =(p]) (1.1.18)
non €& possibile associare all’equazione di Klein-Gordon un’interpretazione
probabilistica ed una definizione consistente di densita di probabilita. Quin-
di, nel momento in cui cerchiamo di costruire una teoria quantistica rela-
tivistica e arriviamo all’equazione (1.1.12), allora perdiamo completamente
I'interpretazione probabilistica della teoria e il concetto di funzione d’onda.

La presenza di dy, rende a questo punto inconciliabili la teoria quanti-
stica con il principio di relativita, comunque soddisfatto da KG. C’¢ pero un
motivo pitt profondo per cui la trattazione quantistica di un sistema va in
conflitto con il principio di relativita, il concetto stesso di tempo! Vedi la
sezione §1.2.

Piccolo fatto storico. Storicamente Schrodinger, prima di scrivere la sua
equazione per la MQ non relativistica, aveva trovato la (1.1.12) che aveva
scartato in breve tempo perché non compatibile con la teoria di Heisenberg
e l'interpretazione probabilistica di Born di pochi anni prima.

Il problema di non riuscire a definire una probabilita definita positiva
Weinberg Physical law should have mathematical beauty. Weinberg:1995mt
dice che ¢ dovuto al fatto che nell’equazione di KG compaia una derivata
seconda rispetto al tempo, a differenza di quella di Schrodinger in cui c¢’¢
solo una derivata prima e in cui & possibile definire una densita di probabilita
(definita positiva) ed un’equazione di continuita.
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1.2 1l tempo é una coordinata o un parametro?

Le criticita viste durante il processo per arrivare all’equazione di Klein-
Gordon nella sezione §1.1, in modo rapido, sono:

e Contiene delle energie negative.

e E presente la radice di un operatore, che non sappiamo bene che vuol
dire.

e Non tratta sullo stesso piano spazio e tempo.

Intorno agli anni 30’ del secolo scorso Dirac riesce a trovare un’equazione,
ed un’interpretazione ad essa, che non solo risolve il problema delle energie
negative, ma permette, scendendo di un ordine delle derivate e salendo di
dimensioni, di risolvere il problema fastidioso della radice quadrata. Per cui
due problemi sembrano messi apposto. Il terzo, ossia quello di trattare in
egual maniera spazio e tempo, lo si puo risolvere in due modi differenti.

Dagli assiomi della Meccanica Quantistica sappiamo bene che tutte le
osservabili fisiche sono rappresentate da operatori hermitiani, ma sappiamo
anche che in MQ il tempo non & né un operatare e benché meno ’autovalore
di un qualche operatore. Il tempo in Meccanica Quantistica, cosi come nella
Fisica classica, é semplicemente un parametro che scorre indipendentemente
dall’orsservatore (SR). Notiamo pero che in Meccanica Quantistica il tempo
compare sia nello stato |¥),, in cui lo dobbiamo distinguere dalla posizione
che é autovalore dell’operatore posizione &, e compare anche nell’equazione
di Schrodinger, in cui ci viene detto come |¥), evolve nel tempo. Proprio
I’asimmetria di significato tra tempo e spazio rende la Meccanica Quantistica
incopatibile con la Relativita Speciale. Come gia detto potremmo risolvere
il problema in 2 modi:

1. Promuovere il tempo allo stesso livello della posizione e quindi al ruolo
di operatore.

2. Declassare la posizione allo stesso ruolo del tempo, ossia, al ruolo di
parametro.

La strada 1 é pitt complicata da percorrere. Si potrebbe utilizzare come
autovalore (parametro) il tempo proprio della particella (misurato con un
orologio che si muove con essa) e la coordinata temporale ¢ (misurata con un
orologio stazionario in un SR inerziale) come operatore. Quello che si fa & de-
finire ## in cui #° = ct. Aggiungendo un altro parametro o all’operatore &
potremmo ottenere molte world-lines (linee di mondo) ##(7, o), ovvero, una
famiglia continua di world-line, che costituiscono quello che viene chiamato
world-sheet (foglio di mondo). In questo modo Z#(7, o) viene interpretato
come una stringa che si propaga.
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La strada 2 & quella che in questo corso ci permette di arrivare al no-
stro risultato. Se x diventa un parametro, allora lo si pud associare ad un
operatore, che possiamo chiamare:

() (1.2.1)

chiamato operatore di campo quantistico, il quale, nella rappresentazio-
ne di Heisenberg, dipende anche dal tempo:

o, t) = e%Htgg(:L‘,O)e_%Ht. (1.2.2)

Gli effetti fisici di (1.2.1) 1i possiamo vedere come al solito, ossia utilizzan-
do opportune sonde (test particle) sensibili ad esso. Il problema che sorge
declassando la posizione é che perdiamo 'operatore Z, il quale era fondamen-
tale perché, insieme alla sua variabile canonicamente coniugata p, ci forniva
le regole di commutazione fondandamentali della nostra teoria, ovvero:

&, ] = ih. (1.2.3)

Ora, siamo apparentemente nei guai, se non fosse che possiamo mettere z
dentro il campo quantizzato (1.2.1) e conferire a ¢ il ruolo di darci i commu-
tatori fondamentali della teoria.

A questo punto, finalmente, abbiamo trovato un oggetto quantisticamen-
te ben definito (o che comunque vedremo essere definito per bene), in cui
e t sono parametri e sullo stesso piano, trattati democraticamente. Sono en-
trambi parametri continui. L’elemento (1.2.1) ¢ 'elemento base della teoria
quantistica dei campi. L’approccio 2 é comodo da seguire perché permette
di vedere come la trattazione quantistica di un sistema con un numero non
fissato di particelle si riduca ad una trattazione analoga ad una fatta in una
teoria di campo. Infatti & opportuno conoscere i concetti (della MQ non
relativistica) di Spazio di Fock, numero di occupazione e operatore di campo
quantistico che sono descritti nell’Appendice G.

Una piccola nota: si potrebbe pensare che gli approcci 1 e 2 portino a
risultati diversi, invece, si vede che la Fisica quantistica relativistica puo es-
sere trattata in entrambe le teorie equivalentemente. Le teorie quantistiche
e relativistiche sono sempre delle teorie di campo. Si puo scegliere di volta
in volta il procedimento piu conveniente. La Teoria Quantistica dei Campi
é tendenzialmente pitt comoda.

Ripensare al concetto di tempo e analizzare la struttura dell’operatore di
campo quantistico dell’Appendice G:

oh(@) =Y (ilT) al, (1.2.4)

(4
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ci permette di vedere che se vogliamo una teoria quantistica e relativistica,
allora dobbiamo abbandonare il concetto di particella singola, ovvero non
potremo piu avere un sistema che é una particella singola, ma avremo sempre
sistemi che descrivono molte (potenzialmente oo) particelle, il cui numero
potrebbe non essere fissato. Perché in (1.2.4), che crea una particella nel
punto Z, con spin o, descritta dalla funzione d’onda v;(Z) (nel senso della
MQ non relativistica) compare una somma su oo valori di i, ovvero di oo
funzioni d’onda.

1.3 L’idea del mare di Dirac

Abbiamo visto nella sezione §1.1 come non sia possibile relativizzare ’equa-
zione di Schrodinger in serenita, motivo per cui abbiamo detto che non esiste
una teoria quantistica relativistica.

L’unico lato positivo visto & stato che si é riusciti a trovare ’equazio-
ne (1.1.12) di Klein-Gordon, che seppur non ¢ un equazione che soddisfa la
Meccanica Quantistica non relativistica, per lo meno soddisfa il postulato
della Relativita Speciale. Un problema, che abbiamo completamente igno-
rato in tutte le sezioni precedenti, & quello delle energie negative e abbiamo
solamente accennato al fatto che Dirac riusci a darne un’interpretazione.
Vediamo ora di che si tratta. Storicamente, la prima equazione relativistica
che si é riusciti a scrivere per cercare di descrivere sistemi quantistici € stata
proprio ’equazione di Klein-Gordon, poco tempo dopo Paul Dirac derivo la
sua equazione relativistica che voleva descrivere il moto degli elettroni (poi
estesa a tutti i campi fermionici). L’inglese cerco anche di mettere nella sua
equazione una sola derivata temporale, a differenza di KG, in modo da cer-
care di tenere viva 'interpretazione della Meccanica Quantistica. La grande
soddisfazione che provava Dirac per la sua equazione derivava principarlmen-
te dalla bellezza ed eleganza dell’equazione. Al tempo stesso pero, il fisico
inglese si continuo, per 2 anni, a domandare come potesse effettivamente
interpretare le energie negative, che non solo comparivano nell’equazione di
Klein-Gordon, ma anche nella sua.? Finalmente nel 1930, Dirac pubblico la
sua interpretazione di stati con energie negative. Analizziamo con calma i
passi che fece Dirac.

Prima di tutto Dirac cerco di relativizzare ’equazione di Schrodinger in
un modo diverso rispetto quello seguito da KG. L’inglese introdusse un indice
discreto aggiuntivo alla funzione d’onda (come gia detto, lui aveva in mente

3Se vuoi puoi vedere in L’uomo pit strano del mondo di Graham Farmelo come fu
oggetto di scherno, da parte di Pauli nei confronti di Dirac, il fatto che quest’ultimo non
riuscisse a spiegare le energie negative della sua bellissima equazione.



1.3. L’idea del mare di Dirac 9

un elettrone, ossia una particella di spin 1/2) scrivendo:

o )
iha‘lfa(x) = (—the(a? ) b0 + mc2(ﬁ)ab) V() (1.3.1)
in cui @ = 1,2 e o/, 3 sono matrici. Se si considera ’hamiltoniana che

compare nell’equazione scritta sopra, allora si puo dimostrare che anch’essa,
come KG, & consistente con la teoria relativistica’. Rimangono comunque
un paio di problemi, le matrici o/ e 3 sarebbe bello se fossero le matrici di
Pauli, dal momento che per particelle fermioniche con spin 1/2 sappiamo
bene come trattarle, pero, per via degli anticommutatori che si devono avere
nella teoria, non ¢ cosi ed o/ e B sono in realta matrici pitt grandi delle o;
di Pauli. Infatti o/ e 8 sono matrici 4x4. Se fossero state matrici 2x2 le si
sarebbe potute interpretare come matrici di spin, ma avendo due dimensioni
in pitt occorre darne un’interpretazione differente.

Vedremo in seguito che le interpretazioni delle componenti aggiuntive
dello spin e degli stati ad energia negativa sono in qualche modo legate.

Le componenti aggiuntive di o/ e B fanno si che quando si vanno a

calcolare gli autovalori dell’hamiltoniana® se ne trovino 4:
+E@) , +E@) , -E® . -E@) (1.3.2)
in cui:
p2c? + m2ct. (1.3.3)

Dunque, nonostante Dirac sia riuscito a risovere alcuni problemi di KG scri-
vendo un’equazione con una sola derivata temporale e relativistica, & dovuto
salire di dimensioni per riuscirci e comunque non ¢é riuscito a rimuovere il
problema delle energie negative.

Parliamo finalmente degli stati ad energia negativa®. In Fisica classica
non c¢’é motivo per considerare stati con energie negative, infatti, nessun
processo continuo pud permettere il passaggio da livelli di energia positiva
(E > mc?) a quelli di energia negativa (E < —mc?) essendo due bande
separate da una discontinuita di 2mc?. Anche in relativita non é possibile,
tramite un cambio di sistema di riferimento, passare da un’energia positiva ad
una negativa, poiché la trasformazione di Lorentz dell’energia (boost lungo
x con velocita v) é:

E' =~(E —vp,) (1.3.4)

4Si veda il capitolo §1 di Srednicki Physical law should have mathematical
beauty.Srednicki:2007gs.

5Si faccia riferimento anche in questo caso al capitolo §1 di Srednicki Physical law
should have mathematical beauty.Srednicki:2007gs.

SParte del ragionamento preso dal Barone Physical law should have mathematical
beauty.Barone. In particolare le sezioni §2.8, §2.9, §4.8, §4.10 e §4.14.4.
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in cul v < ¢, pr < p che implicano vp, < cp < E e per cui se £ > 0 in un
certo SR, allora anche E’ > 0.

Nella Fisica quantistica pero sappiamo bene che salti discontinui sono
possibili e non si possono piu ignorare le energie negative. Dirac riusci ad
interpretare tali stati. E un fatto sperimentale che particelle fermioniche
obbediscano al principio di esclusione di Pauli, per cui non possiamo averne
(ad esempio elettroni) pitt di una in uno specifico stato quantistico. Dirac
si chiese: e se questi stati ad energia negativa effettivamente esistessero,
ma fossero sempre stati occupati?, se la risposta fosse affermativa, allora un
elettrone con energia positiva non potrebbe occupare stati ad ¥ < 0 per via
del principio di Pauli.

Pero sorge subito un dubbio, ossia: perché non ci si accorge di questo
mare di cariche ad energia negativa? Dirac disse: c¢i siamo abituati. Detto
un po’ meglio: una distribuzione di carica uniforme produce effetti fisici
in base alle condizioni al contorno che imponiamo ad oo nelle equazioni di
Maxwell e ¢’¢ una scelta di cid che rende una densita di carica uniforme
invisibile.

Dirac notd anche un’altra cosa. Se si riuscisse a liberare (eccitare) que-
sti elettroni ad energia negativa e a portarli ad una positiva, allora, questi
lascerebbero dietro di s¢ un buco nel mare di elettroni ad energia negativa.
Tale buco apparirebbe come una carica positiva, ad energia positiva e, per
via della simmetria dell’equazione di Dirac, anche con la stessa massa del-
l’elettrone che abbiamo eccitato’. Dirac con la sua interpretazione del mare
di energie negative propose per la prima volta il concetto di antiparticella,
in questo caso positroni. La conferma sperimentale della predizione di Dirac
arrivd pochi anni dopo, nel 1932, quando nei raggi cosmici fu identificato
per la prima volta I’e™. Vedremo anche che una visione pitt moderna del
concetto di antiparticella viene dato da Feynmann negli anni successivi.

Nota importante. L’interpretazione del mare di Dirac e di particelle
ad energie negative non & applicabile all’equazione di Klein-Gordon, poiché
nella sua descrizione Dirac basa tutto sul principio di esclusione di Pauli, che
come ben sappiamo riguarda solo le particelle fermioniche e non le particelle
generiche, descritte da KG. Questo é uno dei motivi per cui il concetto di
mare di particelle é stato superato dall’interpretazione di Feynmann.

"Per completezza dobbiamo dire che in realta Dirac inizialmente disse che le lacune
nel mare sarebbero risultati come dei protoni, ma fu dimostrato che in realta elettroni
e buche dovessero avere stessa massa. Questa simmetria tra particelle e antiparticelle la
ritroveremo quando parleremo della causalita del propagatore (sezione §8).
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1.4 Piano di lavoro

Costruire una teoria di Meccanica Quantistica relativista & di particolare
interesse poiché permette la trattazione di sistemi con oo gradi di liberta
e permette l'utilizzo dell’equivalenza tra massa ed energia. Il prezzo da
pagare per costruire questa teoria pero é relativamente alto. Questa nuova
teoria comporta un aumento considerevole di complessita, il quale implica il
non riuscire a trovare soluzioni esatte ad eccezione della teoria libera®. In
Teoria Quantistica dei Campi si lavora sugli sviluppi perturbativi. Un altro
svantaggio della nuova teoria € che si perdono i concetti di funzione d’onda,
di stato identificato con un raggio nello spazio H e di equazione d’onda.
La perdita della funzione d’onda, quindi dell’equazione che effettivamente
definisce la teoria (I’equazione di Schrodinger), ¢ una perdita piu grande di
quanto sembri, poiché implica il dover ripensare a tutta l'interpretazione.

Il modo in cui si costruira la Teoria Quantistica dei Campi sarad diverso
da come si é costruita a suo tempo la Meccanica Quantistica non relativisti-
ca’. La Meccanica Quantistica la abbiamo costruita in modo che la teoria
classica fosse al suo interno e di conseguenza un suo limite. Per la Teoria
Quantistica dei Campi il ragionamento é pitt complicato, prima si trova una
teoria di campo classica e solo successivamente la si eleva al caso quantistico,
ossia si fa il processo noto come seconda quantizzazione, che non ¢é nulla di
fantascientifico, ma semplicemente & stata la seconda volta che si & cercata
una teoria quantistica e per questo si indica "seconda quantizzazione". Il
termine "seconda quantizzazione" ¢ un po’ antiquato, ma potrebbe essere
che si trovi ancora su qualche testo; originariamente era utilizzato per di-
stinguere la quantizzazione che si fa nella teoria di campo da quella della
MQ non relativistica, che per appunto si dice "prima quantizzazione".'C,

Il vantaggio del procedimento che si seguira per costruire la Teoria Quan-
tistica dei Campi é che si basa su pochi semplici punti: le invarianze della
teoria. Sara dunque fondamentale la teoria dei gruppi. Vedi il capitolo §3.

La prima invarianza che si vuole inserire nella teoria &, la gia citata, inva-
rianza dell’intervallo spazio-temporale tra due punti dello spazio di Minkow-

8Si noti che anche in Meccanica Quantistica le soluzioni esatte erano poche, perd
qualcuna c’era (atomo d’idrogeno, oscillatore armonico e buche di potenziale).

°Tl modo in cui si construisce la QFT in aula (e in questi appunti) non ¢ necessariamente
il modo in cui la si & costruita storicamente. Il processo scientifico di scrittura di una
nuova teoria non €& sicuramente lineare come quello seguito nei corsi universitari. C’é un
riepilogo storico nel capitolo introduttivo del Weinberg Vol. 1 Physical law should have
mathematical beauty. Weinberg:1995mt.

ONota che questo modo di costruire la teoria & oggetto di discussione. La Relativita
Speciale, cosi come la Meccanica Quantistica, sono state costruite con la fisica classica
come limite e sono teorie ben solide (visti i risultati sperimentali). Ci si chiede perché
la Teoria Quantistica dei Campi (che comunque ha moltissime conferme sperimentali e la
domanda che ci si pone non implica una sua non correttezza dal punto di vista teorico) la
si costruisce in modo diverso rendendo lei il limite del caso classico e non il viceversa?
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ski in tutti i sistemi di riferimento inerziali. Quest’invarianza é l'invarianza
di Lorentz e introduce il gruppo di Poincaré.

La ricetta per costruire la Teoria Quantistica dei Campi sara: stabiliremo
quali sistemi vogliamo descrivere, decideremo le invarianze che vogliamo nel
nostro sistema, costruiremo la lagrangiana L del sistema e utilizzando il teo-
rema di minima azione, passando per il teorema di Noether, determineremo
I’equazione del moto.



Capitolo 2

Richiami di Relativita Speciale

2.1 Cosa vuol dire teoria relativistica?
Cominciamo con il rispondere alla domanda:
Cosa vuol dire che una teoria é relativistica?

La risposta immediata &: é una teoria che rispetta i postulati della Relativita
Speciale. Ricordati che i postulati della Relativita Speciale sono:

e La velocita della luce ¢ é costante (uguale per tutti i sistemi di riferi-
mento inerziali).

e Le leggi fisiche devono essere covarianti per sistemi di riferimento iner-
ziali, ovvero, un fenomeno fisico ¢ lo stesso per ogni sistema di riferi-
mento inerziale.

Vediamo meglio cosa vogliamo dire.

Come metrica dello spazio di Minkowski prendiamo per convenienza:

+1 0 O 0
0 -1 0 O
0 0O 0 -1

Se abbiamo un SR inerziale dato dalle coordinate z* = (ct, Z), allora saranno
coordinate di un SR inerziale! tutte le coordinate T+ legate ad z* da una
trasformazione di Lorentz, ossia una trasformazione del tipo:

Tt = A2 + ot (2.1.2)

Vedi la sezione 2.2 un ripasso di come alzare o abbassare gli indici.

13
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dove A, e a* sono indipendenti da x e sono rispettivamente la matrice di
trasformazione di Lorents e un vettore di traslazione.

Quando diciamo che un fenomeno ¢é lo stesso in ogni SR intendiamo dire
che due osservatori A e B, in due SR differenti, ottengono gli stessi risultati
per ogni possibile esperimento (e sono in accordo sulle predizioni dei risultati
di ogni possibile esperimento). Infatti, se A vede un sistema nel punto z
descritto da ¥(z) e B dice di vedere, nel suo SR, lo stesso sistema nel punto
Z e descritto da ¥(7), allora deve valere:

U(z) = U(7) (2.1.3)

Nota che x e T sono diversi perché associati a SR diversi, ma anche le
forme funzionali di ¥ e ¥ lo sono. Cio che é uguale sono le funzioni valutate
nei punti.

Affinché I'uguaglianza (2.1.3) sia mantenuta su tutto lo spazio-tempo, le
due funzioni d’onda devono soddisfare le stesse equazioni del moto. Dunque,
le equazioni d’onda che cerchiamo nella nuova teoria quantistica relativistica
devono avere la stessa forma in tutti i sistemi di riferimento inerziali, e de-
vono essere quindi invarianti di Lorentz (vedi nella sezione §2.2 cosa implica
sulla metrica g,,, richiedere I'invarianza della distanza spazio-temporale ds).

2.2 Richiami di Relativita Speciale e algebra ten-
soriale

Ricordiamo in questa sezione alcuni pezzi della Relativita Speciale. Potrem-
mo inglobare in questo ripasso anche 1’Appendice E.1.

Abbiamo detto che i postulati della Relativita Speciale sono:
1. La velocita della luce ¢ é la stessa in tutti i sistemi di riferimento
inerziali.
2. Le leggi della Fisica sono invarianti in tutti i sistemi di riferimento
inerziali.
Alcuni preferiscono inglobare i due postulati in uno unico:

1. Le leggi della fisica sono invarianti per trasformazioni di Poincaré in
tutti i sistemi di riferimento inerziali.

Nota che i postulati qui descritti hanno come diretta conseguenza? che la
distanza spazio-temporale tra due eventi (punti nello spazio di Minkowski),

2Questa in realta sarebbe una quantita invariante per via del fatto che la distanza tra
due punti di una qualsiasi varieta & sempre un invariante.
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indicata con s?, ¢ un invariante di Lorentz, ovvero, non cambia tra sistemi

di riferimento inerziali collegabili da trasformazioni di Poincaré.
Ricordiamo che una generica trasformazione di Poincaré ¢ una trasfor-
mazione di Lorentz (rappresentata dalla matrice A*,) e una traslazione
spazio-temporale:
Tt = A2 + ot (2.2.1)

questo & il set di trasformazioni lineari che legano (x;,t) a (z';,t') e formano
un gruppo, chiamato appunto gruppo di Poincaré. Anche le trasformazioni
rappresentate da A*, formano un gruppo, quello di Lorentz.

D’ora in avanti utilizzeremo il sistema di unita naturali, ovvero, porremo
h=c=1. Vedi ’Appendice B per dettagli.

Come abbiamo gia detto, definiamo z* come un quadrivettore che contie-
ne il tempo ¢ nella componente 0 e le tre componenti spaziali sono associate
adi=1,2,3:

ot = (29 2t 2% 23) = (20, 7). (2.2.2)

Come metrica dello spazio di Minkowski prendiamo per convenienza:

+1 0 0 O
0 -1 0 0
0o 0 0 -1
e conseguente metrica inversa:
+1 0 0 O
0 -1 0 O
w
g 0 0 -1 0 (2.2.4)
0o 0 0 -1

Verificabile controllando che g#*g,, = 6},. Ricorda che il tensore metrico (o
metrica) descrive la geometria di una varieta e da esso ¢ possibile definire
il concetto di distanza. In questa notazione definiamo la distanza spazio-
temporale come:

O _ gzt (2.2.5)

§? = ot = guats’ = xox
e avremo l'invarianza della Relativitd Speciale scritta come:

s =z 2t = 2 (2.2.6)

in cui abbiamo assunto che: in un sistema di riferimento un segnale di luce
é percepito in z; al tempo ¢ e in un altro sistema di riferimento, lo stesso
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segnale di luce, ¢ percepito in 2} al tempo ¢'.

Possiamo dire che il gruppo di Lorentz (o quello di Poincaré, visto che
quando calcoliamo intervalli essi sono trasparenti a traslazioni spazio - tem-
porali), ¢ quello che ci permette di dire che la nostra teoria ¢ relativistica,
poiché é un gruppo formato da tutte le matrici A*, tali da trasformare i qua-
drivettori z* in modo tale da preservare le distanze; vedremo nella sezione
§3.5.1 come classificarle. Piu precisamente, le trasformazioni di Lorentz (TL)
sono isometrie, cio¢ trasformazioni che lasciano invariata s? (come richiesto
dalla Relativita Speciale).

2.2.1 Proprieta metrica g dall’invarianza della distanza

Abbiamo gia detto che una generica trasformazione di Poincaré ¢ del tipo
(2.2.1) e accennato al fatto che le trasformazioni di Lorentz siano rappresen-
tate dalle matrici A¥,,, ossia, che operano come:

= A" = A2 + Ao, (2.2.7)
La trasformazione inversa sarebbe:
zh, = NS @y (2.2.8)

L’insieme delle matrici A che lasciano invariata la distanza spazio-temporale
formano il gruppo di Lorentz omogeneo. Dall’invarianza spazio temporale
tra due eventi dello spazio M? si ricava un’importante proprieta del tensore
metrico g,,. Deve valere?:

guatz” = gt = Gu A 2P N 27 (2.2.14)
= G NN, 2P 2” (2.2.15)

3Nota che questa cosa potrebbe essere calcolata anche con un procedimento leggermente
pitt esplicito. Chiedendo che l'intervallo tra due punti dello spazio-tempo z* e 2’* in un
SR e 7" ed z'" in un altro SR sia sempre la stessa (quindi invariante) porta a:

(x—2')° = (x — ") (x—2), = (a° — 2% - (x —x')? (2.2.9)
(Z—a')? = (& — 2" (@ —a'), = A (x — 2) guo (T — 27)° (2.2.10)
— o (@ — &) AT (@ — 2') = e AT (o — ) (@ — &) (22.11)

gup
=gz —2)(z—-2) =@-2)(-2). (2.2.12)

Nota che il pezzo di a" si cancella perché stiamo valutando intervalli, cioé distanze
nello spazio-tempo tra due punti, insensibili a traslazioni. Per cui, affinché l'intervallo
spazio-temporale (la distanza ds®) sia un invariante di Lorentz devono valere (scritture
equivalenti):

G NNy = gpo , g AN, = g7 (2.2.13)
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le relazioni (2.2.14) e (2.2.15) dovendo essere vere Vx”, z7 allora portano a:
9po = Gu N, A7, (2.2.16)

che puo essere anche scritta con indici alti:
977 = g"" AP A%, (2.2.17)

In forma matriciale la relazione (2.2.16) é:
ATgh =g (2.2.18)

Nota anche che vale:
gt, =o",. (2.2.19)

Le relazioni (2.2.16) e (2.2.17) sono rappresentative dell'invarianza, della
Relativita Speciale, rispetto ad una trasformazione di Lorentz. Nota anche
che queste relazioni ci dicono che per le trasfomazioni di Lorentz la metrica
g descrive la trasformazione di similitudine che collega sue rappresentazioni
(concetto rivisto nel capitolo §3).

2.2.2 Gli indici

Un piccolo appunto sugli indici. Ricordiamo che un indice alto é un indice
di controvarianza, mentre un indice basso ¢ uno di covarianza. Possiamo
abbassare o alzare indici facendo agire la metrica su un tensore covariante o
controvariante. Infatti vale:
z, = guwx’ , a'=g"x, = W =xg=ct , x'= -z
(2.2.20)
Inoltre, gli indici sommati saranno sempre uno alto ed uno basso; una vol-
ta contratti gli indici sono solo pitt dei numeri e possono essere spostati a
piacimento. Per le matrici, ad esempio A*,, un indice a sinistra é un’indice
di riga e un indice a destra é un’indice di colonna. Scambiando gli indici a
destra e sinistra scambiamo righe e colonne:

Ar, = (AT) F (2.2.21)

Spesso nella scrittura con gli indici espliciti si omette la T', dal momento che
I'informazione € gia contenuta nell’ordine e nella posizione degli indici.

2.2.3 Operatori di derivata

0 10 = 0 10 =
S b= __— = — 2.2.22
Ozt <c ot’ V) 0 ox,, <c ot’ V> ( )

Definiamo:

Oy
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e tali per cui:
otx¥ = g, (2.2.23)

E anche possibile vedere che la derivata varia come le coordinate z* sotto
trasformazioni di Lorentz, ovvero:

ot = A" ¥ (2.2.24)
infatti si vede che:

0077 = (AP, 01) (A%a” +a%) = AP,A%, 9'z" = AP, A%, g" = ¢ (2.2.25)

i
e analogamente per le derivate seconde:
9% = 019, = gu0"0” (2.2.26)
9% = o9, = AN 0P N0 = g1, A NV, P07 = 079,07 = 0% (2.2.27)
T

2.2.4 Quadrivettori e calcolo tensoriale

Definiamo in questa sezione i quadrivettori covarianti e controvarianti e ri-
chiamiamo un paio di cose utili riguardanti il calcolo tensoriale.

Formalmente definiamo quadrivettore controvariante (indice alto) gli og-
getti che trasformano come il differenziale delle coordinate?®, ovvero:

at = A" a” (2.2.29)

da cui possiamo vedere come trasforma un quadrivettore con indici bassi,
che chiameremo quadrivettore covariante:

dy=guad = I\ ya” = g N9 ag = M, a,. (2.2.30)
M o
m

Si puo vedere che la matrice M = gAg é l'inversa di A. Infatti, moltiplicando
la relazione (2.2.18) per la metrica si ottiene:

ATghg=g9 — ANM=1 — M=(A")"=@n"H"
——

AH”

41] differenziale delle coordinate, presa (2.2.1), si trasforma come:

da'™ = A*,da”. (2.2.28)
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Dunque é possibile scrivere:
dp=~A7a,. (2.2.32)
Definiamo un tensore di rango n = p + ¢:
TL (2.2.33)
come quell’oggetto le cui 4" componenti si trasformano per trasformazioni
di Lorentz secondo:

T/ul’""“p = Auloq . Auposzl/lBl .. .AVquTﬁah'”’ap' (2234)

V1,..yVq 15e-58q

Ad esempio, un tensore di rango 0 & uno scalare, un tensore di rango 1
¢ un quadrivettore (controvariante o covariante a seconda della posizione
dell’indice) e un esempio di un tensore di rango 2 ¢ il tensore metrico g,
(che tra ’altro ¢ invariante sotto TL).

Attenzione perd che A*, non & un tensore.

Definiamo gli pseudo-tensori come quegli oggetti che cambiano segno per
paritd. Un esempio di pseudo-tensore completamente antisimmetrico é il
simbolo di Levi-Civita (in 4 dimensioni) e#*#? definito con e*”?” = +1, con
il cambio di segno per ogni permutazione degli indici, e con € = 0 se due
indici sono uguali. Nota che il simbolo €, ha segni opposti. Il simbolo di
Levi-Civita si utilizza per definire il determinante di una matrice. Presa M
matrice 4x4, allora vale per definizione:

det{M} = e  M°,M*, M?,M?,,. (2.2.35)

Esiste anche il tensore completamente antisimmetrico tridimensionale e#**?
definito allo stesso modo di quello 4-dimensionale.

2.2.5 Considerazioni su oggetti simmetrici, antisimmetrici e
sui loro prodotti

Facciamo in questa sottosezione alcune considerazioni sugli oggetti simme-
trici e antisimmetrici.

Preso un oggetto generico con 2 indici T#”, un’identita che vale sempre

1 1
= L oy 4 L -1 (2:2:36)

in cui vediamo che la prima parentesi ¢ un pezzo simmetrico per lo scambio
i — v, mentre la seconda parentesi & antisimmetrica per scambio. Se
TH & un oggetto antisimmetrico, dunque tale per cui T*” = —T"#  allora si
scrive:

1
T = (T = T™) (2.2.37)
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ma se T"” é un oggetto simmetrico, dunque T’ = T"* allora si scrive solo:

1
L), (2239)

Possiamo vedere che il prodotto di una quantita simmetrica con una anti-
simmetrica (e viceversa) ¢ sempre nullo. Infatti, vale:

A S, = —AYMS,, (2.2.39)

d’altra parte gli indici sommati sono muti e possiamo rinominarli a piacere,
dunque scrivere:

—AVES,, = —AM'S,, (2.2.40)

che richiede pero che:
AS,,, = —AMS,, (2.2.41)

che ¢é una condizione verificata solo se:

AMS,, = 0. (2.2.42)



Capitolo 3

Gemme di teoria dei gruppi

Questo capitolo potrebbe risultare leggermente differente rispetto le lezioni

svolte in aula. Ho ritenuto opportuno riorganizzare gli argomenti e aggiun-

gerne di nuovi (pochi) per completezza. I riferimenti per questo capitolo sono

Physical law should have mathematical beauty.Bastianelli, Gambino,Peskin:1995ev,Ramond:1981pw,Salme,s
La fonte pitt importante, e pil intuitiva, € sicuramente il libro di Schwich-

tenberg Physical law should have mathematical beauty.symmetry.

Altre fonti riguardo le parti della teoria dei gruppi utile alla Fisica sono:

e Jakob Schwichtenberg. Physics from Symmetry, Springer (2018).

o S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields, Vol. 1, cap. II, Cam-
bridge University Press (1995), per una ampia illustrazione del gruppo
di Poincaré in Meccanica Quantistica Relativistica.

M. Srednicki, Quantum Field Theory, Cambridge University Press (2007).

B. C. Hall, Lie Groups, Lie Algebras, and Representations, Springer
(2015).

W. Tung, Group Theory in Physics, World Scientific Pub Co Inc.
(1985).

e L. Fonda, Symmetry Principles in Quantum Physics, M.Dekker (1970).
e D. Tong, Quantum Field Theory, Lecture notes.

Puo anche essere utile rivedere il capitolo riguardante le simmetrie e le
quantitd conservate del corso di Meccanica Quantistica 1, presente nei miei
appunti.

Perché é importante la teoria dei gruppi?
Come possiamo vedere nell’Appendice §C, dove analizziamo il teore-

ma di Noether (ne vedremo ’applicazione al caso della QFT nel capitolo

21
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§5.2), che ci dice che ad ogni simmetria continua corrisponde una quanti-
ta conservata, la quale risulta essere il generatore di tale simmetria. La
definizione di simmetria € che il nostro sistema rimane invariato sotto cer-
ti set di trasformazioni e i gruppi sono i "contenitori" che contengono tali
trasformazioni.

Nota che esistono due tipi di simmetrie, ovvero continue e discrete. Una
simmetria continua & una trasformazione per cui il sistema rimane invariato
anche per trasformazioni piccolissime; mentre discrete sono trasformazioni
che lasciano invariato il sistema per un cambio non su tutti i valori del pa-
rametro della trasfomazione. Noi per ora ci interesseremo solamente a delle
simmetrie continue, lasciando quelle discrete ai noi del futuro e torneremo
su di loro solamente piu tardi, quando saremo piu allenati nella nostra teoria.

Le leggi di invarianza, quindi le simmetrie del nostro sistema fisico, in
matematica (e fisica) si trattano con la teoria dei gruppi, ed in particolare
le simmetrie continue con la teoria dei gruppi di Lie.! Quello che faremo
nel corso del capitolo sara cercare di capire come classificare le simmetrie di
un sistema in modo astratto, costruire e trattare un gruppo e poi applicare
le nozioni astratte (che ci sembreranno completamente scollegate da cio che
dobbiamo fare) alla teoria quantistica relativistica che vogliamo costruire.

Sara fondamentale ricordare, o studiare da capo, come sono fatti gli ope-
ratori (le matrici) legati a specifiche trasformazioni; ad esempio trasformazio-
ni di Lorentz o Poincaré visto che siamo interessati alla Relativita Speciale.
Nella costruzione della nostra nuova teoria saranno quindi cruciali le sim-
metrie alla base delle trasformazioni di Lorentz, motivo per cui cercheremo
degli invarianti per esse.

Vedi 'appendice D per alcune notazioni riguardo la teoria dei gruppi.

3.1 Basic facts about Groups and Lie algebras

11 titolo si rifa al capitolo §15.4 di Peskin, Schroeder Physical law should have
mathematical beauty.Peskin:1995ev. In Fisica sono di particolare interesse le
proprieta dei gruppi continui. Chiamiamo gruppo di simmetria l'insieme
delle trasformazioni che lasciano un certo oggetto invariato. Definiamo subito
che cos’é un gruppo.

Definizione 1. Un gruppo ¢é un insieme di elementi G = {g}, insieme ad
un’operazione binaria o, che soddisfano certe regole algebriche:

1. (chiusura) 3 una legge di composizione o tale che se g1,g2 € G allora

giogs =93 € G. (3.1.1)

!Storicamente la teoria dei gruppi fu formulata per trattare le simmetrie delle equazioni.
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2. (elemento neutro) I elemento identita:
Vge G : Ig=gl=g. (3.1.2)

1

3. (elemento inverso) g~ elemento inverso

VgeG : gy l=g¢glg=1 (3.1.3)

4. Associativita:
(9192)93 = 91(9293)- (3.1.4)

Un gruppo si indica come (G, o).

L’operzione binaria la consideriamo come una qualsiasi operazione astrat-
ta, che nel caso in cui "rappresentiamo" le nostre trasformazioni con delle
matrici, allora o ¢ la classica moltiplicazione tra matrici, perd se i nostri
elementi del gruppo sono altre cose dalle matrici, allora ’operazione o puod
essere altro. Le proprieta che richiediamo a G dopotutto sono delle cose
ragionevoli. Chiediamo che se noi agiamo con due trasformazioni successive
essa sia ancora una trasformazione di G é come chiedere che se prendiamo
un oggetto e facciamo prima una rotazione di 20° e poi una di 70°, que-
sto equivale a farne una di 90°. Chiedere che esista un elemento neutro ¢é
richiedere che esiste un elemento che corrisponde a non agire sul sistema e
lasciarlo invariato. L’esistenza dell’elemento inverso ci garantisce che se noi
facciamo una certa trasformazione possiamo sempre tornare al punto iniziale
percorrendo la trasformazione inversa. L’associativita ci permette di esegui-
re trasformazioni sui nostri oggetti nell’ordine che preferiamo, ottenendo lo
stesso risultato.

Ad esempio (Z,4) ¢ un gruppo; (Z,-) non ¢ un gruppo poiché non am-
mette U'inverso; (Q — {0},+) & un gruppo.

Utilizzare la teoria dei gruppi ci permette di non dover studiare i singoli
oggetti, ma le proprieta di simmetria in generale. Vedremo anche che piil ci
spingiamo in astratto e piu sara facile vedere cio che ci interessa.

3.1.1 Teoria delle rappresentazioni

Gli elementi dei un gruppo sono puramente astratti, o almeno per ora, ma
noi siamo interessati alle trasformazioni che questi oggetti astratti inducono
sul sistema fisico che stiamo studiando. Questo dunque la nostra attuale
trattazione potrebbe risultare leggermente problematico. Infatti sappiamo
che alle invarianze del sistema possiamo associare dei gruppi e che ogni grup-
po possiede degli elementi che possono essere scritti come ’esponenziale di
certi coefficienti e dei generatori del gruppo stesso. Pero per classificare o
comunque studiare e capire come agisce un gruppo ¢ fondamentale sapere
come sono fatti i suoi elementi e dunque i suoi generatori. Cosa che per ora
non abbiamo ancora detto come fare. Diamo una definizione.
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Definizione 2. Dare una rappresentazione di un gruppo G vuol dire: rea-
lizzare delle relazioni moltiplicative del gruppo G tramite un corrispondente
gruppo di matrici quadrate. Queste matrici sono pensate come operatori che
agiscono su uno spazio vettoriale V' la cui dimensione é detta dimensione
della rappresentazione.

Una rappresentazione ¢ una mappa che manda I’elemento g del gruppo
in una matrice nxn:

g — M(g).
tale che:
M (g1)M(g2) = M (g1 © g2) )
M(I)=1
da cui segue che:
M(gHM(g)=M()=1 = M(g")=[M(g)". (3.1.7)

Dunque, le rappresentazioni sono delle mappe che ci permettono di associa-
re, ad ogni elemento del gruppo, una trasformazione e quindi, una matrice.
Grazie alle rappresentazioni, possiamo agire con ogni elemento del gruppo
su elementi di un certo spazio vettoriale; cosa che sappiamo fare bene.

L’associativita & automatica poiché il prodotto tra matrici é associativo.
Per questo, tutte le proprieta del gruppo sono realizzate esplicitamente dalle
matrici di una rappresentazione. La rappresentazione piti semplice e natu-
rale usata per definire un gruppo ¢ detta rappresentazione definente?
o fondamentale. Ovviamente di un gruppo possiamo dare molte rappre-
sentazioni diverse, che possono avere dimensioni diverse (finite o infinite),
vedi ad esempio p.20-23 in cui Salmé Physical law should have mathemati-
cal beauty.Salme oltre alla rappresentazione matriciale 3x3 di SO(3) da una
rappresentazione infinito dimensionale che descrive una rotazione in uno spa-
zio funzionale. Noi vedremo l’esempio di SU(2), che & piu interessante per i
nostri fini.

Vediamo un’altra definizione.

Definizione 3. Se esiste una relazione univoca tra gli elementi del gruppo e
le matrici che li rappresentano (cosa che non sempre succede visto che si pos-
sono avere rappresentazioni matriciali che rappresentano gli stessi elementi),
allora la rappresentazione si dice fedele.

La rappresentazione fondamentale di un gruppo é la rappresentazione
fedele con le dimensioni pitt piccole possibili e fornisce la dimensione del

2Si potrebbe anche chiamare rappresentazione vettoriale.
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gruppo. Ad esempio, SU(2), il gruppo di spin, ha dimensione 2 poiché ha
rappresentazione fondamentale data da matrici 2x2.

Abbiamo accennato al fatto che di uno specifico gruppo si possono dare
piu tipi di rappresentazioni, pero esiste una rappresentazione pitt importante
delle altre.

Definizione 4. La rappresentazione irriducibile ¢ una rappresentazione
per cui non c’¢ modo di ridurre la sua dimensione.

Se la rappresentazione € riducibile tutte le matrici possono essere ridot-
te in forma diagonale a blocchi (attraverso trasformazioni di similitudine?).
Una rappresentazione riducibile (D) si pud descrivere completamente attra-
verso le rappresentazioni irriducibili (A, B, C') che ne formano i blocchi. In
particolare, si dice che ¢ la somma diretta di tali rappresentazioni irriducibili:

D=AoBaC. (3.1.9)

Continuiamo a vedere alcune nozioni riguardo la teoria delle rappresen-
tazioni.

Se il gruppo é abeliano la rappresentazione fondamentale é quella delle
matrici 1x1, ossia, i numeri. Per i gruppi non abeliani (quelli non commutati-
vi, ad esempio SU(2)) la dimensionalita della rappresentazione fondamentale
dev’essere maggiore di 1, ovvero, bisogna avere delle matrici per soddisfare
I’algebra e avere una rappresentazione fedele.

Definizione 5. Una rappresentazione unitaria é una rappresentazione
in cui le sue matrici sono unitarie, e dunque tali che UUT = 1.

Sono rappresentazioni particolarmente importanti poiché, se esistono,
conservano il prodotto scalare tra i vettori di uno spazio vettoriale complesso
(lo spazio di Hilbert).

Definizione 6. Se D(g) & una rappresentazione dell’elemento g € G, al-
lora D*(g) ¢ la rappresentazione complessa coniugata del gruppo. Se
chiamiamo T; i generatori di G, allora:

D(g) = exp{ic;T"} (3.1.10)
D*(g) = exp{—iaiT*i} (3.1.11)

3In generale, si definiscono equivalenti rappresentazioni collegate da trasformazioni di
similitudine: M (g) e M(g) sono rappresentazioni equivalenti se:

M(g) = AM(g9)A™" | Vged (3.1.8)

con A matrice indipendente da g. Questa relazione di equivalenza permette di considerare
rappresentazioni equivalenti come essenzialmente la stessa rappresentazione. Infatti la
trasformazione di similitudine rappresenta semplicemente un cambio di base nello spazio
vettoriale V', utilizzando una matrice A non singolare.
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per cui (—iT*") sono i generatori della rappresentazione complessa coniugata.

Si puo notare, ad esempio in SU(3), che le due rappresentazioni dei
generatori T" e T** non sono equivalenti?, motivo per cui si hanno vettori
di base, ovvero autovettori, diversi nelle due rappresentazioni. Invece, per
SU(2) le rappresentazioni dei generatori coincidono.

Definizione 7. Date due rappresentazioni D(g) e D'(g) del gruppo G, il
prodotto diretto delle due rappresentazioni é la rappresentazione di g che
agisce sullo spazio vettoriale ottenuto dal prodotto tensoriale tra i vettori
base di D(g) e D'(g):

[D(g) vi] @ [D'(9)v'x] = [D(g) ® D'(g)] (vi @ ') (3.1.12)

Esempi rilevanti in Fisica sono: ['unificazione delle interazioni deboli
(governate da SU(2)) ed elettromagnetiche (U(1))

SU(2) @ U(1)

e l'unificazione della forza nucleare forte (SU(3)), nucleare debole ed elet-
tromagnetica
SU(3) @ SU(2) @ U(1).

La simmetria data da U(1) ¢ quella dell'iper-carica, SU(2) dellisospin e
SU(3) del colore. Ciascun gruppo di simmetria & indipendente dagli altri,
dunque possiamo descrivere le singole teorie separatamente, perd possiamo
anche vedere la teria unificata che descrive tutte le trasformazioni possibili.

3.1.2 Gruppi di Lie

Una tipologia di gruppi che ci interessera particolarmente sara:

Definizione 8. Un gruppo di Lie ¢ un gruppo di trasformazioni, continuo e
i cui elementi sono funzioni analitiche (continue ed infinitamente derivabili)
di un certo numero finito di parametri (aq,...,ap).

All'interno di cui stiamo utilizzando la definizione:

Definizione 9. Un gruppo (G, o) si dice continuo se il numero di elementi
¢ infinito non numerabile.

In realta, pero, per noi & anche fondamentale che un gruppo sia connesso.

Definizione 10. Un gruppo si dice connesso se i suoi elementi si possono
connettere con continuita all’identita.

4Questo vuol dire che ST;S™1 #£ —T7.
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Un gruppo continuo e connesso ¢ molto importante per noi, poiché é
un gruppo i cui elementi sono infinitesimamente vicini all’identita, che é
fondamentale perché vuol dire che un generico elemento del gruppo si pud
scrivere come ’azione ripetuta (infinite volte) di questi elementi infinitesimi.
Sono proprio i gruppi di Lie quei gruppi per cui € possibile definire e studiare
le trasformazioni infinitesime. Un elemento g del gruppo, infinitesimamente
vicino l'identita puo essere scritto come:

gla) =1+ ia,T* + O(a?) (3.1.13)

in cui a® sono i parametri infinitesimi del gruppo e sono parametri continui
(reali o complessi), invece, i T% sono operatori hermitiani® e vengono chia-
mati i generatori del gruppo di simmetria.

In generale ogni elemento g del gruppo di Lie si pud scrivere, in modo
economico utilizzando i generatori del gruppo e l’esponenziazione, come:

gla) = el@at” (3.1.15)

in cui ag € T* 1li abbiamo gia visti, ma sappiamo bene che quando com-
pare un esponenziale, in una qualche definizione, quello che abbiamo é una
definizione data dal suo sviluppo in serie. L’indice a assume valori che van-
noda 1,...,dimG. In (3.1.15) nota sia che il coefficiente o, = 0 definisce
Iidentita. Definiamo che cos’é la dimensione di un gruppo.

Definizione 11. La dimensione di un gruppo é il numero di parametri
(generatori) necessari a descrivere completamente un gruppo.

Nota che la dimensione di un gruppo é diversa dalla dimensione dello
spazio vettoriale su cui agiscono gli elementi della rappresentazione (questo
¢ un concetto importante).

Pero, come troviamo i generatori nella pratica? Abbiamo detto che ogni
elemento di un gruppo di Lie puo essere scritto come (3.1.15). Abbiamo
anche gia detto che T* sono i generatori del gruppo e sono rappresentabili
da matrici nxn. La struttura di G, gruppo di Lie, sara determinata da piccole
perturbazioni nell’intorno dell’identita, ovvero, da perturbazioni infinitesime.
La rappresentazione di ogni generatore di G la si trova facendo la derivata
rispetto al suo corrispondente parametro. Spiego meglio. Quando a, < 1 si
ha una trasformazione infinitesima:

g=1+ia,T" (3.1.16)

5Sono hermitiani solo se il gruppo di Lie ¢ unitario e a parametri reali, infatti:

U' = (exp{ic T*})' = exp{—iaaT“T} =U"" = exp{—ia.T}. (3.1.14)
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Notiamo che dall’espressione (3.1.16) se si esplicita la somma sull’indice a e si
aggiungono tutti i termini O(a?), allora si ricostruisce la definizione (3.1.15).
Vediamo, inoltre, che l’espressione (3.1.16) & lineare nei parametri oy, con

a=0,...,n, per cui possiamo determinare i generatori come:
0
Tt = I (3.1.17)
ooy,
a=0

Nota che I'unita immaginaria introdotta in (3.1.17) é pura convenzione, ma
permette di presentare il generatore come matrice hermitiana (i cui autova-
lori sono reali). Vedi la sottosezione §3.2 per un esempio di calcolo. I inoltre
possibile raggiungere qualsiasi elemento di G connesso con 'identita tramite
I’applicazione successiva di trasformazioni infinitesime date dai generatori:

g=1+ia,T")(1+icgT*) (1 +iaT?)... (3.1.18)
TN\* e
= g=lim <1+z'o‘“]€ > = (3.1.19)

E fondamentale per noi in Fisica, avere un gruppo connesso e la rela-
zione (3.1.19) (ovvero la (3.1.15)). Considerato un certo numero di trasfor-
mazioni infinitesime siamo in grado di ricostruire una trasformazione finita
utilizzando (3.1.19) e possiamo spostarci tra due punti qualsiasi dello spazio
con continuita. Deriva da questo I'importanza di connetterci con l'identita,
poiché cosi possiamo rappresentare il nostro gruppo tramite trasformazioni
infinitesime.

Quello che facciamo ¢ partire dall’identita e la possiamo modificare per
infinitesimi, e infinitesimo per infinitesimo ricostruiamo una trasformazione
continua. Quando diciamo infinitesimo per infinitesimo vuol dire esponenzia-
le. Gli operatori che rappresentano la nostra trasformazione possono essere
espressi tramite una trasformazione infinitesima in successione ad altre, co-
me abbiamo visto. L’operatore finito che riusciamo ad ottenere lo possiamo
sempre scrivere come ’esponenziale dei parametri e generatori del gruppo,
ovvero utilizzando la relazione (3.1.15).

Vedi il capitolo §9 degli appunti di Meccanica Quantistica 1, in cui ab-
biamo visto che il generatore delle traslazioni é 'operatore impulso, ma che
queste trasformazioni agiscono sugli stati del sistema tramite ’operatore
exp{—ia - p}.

Grazie all’esponenziale, per ottenere le rappresentazioni dei gruppi di Lie
connessi basta concentrarsi sulle rappresentazioni dei generatori.

Ricapitolando: determinati i generatori di un gruppo in modo astratto,
ci interessa capire come gli elementi di un gruppo agiscano sugli stati fisici.
Presi i generatori li possiamo rappresentare con una rappresentazione matri-
ciale, la cui dimensione ¢ la dimensione del gruppo (se la rappresentazione ¢
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fondamentale), e ne si puo vedere facilmente 1’azione sugli stati fisici. I gene-
ratori, come gia visto quando li abbiamo introdotti, sono (in MQ) operatori
hermitiani sullo spazio di Hilbert.

I generatori T® generano lo spazio di un gruppo infinitesimo di trasforma-
zioni, per cui, il commutatore di due generatori dev’essere una combinazione
lineare di generatori. Le regole di commutazione le possiamo quindi scrivere
come:

[T“, Tb} — if T (3.1.20)

in cui f%, la chiamiamo costanti di struttura di G, poiché codifica la
struttura non abeliana del gruppo.

Definizione 12. L’algebra di Lie di un gruppo (di Lie) é linsieme delle
relazioni di commutazione dei suoi generatori, che ne definisce le costanti di
struttura e quindi caratterizza le trasformazioni del gruppo (caratterizzando
la sua legge di composizione).

In generale si indica l'algebra di Lie con i caratteri in stile fraktur. Ad
esempio, per il gruppo SO(1,3) I'algebra la indichiamo con so(1, 3).

Presi i generatori possiamo determinare le parentesi di Lie, ’algebra del
gruppo, in modo esplicito usando una rappresentazione del gruppo (ne ve-
dremo degli esempi).

E sempre vero che le rappresentazioni di un gruppo G sono rappresenta-
zioni della sua algebra, ma non é sempre vero il contrario, ossia che tutte le
rappresentazioni dell’algebra di G sono rappresentazioni del gruppo G. Vedi
nella sottosezione §3.2 I'esempio del gruppo SU(2).

Per un gruppo di Lie vale anche® I'identita:

HTG,Tb],TC} n HTQTC},T“} + [[TC,T“],TI’} ) (3.1.23)

che si traduce in:

Flaf ot foaf et faf e =0 (3.1.24)

5Tn realta ci sono anche altre due proprieta che non utilizzeremo molto:

1. Nella rappresentazione fondamentale vale:
Tr{TaTb} = %7‘“’ (3.1.21)

in cui ¥%° ¢ la metrica di Killing.

2. Vale inoltre:

fobe = fabd'ydc = tensore completamente antisimmetrico. (3.1.22)
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chiamata identita di Jacobi.

In generale, un’algebra é uno spazio vettoriale lineare dotato di una leg-
ge di composizione; 'algebra di Lie & lo spazio vettoriale astratto (vedi la
sezione §3.3) i cui elementi sono i generatori, la cui legge di composizione
sono le regole di commutazione (anticommutazione o miste, ma non quelle
del gruppo!) e si deve verificare l'identita di Jacobi. In piu l’algebra non
dipende dalla rappresentazione scelta.

Aggiungiamo un’altra proprieta che ci permette di vedere com’é connes-
sa l'operazione di composizione degli elementi del gruppo con l'operazione
di composizione dell’algebra di Lie. La formula di Baker-Campbell-
Hausdorff ci dice che:

goh= X ¥ = XY +3 (X Y]+ 5 XX Y] - 5 [VIXY (3.1.25)
N~
9€G heG €G

in cui i puntini indicano i termini successivi, che comunque sono sempre
esprimibili tramite commutatori. Questa formula mostra che la conoscenza
dell’algebra di Lie & sufficiente per ricostruire il prodotto, in genere non com-
mutativo, del corrispondente gruppo di Lie. Ad esempio, abbiamo X e Y
generatori di un certo gruppo G, conosciamo le loro parentesi di Lie [X,Y]
e in questo modo possiamo comporre due elementi di G, secondo la legge
di composizione del gruppo, e ottenere ancora un elemento di G. Tieni a
mente che generalmente la moltiplicazione di due generatori del gruppo non
fornisce un’altro elemento del gruppo, perd i commutatori lo danno, se il
gruppo ¢é chiuso.

Diamo altre due definizioni importanti.

Definizione 13. Il rango dell’algebra di Lie ¢ definito come il numero mas-
simo di generatori commutanti tra loro. Dunque, da il numero di generatori
che possono essere rappresentati da matrici diagonalizzabili simultaneamen-
te.

Definizione 14. La rappresentazione aggiunta ¢ quella in cui i genera-
tori sono le costanti di struttura.

Il vantaggio € che il numero di generatori é uguale alla dimensionalita
della rappresentazione aggiunta. Ad esempio, per SU(2) la dimensionalita
della rappresentazione aggiunta ¢ 3, i generatori sono per ’appunto ¢; con
1=1,2,3.
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3.1.3 Operatori di Casimir

Trovata l'algebra di un gruppo € possibile trovare un’operatore che commuti
con tutti i generatori T; del gruppo:

C /[C,T;) =0 Vi (3.1.26)

e l'operatore C' é chiamato operatore di Casimir. In generale, C' non é
un’operatore lineare nei generatori. In ogni rappresentazione irriducibile” C
é un multiplo dell’operatore identita C' = k1. Le rappresentazioni irriducibili
di un gruppo di Lie possono pertanto essere classificate in base agli autovalori
degli operatori di Casimir, dove il numero minimo di operatori di Casimir
necessari a specificare completamente tutte le rappresentazioni irriducibili é
pari al rango dell’algebra.

Gli operatori di Casimir sono generalmente funzione dei generatori e sono
quadratici.

Un’esempio & l'operatore L? = L2 + L2 + L2 di SO(3), che in Meccanica
Quantistica abbiamo utilizzato per completare lo SCOC e rimuovere la de-
generazione.

Vedremo D'effettiva utilita degli operatori di Casimir nella sezione §3.4
quando parleremo delle etichette da appiccicare agli stati fisici.

3.1.4 Alcune definizioni

Diamo alcune definizioni generali sui gruppi che non necessariamente saranno
essenziali per la teoria che costruiremo, infatti potresti leggere velocemente
questa sezione, ma potrebbe capitare che le tireremo in ballo e per comple-
tezza ¢ meglio vederle.

C’¢ un particolare tipo di gruppi che potrebbe essere utile.

Definizione 15. Un gruppo (G,o) si dice abeliano se:
Ya,be G : aob=boa. (3.1.27)

Un’altra nozione é:

Definizione 16. L’ordine di un gruppo & il numero di elementi che com-
pongono il gruppo.

L’ordine puo essere finito o infinito. Ad esempio, il gruppo delle permuta-
zioni di 3 oggetti S ¢ finito e ha 3! = 6 elementi. Il gruppo delle matrici 3x3
che rappresentano le rotazioni proprie in R?, ovvero SO(3), & infinito (non

"Questo ¢ enunciato nel lemma di Schur.
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solo perché gli assi di rotazione sono infiniti, ma anche perché il parametro
del gruppo puo variare con continuita tra [0, 27)).

E opportuno dare ancora qualche definizione generale sui gruppi e sui
gruppi di Lie.

Definizione 17. Un gruppo si dice compatto se i parametri variano in un
intervallo chiuso e limitato.

Ad esempio, le rotazioni formano un gruppo compatto, poiché gli angoli
variano nell’intervallo [0, 27].

Definizione 18. Se un’insieme é compatto esiste sempre una successione
di elementi che converge ad un qualsiasi elemento dell’insieme:

Vae G, Ja, G / 1i_)rnan:a
n—oo

Definizione 19. Se H C GG, H si dice sottogruppo di G se l'insieme dei
suot elementi & gruppo con la stessa operazione di G.

Il sottogruppo si dice invariante (o normale) se:

Vge G ,Vhe H, gohogte H (3.1.28)

Un esempio di cio é il gruppo delle rotazioni attorno 'asse z, che & sot-
togruppo di SO(3). Un altro esempio ¢ lo stesso SO(3) che é sottogruppo
di O(3).

Vediamo I’analogo anche per le algebre di Lie:

Definizione 20. Una sottoalgebra di un algebra A, é un sottoinsieme B C
A che & chiuso rispetto alle operazioni dell’algebra e che contiene gli elementi
necessari per essere anch’essa un’algebra. Questo vuol dire:

e B ¢ un sottospazio vettoriale di A (quindi chiuso per somma e molti-
plicazione scalare).

e B ¢ chiuso rispetto alla moltiplicazione definita in A (cioé se x,y € B
allora anche x oy € B).

Un esempio semplice &: preso My(R), cioé I'insieme delle matrici 2x2 a
coefficienti reali, una sua sottoalgebra € I'insieme delle matrici diagonali, poi-
ché ¢ un sottospazio vettoriale (possiamo sommare matrici diagonali e avere
ancora matrici diagonali) ed il prodotto di due matrici diagonali & angora
una matrice diagonale.
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Definizione 21. Un gruppo G si dice semplice se non ha sottogruppi in-
varianti. Invece, un gruppo & detto semi-semplice se non ha sottogruppi
mwvarianti abeliani.

Un esempio ¢ SO(3), che ha come sottogruppo le rotazioni tridimensio-
nali attorno ad un’asse, ma che non é un sottogruppo invariante, dunque,
SO(3) ¢ semplice.

Esiste un analogo per le algebre di Lie. Una subalgebra dell’algebra di
Lie, A, & chiamata ideale, I, se Vi € I , Ya € A si ha [i,a] € I. Diciamo che
un’algebra di Lie ¢ semplice se ha solo ideali triviali (ad esempio, I’algebra
stessa). Un’algebra ¢ semi-semplice se non ha ideali abeliani. Un’algebra
semplice é anche semi-semplice, ma non vale il viceversa.

In Fisica i gruppi semi-semplici sono particolarmente importanti. Per i
gruppi di Lie semi-semplici, gli operatori di Casimir (vedi sotto) permettono
di catalogare le rappresentazioni irriducibili del gruppo. Il teorema di Racah
nella teoria dei gruppi afferma che: per un gruppo di Lie semisemplice, il
numero di operatori di Casimir indipendenti é uguale al rango del gruppo
stesso. Questi operatori svolgono un ruolo cruciale nella classificazione delle
rappresentazioni irriducibili dei gruppi di Lie, poiché i loro autovalori possono
essere utilizzati per etichettare tali rappresentazioni.

In piu si puod dimostrare che le algebre di Lie semi-semplici sono esprimi-
bili come somma diretta di algebre semplici. A livello di gruppi, un gruppo
semi-semplice si potra esprimere come prodotto diretto di gruppi semplici
(vedi la sezione §3.5.5).

Alcune motivazioni fisiche.
Possiamo enunciare, senza dimostrare, un teorema:

Teorema 1. Le rappresentazioni unitarie dei gruppi compatti sono finito
dimensionali.

Questo teorema si applica a gruppi compatti, quali sono SO(n) ed SU(n).
Vedi la sezione §3.2. Il gruppo di Lorentz SO(1,3) e quello di Poincaré
I50(1,3) non sono compatti, per cui il teorema non vale e le loro rappre-
sentazioni unitarie sono infinito-dimensionali. Per la Teoria Quantistica dei
Campi sono d’interesse: le rappresentazioni finito-dimensionali non unitarie
del gruppo di Lorentz, utilizzate per descrivere i campi quantistici e in ge-
nerale le osservabili, e le rappresentazioni infinito-dimensionali unitarie del
gruppo di Poincaré, che sono realizzate tramite operatori unitari che garanti-
scono la conservazione della probabilita (dunque realizzate tramite operatori
unitari). Ci interessano le trasformazioni unitarie poiché gli stati di un si-
stema fisico si trasformano secondo esse.
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In Teoria Quantistica dei Campi ogni rappresentazione della natura (par-
ticelle), in termini di interazioni fondamentali, ¢ rappresentata da una rap-
presentazione irriducibile di un certo gruppo che scegliamo avere le giuste
proprieta per la nostra teoria. Dobbiamo pero stare attenti a scegliere grup-
pi che siano il pitt generali possibili, in modo da inglobare in esso tutte le
possibili rappresentazioni. Infatti nel modello standard utilizziamo SU (2),

al posto di SO(3), proprio perché SU(2) ¢ un ricoprimento universale di
SO(3).

3.2 Alcuni esempi di gruppi di Lie rilevanti in Fisica

Vediamo in questa sezione alcuni esempi rilevanti in Fisica di gruppi di Lie,
che non solo utilizzeremo nella nostra teoria, ma che ci permetteranno di
capire meglio la teoria dei gruppi.

In particolare, ci renderemo conto che € molto pitt comodo per noi uti-
lizzare i generatori per studiare un gruppo, anziché gli elementi dello stesso.
Ad esempio, il gruppo delle rotazioni & un gruppo continuo, poiché SO(3) ¢
un gruppo con un numero infinito non numerabile di elementi. Per la Mec-
canica Quantistica, ¢ subito chiaro, che SO(3) non & un gruppo molto bello,
perché sappiamo che lo spazio di Hilbert é uno spazio separabile, che ha oo
elementi, ma numerabile. Pero, se al posto di utilizzare gli co elementi di
SO(3), utilizziamo i suoi generatori la situazione migliora. I generatori del
gruppo delle rotazioni sono solamente 3: L, L, ed L, e non infiniti.

3.2.1 Gruppo delle fasi U(1)

In generale definiamo U(n) come:
U(n) = {matrici unitarie nxn} .

Ricorda che unitarie vuol dire tali per cui UUT = UTU = 1 e sono necessa-
riamente matrici C.

Noi siamo particolarmente interessati al gruppo:
U(l):{zeC/\z|:1}:{em/o¢€R}

in cui la legge di composizione ¢ 1'usuale moltiplicazione di numeri com-
plessi. Si vede che tale gruppo € definito tramite la sua rappresentazione
fondamentale essendo unidimensionale. Per trasformazioni infinitesime si
ha:

e =1+ia+... (3.2.1)

ed il generatore infinitesimo é dato da 7" = 1, pensabile come una matrice
1x1, il quale produce 'algebra di Lie abeliana del gruppo U(1) data dal
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commutatore:

7,7] = 0. (3.2.2)

In base alle considerazioni fatte nella sezione §3.1 possiamo pensare all’al-
gebra di Lie (3.2.2) come all’algebra di Lie astratta corrispondente al gruppo
U(1), che viene poi rappresentata da matrici diverse nelle diverse rappresen-
tazioni. Possiamo vedere come i numeri complessi descrivano delle rotazioni
bidimensionali e siano legati al gruppo SO(2), ovvero al gruppo delle matrici
2x2 reali con determinante 1 (vedi la sezione §3.2.2).

La rappresentazione definente rappresenta un elemento di U(1) con e'®
che "ruota" naturalmente un vettore complesso unidimensionale. Definendo
il numero complesso z = x + iy lo possiamo scrivere tramite la formula di
Eulero:

Ry = ¢ = cosf +isinf (3.2.3)

e possiamo vedere che le due rappresentazioni (ancora unidimensionali) ri-
spettano l'ortogonlita degli elementi gruppali:

Fr=at4+y =1 (3.2.4)

e anche che:
RiRy = e #7707 — 1. (3.2.5)

Possiamo dare una rappresentazione matriciale di z definendo:

1:<(1) ?) , i:(? _01> (3.2.6)

che possiamo verificare rispettino le usuali regole 12 = 1, 15 = i1 = i e

B 0 [ H I S

Scrivendo sotto forma matriciale (3.2.3) vediamo:

R9 = eiﬁz
=cosf, +isind, 2.
= cosf, (é ?) + sin 6, ((1) _01> (3.2.10)

_ (COS 0, —sin 92> (3.2.11)

sinf, cosb,

per cui abbiamo fatto diventare i numeri complessi (z) della matrici 2x2 ad
elementi reali che codificano delle rotazioni. Possiamo facilmente verificare
che la matrice Ry appartiene al gruppo SO(2) (Vedi la sezione §3.2.2). In
questo senso si puo dire che i gruppi SO(2) ed U (1) sono equivalenti dal punto
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di vista operativo, descrivono lo stesso gruppo abeliano e matematicamente
possiamo dire che tra SO(2) e U(1) esiste un isomorfismo.®

Abbiamo quindi visto che & possibile legare le rotazioni bidimensionali
(il gruppo SO(2)) con i numeri complessi bidimensionali. Una nota impor-
tante ¢ che per descrivere una rotazione 2D di SO(2) abbiamo bisogno di
solamente 1 parametro, ovvero I’angolo €, mentre i numeri complessi in due
dimensioni sembrano avere due gradi di liberta. Per questo motivo non dob-
biamo dimenticarci che appartenenza al gruppo U(1) implica la condizione
|z|? = 1, la quale riduce i gradi di liberta ad 1.

Vedremo altri esempi per cui, una volta trovata l’algebra di Lie astratta
corrispondente, possiamo scegliere tra una gamma di diverse rappresentazio-
ni di diverse dimensioni. Nella sezione §3.2.2 parleremo di quella del gruppo
delle rotazioni.

I1 gruppo U(1) ¢ rilevante in Fisica poiché le equazioni di Maxwell sono
invarianti per trasformazioni di fase, rappresentate appunto da U(1). In piu,
il gruppo di simmetria U(1) ¢ usato in Fisica quando ci sono numeri quan-
tici additivi quantizzati. Siccome le rappresentazioni irriducibili del gruppo
U(1) sono tutte unidimensionali (complesse), allora tutte queste matrici so-
no 1x1 e dunque numeri, positivi o negativi, detti carica. Quanto analizzato
sinora permette anche di interpretare le possibili cariche (generalizzate, ad
esempio elettrica, di colore, etc.) delle particelle come associate ad una rap-
presentazione del gruppo di simmetria. Ad esempio, nel modello standard
compare nel gruppo di simmetria della teoria U(1), che ¢ proprio il gruppo
di iper-carica.

Ad esempio, nella rappresentazione di carica ¢, dove I’elemento e™® ¢
rappresentato da e®, si vede che il generatore infinitesimo & rappresentato
da T = q e soddisfa la stessa algebra (3.2.2).

3.2.2 1l gruppo SO(n)
Definiamo il gruppo:
O(n) = {matrici ortogonali nxn ad elementi reali} .
Ricorda che ortogonali vuol dire tali per cui U7 = U~! e che UTU =
UUT = 1. Perd la parte interessante ¢ un suo sottogruppo, quello per cui il

determinante della matrice é 1:

SO(n) = {matrici ortogonali nxn ad elementi reali e con det =1}.

8Diciamo isomorfismo quando abbiamo una mappa uno-a-uno II che preserva la
struttura prodotto:
(g1)(g2) = [(g192)  VYg1,92 € C. (3.2.12)

Due gruppi isomorfi sono matematicamente indistinguibili.
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Possiamo analizzare, ad esempio, il gruppo SO(3), ossia, il gruppo delle
matrici R reali ortogonali 3x3 con determinante uguale ad 1.

Siamo pin interessati ad SO(3) piuttosto che ad O(3) (ricorda questa
osservazione perché ci tornera utile nella sezione §3.5.1) perché il gruppo
O(3), gruppo delle matrici ortogonali 3x3 con determinate +1, contiene an-
che I'inversione spaziale I (per cui si ha det{I;} = —1), che non puo essere
connessa con continuita con 'identita?, differentemente dalle rotazioni pro-

prie in SO(3)1°.

Il gruppo SO(3) & quello che rappresenta le rotazioni nello spazio tridi-
mensionale!!. SO(3) ¢ un gruppo di Lie compatto, connesso e non abeliano.
La matrice R genera le trasformazioni di un vettore tridimensionale:

—

i —s o' = R (3.2.13)
o0 in notazione indiciale'?:
o — 2 =Ryl | i,j=1,23. (3.2.14)

Conosciamo bene come scrivere, ad esempio, una rotazione attorno ’asse z
(¢ analogo per rotazioni attorno = o y):

cosf, sinf, O
R,(0,) = | —sinf, cosf, 0O (3.2.15)
0 0 1

se consideriamo 6, < 1, allora la matrice R, diventa:

0 10
R.0,<1)~14+6,1-1 0 0] +... (3.2.16)
0 0 0

in cui possiamo individuare per definizione il generatore. Infatti riconoscia-
mo la relazione che avevamo scritto per un generico elemento del gruppo
(3.1.16). La matrice che compare dietro @, (parametro) ¢ appunto i1, e di
conseguenza
0 — 0
=i 0 0]. (3.2.17)
0 0 0

°Tl gruppo O(3) contiene simmetrie discrete.

10Sara proprio questo il motivo per cui ci interessera solo SO(3) quando studieremo il
gruppo di Lorentz.

"Nota che ci sono due modi di vedere una rotazione. Quando teniamo fisso il sistema di
riferimento, ma ruotiamo il vettore posizione si parla di trasformazione attiva, quando
teniamo fisso il vettore, ma ruotiamo il sistema di riferimento parliamo di trasformazione
passiva.

2Nota che in questo caso mettere indici alti o bassi & irrilevante, poiché la metrica in
R® & 6;;.
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La i la mettiamo per rendere il generatore hermitiano, cosi che abbia autova-
lori reali. Possiamo fare lo stesso procedimento anche per rotazioni attorno
l'asse = ed y (le matrici di rotazione attorno ad un’asse si costruiscono po-
nendo 1 nella riga-colonna dell’asse di rotazione e la matrice 2x2 di sin e cos,
cosi com’é in R, nell’altro blocco) e determinare T e T2 (vedi p.15 di Salmé
Physical law should have mathematical beauty.Salme o p. 13 di Bastianelli
Physical law should have mathematical beauty.Bastianelli):

00 0 0 0 i
Tv=[0 0 —i ., Th=[0 00 (3.2.18)
0 i 0 —i 0 0

in questo modo, avendo espressioni esplicite dei generatori si pu6 determinare
facilmente 1’algebra di Lie del gruppo, che risulta essere:

[T%,T7] = i~ ", (3.2.19)

Da (3.2.19) si vede che SO(3) non ¢ abeliano'. L’algebra trovata ¢ stata
ricavata considerando la rappresentazione definente, ma ¢ anche possibile
considerare tale algebra come l'algebra astratta di SO(3) per poter studiare
le diverse rappresentazioni irriducibili.

Abbiamo anche gia detto che le rappresentazioni irriducibili dell’alge-
bra di Lie corrispondono alle rappresentazioni infinitesime del gruppo e che
esponenziandole possiamo ottenere le trasfomazioni finite, che forniscono una
rappresentazione del gruppo.

Il gruppo SO(3) ¢ rilevante in Fisica perché se rinominiamo 7% = J° (e
ci mettiamo in unitd naturali, & = 1) allora riconosciamo:

(T4, J7] = ik P, (3.2.20)

che ¢é l'algebra quantistica del momento angolare, il cui studio delle rappre-
sentazioni unitarie irriducibili puo essere risolto esplicitamente con i metodi
visti in Meccanica Quantistica. La rappresentazione fondamentale di SO(3)
¢ infatti data dalle matrici che operano sugli stati |[,m), autostati del mo-
mento angolare, e li mesolano tra loro. Le rappresentazioni irriducibili di
SO(3) sono date dalle armoniche sferiche Y;. Ad |l,m) corrispondono le
armoniche sferiche Y;™, che formano una base della rappresentazione di spin
[, che ¢ 241 dimensionale (infatti i valori possibili di m sono 21+ 1), quindi,
la rappresentazione fondamentale (e irriducibile) di SO(3) ¢ data da matrici
(21 4+ 1)x(21 + 1)-dimensionali.

Come visto, le rotazioni in R?® dipendono in modo continuo da 3 pa-
rametri, che sono i tre angoli di Eulero, motivo per cui sono un gruppo

3Nota pero che SO(2) & un gruppo abeliano, vedi p. 12 di Bastianelli Physical law
should have mathematical beauty.Bastianelli.
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continuo, ma anche compatto dal momento che essi variano nell’intervallo
[0,27]. Notiamo che abbiamo un gruppo connesso, poiché possiamo pas-
sare con continuita dalla matrice identita (d;;) ad una qualsiasi rotazione,
visto che la dipendenza dagli angoli é data dalle funzioni analitiche seno e
coseno. Chiamiamo gruppo delle rotazioni proprie il gruppo delle matrici
3x3 (rotazioni in R3) poiché sono connesse con continuita all’identita. Le
rotazioni in R sono rappresentate da matrici 3x3, ma appena cominciano
ad agire su spazi funzionali la loro rappresentazione puo aumentare la sua
dimensionalita o assumere una forma differenziale (in questo caso si parla di
dimensionalita infinita della rappresentazione).

I1 gruppo delle rotazioni proprie si indica con SO(3), come ben sappiamo.
L’aggettivo ortogonale ci indica un’importante proprieta delle rotazioni, ossia
che il prodotto scalare tra due vettori non cambia se applichiamo la stessa
rotazione ai due vettori (vedi p.13-14 di Salmé Physical law should have
mathematical beauty.Salme). Questo vuol dire che SO(3) preserva il modulo
quadro delle lunghezze, come ¢ molto rapido vedere. Prendiamo:

) x1 cosf, sinf, O x1
zh| =R, |22 | = | —sinf, cosf, 0 o (3.2.21)
zh Z3 0 0 1 3

che per i vettori riga é:

cosfl, —sin6, 0
(;U’l ), acg):(ml o :Ug) RZ:(xl 9 113) sinf, cosf, O
0 0 1

(3.2.22)
facendo il modulo del vettore trasformato (moltiplichiamo vettore riga per
colonna):

Ly
(v @y ab) 93:2 = (1)? + (25)* + (25)? (3.2.23)
T3
cosf, —sinf, O
:(xl 9 xg) sinfl, cosf, O] x (3.2.24)
0 0 1
cosf, sinf, 0 T
X | —sinf, cosf, 0 T (3.2.25)
0 0 1 x3
1 00 T
=(z1 22 x3) |0 1 O |2 (3.2.26)
0 01 T3
= (21) + (22)” + (23)? (3.2.27)
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come volevasi dimostrare.

Si noti un’ultima cosa. L’algebra (3.2.19) non ¢ valida per SO(n), ma
solo per n = 3. Per generalizzare si puo indicare T' = T3 (poiché T genera
una rotazione nel piano 2-3) e cosi via 72 = T3!, T3 = T'2, Gli elementi di
matrice, & dimostrabile, possono essere scritti come:

(T = (T%)'; = —i(6%6°; — 676%;) (3.2.28)
e analoghe per T3! e T'2. Si ottiene quindi:
(TM)!; = —i(6Ma'; — 6"6") (3.2.29)
che puo essere utilizzata per calcolare 1'algebra di Lie di SO(3). Si trova:
[T’d, T”} = iUk 4 gkl g gl TR  jskiTl (3.2.30)

Nella forma (3.2.30) ¢ valida per il generico gruppo SO(n) e non solo nel caso
n = 3. Naturalmente, gli indici assumono valori da 1 ad n. Inoltre, sosti-
tuendo la metrica euclidea d;; con la metrica di Minkowski g;;, appropriata
per uno spazio-tempo con n spazi ed m, la relazione (3.2.30) ¢ I'algebra di
Lie di SO(n,m).

Possiamo anche vedere che anche per il gruppo SO(3) esiste una cosa
analoga all’isomorfismo visto per SO(2) e U(1). Infatti, definendo i qua-
ternoni é possibile legare, in un modo leggermente pitt complicato rispetto
quello tra le rotazioni bidimensionali e le trasformazioni di fase, le rotazioni
tridimensionali con numeri complessi 4-dimensionali. Analizziamo meglio il
gruppo SU(2) prima di parlare di cio.

3.2.3 Il gruppo SU(n)

E il gruppo definito come:
SU(n) = {matrici complesse unitarie nxn con det = 1}.

Uno dei gruppi pint importanti in Fisica ¢ SU(2), vediamolo nel dettaglio.

Possiamo scrivere matrici che differiscono infinitesimamente dalla matrice
unita come segue:

geSUR) , g=1+iT T,<1 (3.2.31)

Possiamo vedere che la richiesta che g = 1 — i7" coincida con ¢g=! =1 —iT
(ossia che g siano matrici unitarie), implica che le matrici 7" siano hermitiane:

T="T" (3.2.32)
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Inoltre, la richiesta di det{g} =1 ci fa vedere che:
det{g} =1+iTr{T} = Te{T}=0. (3.2.33)

Una base di matrici 2x2 hermitiane a traccia nulla sono date dalle matrici
di Pauli:

1 (0 1 o (0 —i 3 (1 0
a—<1 0) , U_<i 0> =1y 1) (3.2.34)

Le matrici di Pauli forniscono la rappresentazione fondamentale di SU(2),
che si indica con D'/2. L’algebra ha dimensione 3 e rango 1 (cioé i genera-
tori commutano solo con se stessi, vedi la regola di coomutazione (3.2.37),
quindi, avremo al massimo un solo generatore che ha una rappresentazione
diagonale). Possiamo quindi esprimere un’arbitraria matrice 7', che sono i
generatori infinitesimi del gruppo, come una combinazione lineare delle %:

O.a
T=by . a=123 (3.2.35)

in cui la normalizzazione (1/2) ¢ stato scelto per motivi di ricoprimento;
faremo tra pochissime righe un discorso di confronto tra SU(2) ed SO(3).
La forma generica di un elemento del gruppo SU(2) é:

a
g= exp{i@a(;} = exp{iT'}. (3.2.36)
Definiti i generatori infinitesimi é possibile trovare 'algebra di Lie di SU(2):
[T“, Tb} — jeabere (3.2.37)

che possiamo notare coincidere con 'algebra di Lie (3.2.19) di SO(3) (hanno
le stesse costanti di struttura). Questo non ¢ casuale, anzi ci dimostra che
localmente sono lo stesso gruppo, anche se globalmente ci sono, ovviamen-
te, differenze. Il fattore 1/2 nei generatori ¢ necessario per vedere questa
corrispondenza. In termini di geometria differenziale si dice che SU(2) é un
ricoprimento del gruppo SO(3). La differenza tra SO(3) ed SU(2) la si puo
vedere banalmente nelle rappresentazioni fondamentali, formate rispettiva-
mente da matrici 3x3 e 2x2.

Facciamo una veloce digressione sui quaternoni, cosi da vedere meglio
un’ulteriore differenza, vista anche nel corso di Meccanica Quantistica 1 (vedi
il capitolo §9), che si vede facendo una rotazione di 27 con rappresentazioni
di SO(3) o SU(2).

Sappiamo che una trasformazione finita é ottenuta esponenziando tra-
sformazioni infinitesime, in modo da renderle finite. Una rotazione finita g3,
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in SU(2), attorno l'asse z ¢ ottenuta scegliendo 5 = 6 e §; = 03 = 0 in
(3.2.35) ed esponenziando:

03
g3(0) = €% (3.2.38)
,03 1 ,03 2 1/ o3 3
N WA W AN A A
B AN WA S Y L N AN
- 21 \ 2 2\ 2 R IR (R
(3.2.41)

— 4 3. (Y
= cos <2> + i0” sin (2> (3.2.42)

scrittura che ci sta sostanzialmente dicendo che se noi proviamo a ruotare di
un angolo # una quanche cosa, agendo con l’elemento g3(6) su tale oggetto,
allora non otteniamo una rotazione della quantita voluta, bensi compiamo
una rotazione di 6/2. Infatti, vediamo che se prendiamo 6 = 27, allora:

g3(2m) = —1 (3.2.43)

che non coincide con l'identita di SU(2). Nota che in (3.2.40) abbiamo
utilizzato le relazioni delle matrici o;:

(ai)% =1 , (O’i)Qn—H =o', (3.2.44)

Questa appena vista ¢ la nota proprieta di rotazione di uno spinore, che
essendo un oggetto di SU(2), se viene ruotato di 27 cambia segno.

Facendo la stessa cosal? in SO(3) invece si ottiene g3(27) = 1. Dunque,
provando a fare una rotazione di un angolo #, otteniamo effettivamente tale
rotazione e non una dimezzata.

La trasformazione identita in SU(2) la si ottiene solo per § = 4.

Possiamo vedere l'esistenza di un’isomorfismo tra SU(2) ed SO(3) in due
modi diversi, ma concettualmente uguali.

Il primo metodo che potremmo vedere & quello in cui mimiamo quello
fatto per vedere I'isomorfismo tra U(1) ed SO(2). Fai riferimento al capito-
lo §3.3.1 del Schwichtenberg Physical law should have mathematical beau-
ty.symmetry. Ovvero potremmo definire una generalizzazione dei numeri

M Con gli stessi procedimenti ottieni:
1 1
g3(02) = <1 - 592 +) 14Ty (9— 503 + ) =1cosf+iTssinf  (3.2.45)

in cui pero devi usare il fatto che i generatori delle rotazioni tridimensionali (3.2.17) sono
tali per cui: (T%)*" =1e (T3)*" T =To.



3.2. Alcuni esempi di gruppi di Lie rilevanti in Fisica 43

complessi ad una dimensione opportuna per descrivere rotazioni tridimen-
sionali. Per avere numeri complessi che descrivessero rotazioni bidimensionali
avevamo bisogno dei comuni numeri complessi in 2 dimensioni, i cui gradi di
liberta si riducevano ad 1 dopo I'imposizione di |z|? = 1. Ora, sappiamo che
le rotazioni tridimensionali hanno bisogno di 3 parametri, gradi di liberta.
Si puod vedere che non esiste una generalizzazione a 3 dimensioni dei numeri
complessi, bensi ne esiste una a 4 dimensioni, i cui elementi si chiamano qua-
ternoni. Pero si potrebbe dire che di numeri complessi cosi definiti abbiano
4 gradi di liberta, ma cosi come per quelli bidimensionali dobbiamo imporre
che |z|? = 1, per cui i gradi di liberta diventano solamente 3, che sono il
numero corretto per descrivere una rotazione tridimensionale. Il punto del
discorso ¢ che scrivendo una rappresentazione matriciale dei quaternoni, in
analogia a quando abbiamo definito (3.2.6), troviamo che le condizioni e le
caratteristiche che dobbiamo avere sono identiche a quelle degli elementi di
SU(2), ovvero:

UlU=1 , det{U}=1. (3.2.46)

Per cui la mappa, per cui mandiamo le componenti reale ed immaginarie in
un gruppo di matrici complesse, rappresenta il fatto che ci sia un’identifica-
zione tra i quaternoni ed SU(2).'® Poi per vedere la connessione tra quater-
noni, SU(2) e le rotazioni di SO(3) possiamo fare ragionamenti simili a quel-
li che fa Gambino Physical law should have mathematical beauty.Gambino
nelle sue note.

Definiamo la matrice X = &- &, che sara una matrice in GL(2,C), ¢ con
¥ = (x1,x2,23) € & = (01, 02,03) vettore con componenti le matrici di Pauli.

157] Schwichtenberg Physical law should have mathematical beauty.symmetry fa notare il
fatto che i quaternoni abbiamo 4 parametri ci stia suggerendo la strada per la Relativita.
La quarta componente di un quaternone perché non potrebbe essere il tempo, mentre
le altre 3 quelle spaziali? Quello che vogliamo fare con le trasformazioni di Lorentz é
sostanzialmente delle rotazioni nello spazio 4-dimensionale e abbiamo appena finito di
dire che delle rotazioni le possiamo provare a rappresentare tramite generalizzazioni di
numeri complessi n-dimensionali. Il fatto é che rotazioni 4D hanno bisogno di 6 parametri
e non esistono numeri complessi a 7 dimensioni (che uniti alla condizione di unitarieta
riducono i loro gradi di liberta a 6). Perd 2 quaternoni messi insieme, di cui ciascuno
ha 3 gradi di liberta, forniscono esattamente 6 gradi di libertd. Vedremo nella sezione
§3.5.5 come l'unione di due algebre SU(2) possa fornire una rappresentazione del gruppo
di Lorentz.

1671 gruppo GL(2,C) ¢ definito come:

GL(2,C) = {A € M2(C) / det(A) # 0}

cioé I'insieme di tutte le matrici 2x2 a coefficienti complessi con determinante diverso da
Zero.
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Possiamo calcolare facilmente com’é fatta X:

0 1 0 —: 1 0
X =z (1 0>+1‘2 <7, 0>+I‘3 <0 _1) (3.2.47)

:< 3 xl_im?) (3.2.48)

T1 +1ix9 —xs3

possiamo verificare che il modulo quadro del tri-vettore posizione sia dato
dal determiante di X:

_ x3 Ty =12\ 9 9 oy o2
det X = det <9U1 iz s > = —x3— (27 + x3) = —|Z]* (3.2.49)

ma anche che X ¢ una matrice hermitiana, ovvero tale per cui X = X, e a
traccia nulla TrX = 0. A questo punto, se prendessimo una generica matrice
unitaria A € SU(2), quindi per cui AA" = 1, e che realizzi la trasformazione:

X — X' =AxA7"1 (3.2.50)

allora, troviamo che X’ & ancora una matrice hermitiana, a traccia nulla e
tale per cui det X/ = det X. Quindi la trasformazione in questione preser-
va la norma del vettore I e per questo realizza una rotazione nello spazio
tridimensionale e si tratta di una rappresentazione di SO(3). Pero, sicco-
me A é una matrice bidimensionale complessa di SU(2), la rappresentazione
che abbiamo trovato é bidimensionale. Abbiamo in sostanza visto come un
elemento di SU(2) generi una rotazione tridimensionale. E facile rendersi
conto che se al posto di A, avessimo utilizzato —A, il risultato non sarebbe
cambiato e per questo possiamo dire che la corrispondenza € 2 : 1 e si realizza
I’isomorfismo:
_SU(2)

S0(3) = =5 . (3.2.51)

Per il fatto che due rotazioni di SU(2) ne rappresentano una di SO(3) di-
ciamo che SU(2) ¢ il doppio ricoprimento di SO(3) (ne parliamo meglio
tra poco).

Dunque abbiamo imparato che (localmente) possiamo rappresentare una
rotazione tridimensionale sia con SO(3), quindi con una rappresentazione
di matrici 3x3, che con SU(2) e quindi matrici complesse 2x2. Scegliere di
rappresentare gli elementi di SO(3) con elementi di SU(2) ci sara utile in
QFT e noteremo che i gruppi che sono ricoprimenti di altri racchiudono piu
informazioni al loro interno.

Nota che possiamo scegliere se utilizzare una rappresentazione delle ro-
tazioni 3D piuttosto di un’altra solo perché 'algebra di SU(2) ¢ la stessa di
SO(3) (e i cui generatori sono dati dalle matrici di Pauli diviso 2 (3.2.36)).

Facciamo un’ultima osservazione sempre utile per quando parleremo del-
I'unione di due algebre di SU(2) per rappresentare il gruppo di Lorentz.
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Oltre al commutatore dei generatori di SU(2), si puo calcolare I’anticom-
mutatore tra due operatori. Possiamo vedere che:

{O’Z',O'j} == 2(51] (3252)

che evidenzia I'asimmetria dei fermioni. Combinando le regole di commuta-
zione (3.2.37) e di anticommutazione (3.2.52) si puo scrivere l'utile relazione,
valida per i # j:
00 = i0}. (3.2.53)
Possiamo vedere che l'operatore di Casimir di SU(2) é:
o
T°=T;+T;+T; , T;= 5 (3.2.54)

Delle volte pero, occorre lavorare con matrici di dimensione piu elevata.
Quando abbiamo 1 particella di spin 1/2 ci basta una matrice 2x2, ma quando
abbiamo 2 particelle di spin 1/2, allora andiamo in uno spazio a 4 dimensioni,
e prendiamo la rappresentazione:

DY?2 @ DY/2, (3.2.55)

Siamo in uno spazio a 4 dimensioni perché abbiamo 4 vettori di base:

U =13,3)133)
1 1 1 1 w2 =103, -3)
5 E5 SoEs ) = arall2 2 3.2.56
25), 2 lpta), = e N
v LD -
ovvero un tensore a due indici:
T =\, =1,2. (3.2.57)

Sullo spazi quadridimensionale operano gli elementi del gruppo prodotto
diretto:
exp{iT1} ® exp{iTr} = exp{iT'} (3.2.58)

grazie alla forma esponenziale e al fatto che T e T commutino. T é dato
da T = Ty + T5. Componendo due spazi di dimensione 2 otteniamo uno
spazio quadridimensionale, ma insieme ad una rappresentazione che non é
irriducibile (infatti ¢ 4x4). Pero, sappiamo che vale (vedi p.32 di Salmé in
cui fa le considerazioni sugli stati W%):

202=1&3 (3.2.59)

che vuol dire che la rappresentazione riducibile 4x4 si decompone in due
rappresentazioni irriducibili 1x1 e 3x3, i cui vettori di base sono i ben noti
vettori di singoletto e tripletto.
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Ci sono (p.32-36) in Salmé Physical law should have mathematical beau-
ty.Salme uteriori discorsi riguardo il modo per ottenere una rappresenta-
zione irriducibile tramite un metodo grafico e la trattazione (rapida) di un
sistema di due o tre fermioni. Salmé tratta anche il caso dei coefficienti
di Clebsch-Gordan, che non sono altro che un’applicazione della teoria dei
gruppi, infatti, quando si costruiscono i vari coefficienti il procedimento che
si fa € studiare la decomposizione del prodotto diretto di due rappresentazio-
ni irriducibili di due gruppi in somma diretta di rappresentazioni irriducibili.
Anche nelle pagine 6-10 di Bastianelli Physical law should have mathemati-
cal beauty.Bastianelli vengono fatti un po’ di discorsi sulle rappresentazioni
irriducibili di SO(n) ed SU(n) e sulle decomposizioni in termini di somme
dirette.

3.2.4 Gruppo SU(3)

In Salmé Physical law should have mathematical beauty.Salme & anche pre-
sente (p. 37-47) I'esempio del gruppo SU(3)'7, che gode di alcune proprieta
in piu rispetto SU(2) (rango 2, 2 operatori di Casimir e 2 generatori diago-
nalizzabili contemporaneamente) ed ¢ fondamentale per I'applicazione alla
fisica adronica. Nel modello standard SU(3) dara la simmetria di colore alla
teoria. Vedi anche il capitolo §7.8 di Schwichtenberg Physical law should
have mathematical beauty.symmetry.

I gruppo SU(3) ¢ formato dalle matrici 3x3 con determinante unitario:
UU=0U"=1 , det{U}=1. (3.2.60)

Come sappiamo possiamo scrivere un generico elemento del gruppo come:
U = ¢iTat” (3.2.61)

dove A & sommato fino 8. Cosi come trovavamo per SU(2) i generatori del
gruppo devono essere hermitiani e traceless:

Th=Ta , t{Ta}=0. (3.2.62)

Una base per questi generatori ¢ data dalle 8 matrici'® 3x3 chiamate matrici

17Che nella rappresentzione fondamentale i generatori assumono la forma delle 8 matrici
3x3 di Gell-Mann A\®, che generalizzano le matrici di Pauli per SU(2).
18Si puo dimostrare che in generale per il gruppo SU(N) ci sono N? — 1 generatori.
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di Gell-Mann:

010 0 —i 0 1 0 0
M=(100 Xo=|i 0 0 A= (0 -1 0] (3.2.63)
00 0 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 i 00 0
M=(0 0 0 Xs=[0 0 0 Xe= (0 0 1] (3.2.64)
100 —i 0 0 010
00 0 L (100
=0 0 —i Xs=-—101 0 |. (3.2.65)
0 i 0 V3\o 0 —2

I generatori del gruppo SU(3) sono collegati con le matrici A4 dalla relazione:
1
Ty = 5)\,4 (3.2.66)

in analogia a quanto avevamo trovato in SU(2) con le matrici di Pauli.
L’algebra di Lie di SU(3) é:

[Ta, Tp] = ifABTe (3.2.67)

dove le costanti di struttura (che per SU(2) erano date dal simbolo di Levi-
Civita €;5) sono date da:

123 =1 (3.2.68)
FUT _ 156 _ 26 _ 257 _ p345 _ _ 367 _ % (3.2.69)
3
A58 4678 _ \2[ (3.2.70)
e i restanti possono essere trovati notando che le costanti fAP¢ sono anti-
simmetriche per permutazioni di due indici. Ad esempio:

3.2.5 Altri esempi rilevanti
Gruppo SO(n,m) E il gruppo:
SO(n,m) = {sottogruppo del gruppo di Lorentz con

det{g} = 1 e geometria Minkowskiana n, m}.

Gruppo SL(n,R) , ma anche SL(n,C). E il gruppo:
SL(n,R) = {gruppo unimodulare (lascia invariato z* = x*z,,)

in n dimensioni ad elementi reali}.

Nota che SL(n,C) da una rappresentazione 2-dimensionale di Ll. Ne par-
leremo meglio nella sezione §3.5.6.
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3.3 Definizione astratta dell’algebra di Lie e di grup-
pi di Lie

Vediamo in questa sezione la definizione astratta che si puo dare dell’algebra
di Lie e di un gruppo di Lie. Cio ci sara particolarmente utile quando
parleremo del fatto che gruppi diversi possono avere la stessa algebra.

3.3.1 Definizione astratta dell’algebra di Lie

Definizione 22. Un algebra di Lie ¢ uno spazio vettoriale g dotato di
un’operazione binaria:

[,]:gxg —g

la quale puo essere chiamata parentesi di Lie ed é bilineare, anticommu-
tativa e soddisfa l’identita di Jacobi.

Nota che il commutatore di due operatori, lo stesso che avevamo utiliz-
zato per definire l'algebra di Lie nella precedente sezione, soddisfa queste
caratteristiche. Pero ci sono anche altre operazioni binarie che lo fanno, ad
esempio le parentesi di Poisson della meccanica classica.

Il punto chiave di questa definizione & che non facciamo riferimento a
nulla di specifico e possiamo generalizzare quello che vogliamo.

In generale, dato un gruppo di Lie si individua una sola algebra, ma non
é vero il viceversa. Questa cosa € codificata in un teorema. Data un’algebra
possiamo individuare gruppi diversi, in relazione tra loro. Ad esempio, il
gruppo SU(2) ¢ omeomorfo!? al gruppo SO(3). Infatti I'algebra di SU(2),
scegliendo le matrici di Pauli come base dei generatori, é:

(04, 05] = 2igijrok (3.3.1)

che, nel momento in cui ridefiniamo la base di generatori come J; = 0;/2,
diventa:
(T3, Tj] = ieiji Tk (3.3.2)

che ¢ la stessa algebra del gruppo SO(3). L’affermazione hanno la stessa
algebra la possiamo fare proprio perché abbiamo definito in modo astratto
le algebre di Lie, che si basano solamente sulle parentesi di Lie.

L’omeomorfismo SU(2) — SO(3) ¢ del tipo 2 — 1, ma le loro algebre
sono (localmente) isomorfe?’. Dire che due algebre sono isomorfe ci & parti-
colarmente comodo perché ci permette di poter utilizzare un set di generatori
piuttosto che I'altro per descrivere i gruppi.

9Ovvero, esiste una funzione che associa ad un elemento di un gruppo uno o pit elementi
di un altro gruppo, preservando la legge di composizione del gruppo.

20Quando ’omeomorfismo ¢ biunivoco, quindi esiste una relazione uno a uno tra gli
elementi dei gruppi, allora si chiama isomorfismo.
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Infatti, usando la definizione astratta di algebra di Lie possiamo avere
differenti descrizioni delle trasformazioni di SU(2) e non necessariamente
matrici 2x2, ma possiamo scegliere di rappresentarle tramite matrici 3x3.
La definizione astratta ci permette di connettere diverse rappresentazioni di
un certo gruppo di trasformazioni.

3.3.2 Definizione astratta del gruppo di Lie e gruppo di ri-
coprimento

Come fatto con I’algebra di Lie possiamo dare una definizione astratta anche
del gruppo di Lie. Parliamo per esempi. Abbiamo visto che il gruppo U(1)
aveva elementi che soddisfavano la condizione:

2"z = (a+1ib)"(a+ib) = A+ =1 (3.3.3)

ma, come sappiamo dalle superiori, questa é ’equazione di un cerchio uni-
tario S'. Poi abbiamo anche visto che esiste una mappa 1 a 1 tra U(1) ed
SO(2). Per cui se immaginiamo di identificare U (1) con il cerchio unitario,
allora possiamo fare la stessa cosa con SO(2). Cosi al posto di parlare di
gruppi, i quali hanno diverse rappresentazioni, possiamo parlare in termini
geometrici che in questo caso ¢ il cerchio S'. Pensiamo quindi, in termini di
gruppi di Lie, alle rotazioni bidimensionali in 2 dimensioni come al cerchio
unitario, e se poi vogliamo vediamo tali trasformazioni come rappresentate
da matrici 2x2, quindi del gruppo SO(2), oppure da numeri complessi di
U(1).

Questa era la parte facile, ora vediamo SU(2) ed SO(3). Abbiamo ac-
cennato al fatto che ci sia una connessione tra gli elementi di SU(2) e i
quaternoni ¢ = al + bi + ¢j + dk, i quali devono rispettare la condizione:

A+ +E+dr=1 (3.3.4)

che ¢ la condizione che definisce una tri-sfera S3, ovvero, la superficie di una
sfera in uno spazio 4-dimensionale. Quindi i quaternoni ci forniscono una
mappa tra SU(2) ed S?. Per questo motivo vediamo SU(2) come una tri-
sfera S3.

Possiamo in questo modo dare una definizione piu astratta di gruppo di
Lie:

Definizione 23. Un gruppo di Lie, é un gruppo, ma anche una vaire-
ta differenziabile. L’operazione di composizione o deve indurre una mappa
differenziabile della varieta in se stessa.

Ragionando in termini geometrici ogni gruppo di Lie, é semplicemente
connesso (s.c.) ed esiste un solo gruppo s.c. corrispondente ad ogni algebra
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di Lie. Questo unico gruppo pud essere pensato come la madre di tutti gli
altri gruppi aventi la stessa algebra, poiché ci sono delle mappe che collegano
i vari gruppi, ma partendo da quello semplicemente connesso e andando negli
altri e non il viceversa.

Ovviamente il termine gruppo madre non é molto matematico, per cui
utilizziamo il nome gruppo di ricoprimento. Vediamo questa cosa sempre
con un esempio.

Il concetto di ricoprimento di un gruppo, per l'appunto, ci viene in soc-
corso soprattutto quando siamo in presenza di gruppi non semplicemente
connessi. Un ricoprimento (o rivestimento) di un gruppo é un altro grup-
po topologico (cioé dotato di una struttura continua) che "copre" il primo in
modo localmente identico, ma globalmente diverso. In parole povere il rico-
primento di un gruppo ¢ a sua volta un gruppo, ma globalmente pii ricco.?!
Formalmente diciamo:

Definizione 24. Un gruppo di ricoprimento G di un gruppo G ¢ un
gruppo topologico insieme ad una mappa continua suriettiva (cioé che copre
tutto G):

m:G— G (3.3.5)

con la proprieta che localmente m & un’isomorfismo tra gruppi (cioe, local-
mente possiamo confondere G con G).

Un ricoprimento universale di un gruppo G é il gruppo semplice-
mente connesso G che copre G in modo continuo. Utilizzeremo questa cosa
per costruire rappresentazioni che non si possono definire su G, ad esempio
quando vorremo utilizzare gli spinori, non definiti su SO(3). Due esempi
fondamentali, che analizzeremo meglio, sono:

o Il gruppo SU(2) é ricoprimento delle rotazioni ordinarie SO(3). Si dice
che 'omeomorfismo tra SU(2) ed SO(3) ¢ di tipo 2 — 1, o che SU(2)
¢ un doppio ricoprimento di SO(3), poiché ad ogni rotazione di SO(3)
corrispondono due rotazioni di SU(2).

e Il gruppo SL(2,C) delle matrici 2x2 complesse con det = 1 & un ri-
coprimento universale del gruppo delle trasformazioni di Lorentz pro-
prie ortocrone SO(1,3). Ogni trasfomazione di Lorentz viene da due
matrici di SL(2,C).

Un esempio grafico del concetto é raffigurato in figura 3.1.

21Dalla. Meccanica Quantistica sappiamo che SU(2) descrive le rotazioni degli stati
corrispondenti a momenti angolari semi-interi ed interi, mentre SO(3) solo interi. Quando
guarderemo le trasformazioni di Lorentz e dovremo scegliere una base per i generatori
delle rotazioni, sceglieremo le matrici di Pauli proprio perché in questo modo inglobiamo
nella nostra teoria pitt informazioni.
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Q)
>

Figura 3.1: Illustrazione grafica di G ricoprimento di G.

Parlando della definizione astratta di un gruppo di Lie, abbiamo detto che
SU(2) lo possiamo identificare con S?, la quale é una varieta semplicemente
connessa. Dunque, abbiamo trovato la madre dell’algebra:

(T3, Tj] = ieijiTk (3.3.6)

e possiamo raggiungere tutti gli altri gruppi sfruttando delle mappe che
partono da SU(2).

Abbiamo anche detto che tra SU(2) ed SO(3) esiste una mappa che iden-
tifica due punti di SU(2) con uno di SO(3). Dunque, possiamo pensare ad
SO(3) come alla meta superiore di S®. Infatti pensando solo ad SO(3), lo
possiamo vedere come ad una sfera, ma con i punti antipodali (0 e 27) iden-
tificati. In questo senso possiamo dire che SU(2) & pin completo di SO(3) e
quando vogliamo descrivere la natura nel suo livello pitt fondamentale dob-
biamo utilizzare i gruppi piu ricchi possibili, per questo utilizzeremo SU(2)
al posto di SO(3).22

Nella pratica si sceglie un certo gruppo di simmetria del sistema che si sta
studiando, si utilizza una spacifica rappresentazione per derivarne I’algebra
di Lie e successivamente si prende quella stessa algebra per derivare il rico-
primento universale che la rispetta e che sicuramente comprende il gruppo
di simmetria iniziale.

3.4 Etichette degli stati fisici

Vediamo in questa sezione che significato e come associamo le etichette agli
stati fisici. Vedi il capitolo §3.6 e §3.9 dello Schwichtenberg Physical law

22Per descrivere le particelle fisiche vedremo che utilizzeremo le rappresentazioni del
gruppo di ricoprimento del gruppo di Poincareé.
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should have mathematical beauty.symmetry per discorsi pitt lunghi.

Prendiamo il gruppo delle rotazioni nello spazio tridimensionale SO(3).
Sappiamo bene che i generatori sono gli operatori di momento angolare L!
e, in realta, sappiamo anche chi & 'operatore di Casimir (ossia colui che
commuta con tutti i generatori L*), cioé:

=L} + L3+ L3 (3.4.1)

In Meccanica Quantistica abbiamo visto che gli operatori di momento angola-
re non commutano e non possono essere diagonalizzati contemporaneamente.
Pero viene in soccorso L?, poiché quello che abbiamo fatto a suo tempo &
stato diagonalizzare L?, L, ed etichettare gli stati fisici del sistema con gli
autovalori di L? ed L. (ovvero hl(I4 1), im). In altre parole, quindi, le rap-
presentazioni irriducibili di SO(3) corrisponderanno a quelli con le etichette
date dagli autovalori di L? ed L, cioé dall’operatore di Casimir e da uno dei
generatori.

In generale, quello per cui utilizzeremo gli operatori di Casimir sara pro-
prio questo, completare quello che in Meccanica Quantistica era lo SCOC ed
etichettare gli stati fisici.

In generale abbiamo un certo numero di operatori che possono essere dia-
gonalizzati contemporaneamente. Utilizziamo gli autovalori di tali operatori
diagonalizzati per etichettare la base dello spazio vettoriale in cui siamo. Gli
autovettori associati ci forniscono tale base.

Dal punto di vista formale diciamo che un certo set di generatori diagona-
li sono chiamati sottoalgebra di Cartan e i singoli generatori generatori
di Cartan. Quello che effettivamente facciamo é utilizzare gli autovalori
degli operatori di Cartan come etichette degli stati fisici.

Dunque, abbiamo detto che come etichette utilizziamo sia gli autovalori
degli operatori di Casimir che quelli degli operatori diagonalizzati (Cartan).
In realta le due liste di etichette ci danno informazioni completamente diver-
se, che possiamo capire ragionando in modo astratto. Prendiamo il gruppo
SU(2), la cui algebra é:

[T%,T7] = ig"*T" (3.4.2)

e 'operatore di Casimir lo possiamo scrivere:
T =TT =T} + T3 + T3 (3.4.3)

dove non abbiamo specificato nulla su 7% poiché abbiamo imparato che pos-
siamo avere diverse rappresentazioni dell’algebra (in senso astratto) (3.4.2).
Nel capitolo §6.1 degli appunti di Meccanica Quantistica 1 puoi vedere che
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quantizzando il momento angolare possiamo avere valori di I, pezzo di auto-
valore dell’operatore L? con valori interi e semi-interi:

3

1
1=0,-,1,2
’ 27

7]'7
2

2 ... (3.4.4)

e conseguente autovalore dell’operatore L?:

3,15

(l+1)=0,-,2,—,...
(+) 0a47747

(3.4.5)
Ogni valore di [ ci indica una dimensionalitd degli operatori che rispettano
(3.4.2). Togliamoci dall’esempio di MQ1 e generalizziamo [ — j.

In generale la dimensionalita delle rappresentazioni di SU(2) ¢ data da:

D=2j+1
con j = 0 abbiamo dimensionalita del gruppo SU(2):
D=1

ovvero abbiamo una rappresentazione unidimensionale. Se prendiamo j =
1/2:
D=2

dunque abbiamo matrici 2x2, che non sono altro che le matrici di Pauli o;.
Se prendiamo spin j = 1 allora la rappresentazione sara data da matrici 3x3.

Ovviamente in base alla dimensionalita della rappresentazione avremo
diversi autovettori che formeranno la nostra base. Ad esempio, prendiamo
j = 1/2, avremo una base di generatori data dalle matrici o; e se scegliamo
di diagonalizzare o3, allora avremo autovettori:

B -

o3 = % (é _01> (3.4.7)

che ha autovalori +1/2 e —1/2, che corrispondono rispettivamente agli spi-
nori up e down (autovettori di o3).

con matrice:

In questo senso, se scriviamo lo stato del nostro sistema:

19, J3) (3.4.8)

allora 'autovalore j, che ricordiamo essere autovalore dell’operatore di Casi-
mir, ci indica in quale rappresentazione ci stiamo mettendo e dunque quale
base stiamo scegliendo; allo stesso tempo 'autovalore j3, che é 'autovalore
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dell’operatore diagonalizzato, ci indica quale autovettore di 73 stiamo sce-
gliendo.

Nel nostro esempio abbiamo lo stato fisico:

1 1

=, += 3.4.9

5%3) (3.9
Pautovalore j = 1/2 ci dice che abbiamo una rappresentazione di matrici

2x2, mentre 'autovalore +1/2 ci sta dicendo quale tra i due autovettori di
o3 abbiamo.

Se sei curioso, prendendo j = 1, 'operatore di spin lungo la direzione 3
in 3 dimensioni é:
1 0 0
T3=10 0 O (3.4.10)
0 0 —1

che come ci aspettiamo, da MQ1, ha autovalori —1,0, +1.

In generale utilizziamo quindi gli autovalori degli operatori diagonalizzati
e degli operatori di Casimir per etichettare le particelle fisiche. Ad esem-
pio vedremo che per il gruppo di Poincaré gli operatori di Casimir hanno
autovalori m (massa) ed s (in qualche modo legato allo spin)

3.5 Il gruppo di Lorentz

Passiamo ora a trattare uno dei gruppi fondamentali per la Fisica, il grup-
po di Lorentz. Analizzeremo prima di tutto le trasformazioni di Lorentz
ripassando quello visto nella Relativita Speciale, successivamente cerchere-
mo i generatori e l'algebra del gruppo, guarderemo chi sono gli operatori di
Casimir, studieremo le rappresentazioni scalare, spinoriale e vettoriale del
gruppo e vedremo l'importante fatto che il gruppo di Lorentz fattorizzi nel
prodotto di 2 sottoalgebre indipendenti.

3.5.1 Trasformazioni di Lorentz

Cerchiamo di analizzare meglio in questa sezione le trasformazioni di Loren-
tz, ovvero, i costituenti del gruppo di Lorentz, analizzato meglio in seguito.
Utilizzeremo alcuni gruppi gia analizzati in precedenza, ma con un’estensio-
ne:

SO3) <«— SU(2)
1 \J
SO(1,3) «— SU(2)® SU(2).
Abbiamo analizzato nella sezione §2.2.1 la proprieta di base della metrica
g derivante dall’invarianza della distanza per trasformazioni di Lorentz, pero
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non sarebbe male capire come siano effettivamente fatte le matrici A. Nota
che, cosi come il gruppo delle trasformazioni in 4 dimensioni che preservano
le distante euclidee lo chiamavamo O(4), ora indichiamo il gruppo di Loren-
tz O(1,3), indicando la segnatura della metrica all’interno delle parentesi.
Sono sicuramente matrici 4x4 vivendo nello spazio di Minkowski, dunque
con 16 componenti, ma non tutte indipendenti. La relazione della Relativita
Speciale (2.2.16):

Gpo = gw,A“pA”G (3.5.1)

permette di imporre 10 vincoli, essendo simmetrica nello scambio di p e
o, per cui i 3 + 2+ 1 elementi sotto la diagonale devono essere uguali ai
3+2+1 elementi sopra. Quindi le matrici A sono determinate da 16—10 = 6
parametri reali indipendenti. Gli elementi indipendenti sono i 3 angoli di
Eulero (per le rotazioni) e 3 componenti di velocita (per i boosts).

La relazione (2.2.16) ci ¢ venuta in soccorso e ha rimosso alcune com-
ponenti tra tutte le possibili di A, ma ha ancora qualcosa da farci vedere.
Infatti segue che:

det{ATgA} =det{g} = det{AT}det{g}det{A} =det{g} (3.5.2)
(det{A})* =1 = det{A} = =+1. (3.5.3)

Chiamiamo:
e Trasformazione di Lorentz propria se det{A} = +1.
e Trasformazione di Lorentz impropria se det{A} = —1.

La relazione (2.2.16) é piena di informazioni, infatti, se prendiamo ’elemento
p = o = 0 possiamo vedere:

gAY =g = (A%)% = (0%) =1 (3.5.4)
—  (A%)P=1 = [A%[P>1 (3.5.5)
— A% >1 , A%< -1 (3.5.6)

Abbiamo ancora condizioni per classificare le trasformazioni di Lorentz. Chia-
miamo:

e Trasformazione di Lorentz ortocrona (sono trasformazioni che non
invertono I’asse temporale e formano sottogruppo di O(1,3)) se A% >
+1.

e Trasformazione di Lorentz anticrona se AOO < -—1.

Possiamo fare uno schema delle 4 classi di trasformazioni di Lorentz che
abbiamo visto:
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. LL : det{A} = +1, A% > +1 : TL proprie ortocrone (rotazioni).
Sono trasformazioni continue e connesse con 1, poiché é naturale vedere
che det{1} =1¢ 1% = 1.

o LT . det{A}=-1, A% > +1 : TL improprie ortocrone (inversione
spaziale ¥ — —zt).

. Li o det{A} = +1, A% < —1: TL proprie anticrone (inversione
completa z# — —zxt).

o LY i det{A}=-1, A% < —1: TL improprie anticrone (inversione
temporale 70 — —20).

Le trasformazioni che ci interesseranno sono quelle Ll (condet = +1e A% >
1), ovvero quelle proprie ed ortocrone. Queste trasformazioni sono connesse
con continuita all’identita e formano il sottgruppo SO(1,3) detto gruppo
proprio ortocrono di Lorentz o gruppo di Lorentz ristretto. A volte
SO(1,3) si chiama anche gruppo di Lorentz proprio. Notiamo anche che il
gruppo SO(1,3) non ¢ compatto, poiché 3 dei 6 suoi parametri (quelli legati
ai boost) possono variare nell’intervallo (—oo, +00). Si noti che L_ (sia LT

che Li_) non forma un gruppo, poiché il prodotto di due trasformazioni im-
proprie é un TL propria (ricorda che vale det{A} det{ B} = det{ A} det{B}).
Anche le trasformazioni anticrone non formano un sottogruppo, mentre quel-
le ortocrone formano il sottogruppo LT. L’unico sottogruppo connesso é LL

Nota che le trasformazioni di parita (inversione spaziale) sono incluse in
O(1,3) enon in SO(1,3). La coniugazione di carica perd non é contenuta nel
gruppo di Lorentz, ma ¢ legata ad un’operazione di complessa coniugazione

ed & rappresentata dalla matrice o2, o in 4 dimensioni dalla matrice di Dirac

7.

Una nota importante da fare ¢ che ogni trasformazione di Lorentz, ap-
partenente ad una delle 4 categorie che abbiamo individuato, si puod scrivere
come prodotto di una trasformazione ristretta, di Ll, e una o entrambe

le trasformazioni di inversione spaziale o temporale. Una rappresentazione
dell’inversione spaziale e temporale é:

1 0 0 0 -10 0 0
0 -1 0 0 0 100

Ar=1o 0 -1 o0 A=ty 010 (3.5.7)
0 0 0 -1 0 00 1

In particolare possiamo scrivere il gruppo di Lorentz come:

0(1,3) = {LTF AR A Li} - {L1 , ApLl , ApLl APATLL}
(3.5.8)



3.5. 1l gruppo di Lorentz 57

Al N\ | Ar

!
Ap L~

Figura 3.2

schematizzabile come in figura 3.2.

In particolare, ogni trasformazione di Lorentz propria e ortocrona si pud
scomporre in un prodotto di un boost ed una rotazione. Noi per la nostra
teoria ci concentreremo solo su queste, perché sono connesse con 1, ma anche
perché sono le uniche ad esserlo visto che le altre trasformazioni di O(1,3)
non sono semplicemente connesse con quelle di SO(1,3) (abbiamo appe-
na visto che per passare da una all’altra dobbiamo fare una trasformazione
discreta). Ll ¢ un gruppo semisemplice (ha solo sottogruppi invarianti non-
abeliani) e non compatto (comprendendo i boost). Il gruppo delle rotazioni
é sottogruppo di Ll , mentre i boost sappiamo bene non formare sottogruppo.

Vediamo ora una possibile rappresentazione delle matrici A*, analizzando
le varie trasformazioni che fanno parte del gruppo di Lorentz O(1, 3).

Rotazioni Sono le trasformazioni ortocrone, non coinvolgono la compo-
nente temporale, e possono essere proprie o improprie. Le possiamo scrivere
come:
/0
x"” = a® (3.5.9)
i g
2" =Rz (3.5.10)

in cui RY é una matrice ortogonale. Possiamo dare una rappresentazione a
blocchi della matrice A:

1 0
Ap = (0 R) . (3.5.11)
In cui vediamo che det{A} = det{R}, dunque, se det{R} = +1, allora
abbiamo una trasformazione Ll, e se det{R} = —1 abbiamo L' .

Le matrici R appartengono al gruppo delle rotazioni O(3), dove la O sta
per ortogonali R’ R = 1. Abbiamo visto nelle sezioni precedenti che le ma-
trici ortogonali possono avere determinante solo uguale a +1; se det{ R} = 1,
allora R appartengono SO(3). Quando R € SO(3), le matrici Ar appartiene
al gruppo SO(1, 3).
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Boosts Sono le trasformazioni di velocita lungo una certa direzione (asse).
I boost sono trasformazioni di Lorentz proprie e ortocrone, dunque in LL.
Un boost lungo 'asse = ¢ rappresentato dalla matrice:

vy =8 00
|6 v 00
Ap, =1 0 1 0 (3.5.12)
0 0 01
in cui si hanno i soliti parametri di Lorentz:
1
B = ‘ ;Y= —— (3.5.13)

c V1 —p32
ma come sappiamo, i boost possono anche essere espressi in termini della
rapidita n:

1. 1+0

n:tanh_IB:§ln1_6

(3.5.14)

da cui seguono:
sinhnp B 1
coshy T A= 32

in cui vediamo che siccome § € [0, 1], allora n > 0. La matrice di boost in
termini di 7 diventa:

B =tanhn = = coshn (3.5.15)

coshn —sinhn 0 0
| =sinhnp  coshn 0 0

A, = 0 0 10 (3.5.16)
0 1

0 0

L’espressione (3.5.16) ci piace perché somiglia ad una rotazione spaziale
(3.2.15) lungo un certo asse.

Puoi vedere che effettivamente i boosts hanno questa forma matriciale
guardando le mie note di relativita speciale (ripassata al corso di Relativita
Generale), il capitolo §5.6 del Barone Physical law should have mathema-
tical beauty.Barone o il §3.7.1 del Schwichtenberg Physical law should have
mathematical beauty.symmetry.

Come vedremo meglio, i boost non formano un gruppo, a differenza delle
rotazioni spaziali, poiché ’algebra dei commutatori non é chiusa, ossia, il
commutatore di due boost non ¢ ancora un boost.

Inversione spaziale E la trasformazione di parita. E una trasformazione
del tipo: ‘
=20 | =2 (3.5.17)
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il che rende la matrice rappresentativa della trasformazione, la gia vista,
(3.5.7), tale per cui:

A% =1 , det{Ap}=-1 (3.5.18)

dunque appartenente a Lt

Inversione temporale E una trasformazione del tipo:
=20 | 2 =2 (3.5.19)

il che rende la matrice rappresentativa della trasformazione (3.5.7), tale per
cui:

A% =—-1 , det{A}=—1 (3.5.20)

dunque, una trasformazione di Lorentz impropria e anticrona, ossia in L*.

Inversione completa Invertiamo tutti gli assi, dunque, é una trasforma-

zione del tipo: '
=20 | =4t (3.5.21)

il che rende la matrice rappresentativa della trasformazione —1 e tale per
cui:

A% =—1 , det{A}=1 (3.5.22)

dunque, una trasformazione di Lorentz propria e anticrona, ossia in Li.

3.5.2 Generatori e algebra del gruppo di Lorentz

Ora pero lavoriamo con cio che abbiamo imparato dalla sezione §3.1 a §3.3.
Considerando una trasformazione di Lorentz (TL) infinitesima:

AP = G+ wh, (3.5.23)

con |wty| < 1 Vp,v. Nota che non stiamo facendo nulla di speciale,
stiamo prendendo una trasformazione che si discosta poco (w) dall’identi-
ta (0). Quelli che chiamiamo w*, sono i parametri della trasformazione.
Dalla condizione (2.2.16) della metrica otteniamo che?3:

Guv (0% +wHp) (V5 + w"s) = gpo (3.5.24)
GOt p0" 5 + " p0" 5 +WHs" ) = gpo (3.5.25)
—_—— —— N —

9po Wop Woo
Jpo + Wop + Wpo = Gpo (3526)
=  Wgp = —Wpo (3527)

BTrascurando O(w?).
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dunque, i parametri della trasformazione devono essere antisimmetrici. Dun-
que esistono, come abbiamo gia notato, solo 6 parametri indipendenti, che
sono 3 angoli di Eulero e 3 parametri dei boost. E possibile riscrivere la TL
infinitesima in modo da separare i parametri infinitesimi dai generatori delle
TL infinitesime, per farlo pero occorre ricordare quello visto per oggetti sim-
metrici e antisimmetrici nella sezione §2.2.5. Da (3.5.27) abbiamo visto che
gli w,ys sono antisimmetrici per scambio p <+ o, quindi, sappiamo che il loro
prodotto con una quantita generica é non nullo solo sulla contrazione con la
parte antisimmetrica di questa seconda quantita. Nello specifico vediamo?*

che 1l discostamento dall’identita lo scriviamo come:

W'y = wen g’ = wpe g%, = wpeg'* 9’ (3.5.28)
1 g ag
= wpo' ’ 5 (g#pg v g,u gpu) (3529)

in cui la parte tra parentesi € la parte antisimmetrica di g'*?¢?,, antisimme-
trizzata negli indici p e o, che possiamo identificare con i(M*P7)" . Infatti,
se proviamo a riprendere il discorso di provare a separare i parametri w,,
dai generatori infinitesimi troviamo:

1
Ay =00, + gMP 97 jwpe = 01 + SWpe (9"°g°, — g"°g”,) (3.5.30)
= o1, + %ww (MPoY* (3.5.31)

in cui riconosciamo la classica struttura di una trasformazione infinitesima
con parametri w,, e generatori (Mr7)* .

Dunque, vediamo che i generatori del gruppo di Lorentz sono 6 matrici
antisimmetriche, tensori di rango 2, definite da:

(MP7), = —i(g"g%, — g"79",). (3.5.32)

Nota che gli indici che mettiamo interni sono quelli contratti con il parame-
tro. Fai attenzione che la relazione (3.5.32) ci fornisce una rappresentazione
quadridimensionale in componenti.

Trovati i generatori del gruppo, sappiamo scrivere un generico elemen-
to del gruppo, ovvero, una generica trasformazione di Lorentz (in forma
esponenziale):

A = e3@reMP (3.5.33)

Siamo anche in grado di scrivere una rappresentazione infinito dimensinale
dei generatori M*" (vedi la sezione §3.5.3):

MM =i (zMd” — 2" M) (3.5.34)

24Nota che vale: g, = g‘”gw = o*,.
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che viene comoda per fare i conti (che ho riportato nel file dedicato) per
determinare l'algebra del gruppo:

M)\T,Mpg = 4 A0M7p+ TpM)\a_ )\pMTJ_ TUM/\p 3.5.35
9 g g g

in cui possiamo notare che ¢*” & la costante di struttura. Nota, inoltre, che
I'algebra (3.5.35) ¢ identica all’algebra di SO(n,m) (3.2.30), ma attenzione
che gli M*™ non sono i generatori delle rotazioni J*”, o per lo meno non lo
sono tutti.

L’algebra trovata (3.5.35) ¢ 'algebra del gruppo SO(1, 3), cio¢ il gruppo
delle trasformazioni proprie di Lorentz, ma é possibile determinare I’algebra
di Lorentz (3.5.35) per una rappresentazione generica, vedi p.19 di Gambino
Physical law should have mathematical beauty.Gambino.

Se continuiamo ad indagare la natura e le proprietd delle matrici M ¢
possibile trovare una diretta corrispondenza con i momenti angolari J* e con

i generatori dei boost K*. Possiamo riscrivere i tensori M* come?’:

1 . . . .
Ji= g KI=MY = M0 (3530)

in cui, sapendo che M*” sono antisimmetrici, si ha M#** = (0. Stiamo sostan-
zialmente associando le parti spaziali di M*? alle J; e ai K* le componenti
di M?° quando abbiamo p =0 o ¢ = 0. Abbiamo, quindi, i vettori:

f:%@ﬁ{MmJﬂ% . K = (MY, Mm%, %), (3.5.37)
Possiamo anche esprimere i parametri w,, in termini di angoli di rotazione
e rapidita:

g = (w23,w31,wl2) , 7= (wm,wOQ,wO?’) . (3.5.38)
Da queste definizioni possiamo vedere che:

1
—w, M =

5 (meOi + wigM® + UJijMij) =1 K+6-J (3.5.39)

N —

e che una generica TL (3.5.33) si riscrive come:
A = @I E), (3.5.40)

I possibile verificare, vedi I’Appendice E, che i generatori (3.5.36) sono ef-
fettivamente i momenti angolari e i boost visti nella sezione §3.5.1. Presi i

251n cui €ijk € il tensore di Levi-Civita tridimensionale completamente antisimmetrico.
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generatori, utilizzando la rappresentazione (3.5.32) del gruppo SO(1,3), &
possibile vedere ’algebra?:

[Ji, Jj] = iEiijk s [KZ‘,KJ'} = _igijkjk N [Ji,Kj] = igiijk- (3.5.41)

Infatti, se vedi in Appendice E come determiniamo esplicitamente gli opera-
tori J* e K*, puoi prendere quella rappresentazione matriciale per verificare
il commutatore.

Dalla prima delle (3.5.41) abbiamo la conferma definitiva che possiamo
vedere i J; come i generatori del gruppo di SO(3). Come gia sappiamo, le
rotazioni di SO(3) formano un gruppo compatto avendo i parametri (angoli
di Eulero) che variano in un intervallo chiuso e limitato. Possiamo anche
dire che componendo rotazioni successive possiamo sempre tornare al punto
di partenza, cio evidenzia la proprieta dei gruppi compatti di avere volume
finito.

Notiamo anche che i generatori dei boost non generano un’algebra chiu-
sa, dal momento che il commutatore di due K; non manda in un altro Kj,
bensi in un Jj, altro operatore che non ¢ generatore dei boost. Per questo
motivo diciamo che le trasformazioni di velocita non formano un gruppo, e
di conseguenza, non sono un sottogruppo del gruppo di Lorentz, a differenza
delle rotazioni spaziali di SO(3). Si pud anche notare che se si fa un boost
lungo una certa direzione, non si puod ritornare al punto di partenza conti-
nuando a comporre boost lungo la stessa direzione e per questo si dice che
i boost hanno volume infinito. Possiamo anche notare che i boost non for-
mano un’insieme compatto, infatti, i parametri non variano su un intervallo
limitato di valori. E vero che in Relativita Specialele velocita sono limitate
in [—c¢, +c], ma nei due casi limite (v = +c¢) il parametro v — oo (e f = 1),
quindi, il boost non ¢é definito.

Importante pero notare che, se consideriamo tutti i generatori K* e J°
(non in modo separato), allora otteniamo un’algebra chiusa e di conseguenza
un gruppo. Il gruppo che otteniamo é proprio il gruppo di Lorentz SO(1,3)
(o Li) delle trasformazioni di Lorentz proprie ed ortocrone, ovvero, con
det = +1 e A% = +1.

3.5.3 Rappresentazioni finito e infinito dimensionali

Nei miei appunti di MQ1 abbiamo visto bene (puoi anche vedere il capito-
lo §3.7.11 del Schwichtenberg Physical law should have mathematical beau-
ty.symmetry) che un campo vettoriale A(z) trasforma in due modi differenti.

26Nota che si pud anche utilizzare la relazione (3.5.35). Possiamo fare riferimento alla
sezione 4.1 delle note di Gambino Physical law should have mathematical beauty.Gambino
per la dimostrazione dell’algebra del gruppo di Lorentz. Nota anche che dal terzo com-
mutatore possiamo vedere che un boost e una rotazione con uno stesso asse di riferimento
commutano, poiché [J3, Kﬂ = 0 per via del tensore di Levi-Civita.



3.5. 1l gruppo di Lorentz 63

Trasforma sia le coordinate, indotte da una trasformazione infinito dimensio-
nale, ma trasforma anche le componenti, banalmente riordinandole, tramite
una trasformazione finito dimensionale.

Potremmo scrivere nel caso di trasformazioni di Lorentz di un campo ¢:

ot — ALY (3.5.42)
o(zt) — M(A)p(Ax) (3.5.43)

in cui la prima ci indica la legge di trasformazione delle coordinate, mentre
la seconda sui campi. Pero come detto se abbiamo ¢ a pitt componenti allora
la trasformazione puo agire come:

b —  Mauwdp (3.5.44)

e di fatto riorganizza le componenti, ma deve anche restituirci come la di-
pendenza dalle coordinate viene influenzata dalla trasformazione, quindi ab-
biamo bisogno anche di una rappresentazione che vive in uno spazio vetto-
riale infinito dimensionale (lo spazio delle funzioni ¢ a dimensione infinita).
Quindi, in senso generale possiamo scrivere tutta la trasformazione come:

wWuv M,ul/ - Wy uv

bo(z) — et mf(e—’TMfm)b (@) (3.5.45)

che essendo la rappresentazione finita banalmente una matrice (quindi co-
stante e finito dimensionale) possiamo scrivere:

N
ba(z) — <eﬂ M ) olx) (3.5.46)
con:
MR = M M (3.5.47)

che viene a volte chiamata rappresentazione di campo.

Quindi, in senso generale di ogni operatore ne possiamo dare una rap-
presentazione che fattorizza la parte infinito dimensionale da quella finito
dimensionale. Per M, possiamo scrivere:

My =i(x,0, — 2,0,) + S (3.5.48)

in cui individuiamo 'operatore L, =i (2,0, — x,0,) di momento angolare
e un’altro operatore S, hermitiano, con la stessa algebra di L, e che com-
muta con esso, ma che non dipende né da z* né dalle sue derivate. Vedremo
meglio le interpretazioni dei due pezzi nella sezione §4.4.1. E necessario se-
parare i due pezzi finito ed infinito dimensionali nel momento in cui parliamo
di trasformazioni che agiscono sulle coordinate; infatti, se abbiamo una tra-
sformazione che scambia solo le componenti di un campo, allora possiamo
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darne una rappresentazione finita, come nel caso dello spin, perd se abbia-
mo una trasfomazione che agisce sulle coordinate, essa non ammette una
rappresentazione finito dimensionale, bensi solo una infinita.

Dunque, dobbiamo scrivere (3.5.48) quando abbiamo boost e rotazioni
oltre lo spin, ma va bene (3.5.32) quando abbiamo solo lo spin (poiché ¢ una
simmetria interna e scambia solo le componenti).

Dimostriamo in modo pitt 0 meno formale (3.5.48) nella sezione §4.4.1 e
vediamo l'espressione di \S),, in §4.4.2.

3.5.4 Operatori di Casimir del gruppo di Lorentz

Vediamo chi sono gli operatori di Casimir del gruppo di Lorentz. Se non
ricordi perché é importante farlo guarda la sezione §3.1.3.

Gli operatori di Casimir, sicuramente, commutando con i generatori del
gruppo, saranno invarianti per trasformazioni di Lorentz, cioé saranno degli
scalari. Siccome abbiamo M tensori di rango 2 antisimmetrici, ci sono due
scelte ovvie:

1
§MWMW =J? - K? (3.5.49)

1 .o
—1 & MMy = - K (3.5.50)

ovvero la scelta simmetrica e antisimmetrica. Infatti, nel caso di (3.5.49)
¢ un’oggetto completamente simmetrico, mentre per (3.5.50) essendoci il
tensore di Levi-Civita, & un oggetto completamente antisimmetrico.

Quindi, in analogia a quello detto per la Meccanica Quantistica, nel caso
di SO(1,3) gli stati potranno essere identificati (etichettati) tramite gli au-
tovalori relativi ai generatori diagonalizzabili del gruppo e ai due operatori
(3.5.49) e (3.5.50). Vedremo, nella sezione §3.5.5, che in realtd SO(1,3) ha
un gruppo di ricoprimento e non saranno propriamente (3.5.49) e (3.5.50) gli
operatori di Casimir che useremo per etichettare gli stati.

E facile verificare che gli operatori (3.5.49) e (3.5.50) commutano con
tutti i generatori. Ad esempio:

[J? — K2, 3] = [J?, ] = [K?, Ji] (3.5.51)
=0
= —K[K;, Ji] - [K;, J;] K, (3.5.52)

== igijk{Klka} =0. (3.5.53)
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3.5.5 L’algebra del gruppo di Lorentz fattorizza nel prodotto
tensoriale di due sottoalgebre indipendenti

Quello che vedremo in questa sezione €, che a differenza della Meccanica
Quantistica non relativistica in cui lo spin viene inglobato nella teoria a
posteriori, I'algebra’” di SO(1,3) ¢ isomorfa all’algebra del prodotto:

SU(2) ® SU(2) (3.5.54)

il che & molto importante, poiché nel momento in cui costruiremo una teoria
invariante per Lorentz, allora avremo gia lo spin inglobato in essa. Un’oserva-
zione importante & che 1’algebra SU(2) é rappresentata da matrici complesse
2x2, ma noi abbiamo visto che avremo bisogno di matrici 4x4 nella nostra
teoria, per cui, non € un caso che sia necessario considerare 2 gruppi SU(2),
ovvero, il prodotto (3.5.54).

11 gruppo SU(2) ® SU(2) rappresenta il doppio ricoprimento di SO(1,3)
e contiene pit informazioni della rappresentazione definente che abbiamo vi-
sto quando analiziamo le richieste fisiche che vogliamo sul sistema.

Torniamo al gruppo di Lorentz e vediamo come troviamo questo ricopri-
mento. L’algebra trovata (3.5.41) si puo semplificare molto se, complessifi-
chiamo J e K e definiamo i generatori:

N = % (f+ zl?) ., Nf= % (f— z}?) (3.5.55)

che sono rappresentazioni non unitarie, poiché sono I'una il complesso co-
niugato dell’altra. Parliamo in questo caso di algebra complessificata, e il
fatto che ci sia 'unita immaginaria ¢ molto importante perché permette la
fattorizzazione in due algebre indipendenti. L’algebra di SO(1,3) a questo
punto diventa:

[NZ-,NH:O . [Ni, Nj] = iegpN* [NiT,Nﬂ:isijkNTk (3.5.56)

é quindi evidente che N; ed N;r soddisfano indipendentemente 1’algebra di
SU(2), con il vantaggio che le due sotto-algebre sono indipendenti.
Gli operatori di Casimir (3.5.49) e (3.5.50) sono dati da:

NNt NN (3.5.57)
con rispettivamente autovalori n(n + 1) ed m(m + 1).

Dunque, l'algebra del gruppo LI_ & localmente isomorfa all’algebra del

prodotto 3.5.54. Possiamo classificare tutte le rappresentazioni di Ll par-
tendo dalle rappresentazioni irriducibili di SU(2), che conosicamo bene dalla

27 Attenzione, lalgebra, non il gruppo.
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Meccanica Quantistica non relativistica, e componendole (ossia un procedi-
mento analogo a quando abbiamo composto momenti angolari). Vedremo
come distinguere le varie rappresentazioni di SO(1,3) nella sezione §3.5.7.

Abbiamo gia parlato del fatto che le rappresentazioni di SU(2) sono
etichettate dall’autovalore di J2, cio¢ j(j+1), e hanno dimensionalita 2j 4 1.
Nel caso di Ll utilizzeremo le etichette date dagli autovalori degli operatori
di Casimir N2 ed N2, n(n + 1) e m(m + 1) rispettivamente, che possono
assumere valori n,m = 0, %, 1, %, e

Le rappresentazioni di Ll sono quindi etichettate dalla coppia (n,m),
mentre gli stati di una certa rappresentazione sono etichettati anche dagli
autovalori di N3 ed Ng.

Nota Le due sottoalgebre di N ed NT sono indipendenti, ma non lo sono
le due rappresentazioni. Infatti, si pud pensare ad una trasformazione di pa-
rita (che manda J; — —J; ¢ K; — —K;), oppure di hermitiana coniugazione
(che cambia il segno di i e quindi scambia N <+ NT). Le rappresentazioni
non sono indipendenti proprio perché vediamo che le rappresentazioni del
gruppo di Lorentz non sono invarianti per trasformzioni di paritd o di her-
mitiana coniugazione.

Notiamo solo una piccolezza formale. Nella nota 27 abbiamo fatto at-
tenzione al fatto che I'isomorfismo vale al livello delle algebre di SO(1,3)
ed il prodotto (3.5.54), ma non dei gruppi. Infatti, l'isomorfismo vale sot-
to la condizione che I'algebra di SU(2) @ SU(2) sia complessificata (come
abbiamo fatto con N ed NT). Infatti, SU(2) ® SU(2) non ¢ il gruppo di rico-
primento universale di SO(1, 3), bensi lo ¢ SL(2,C), che abbiamo visto nella
sezione §3.5.6. In particolare il gruppo SL(2,C) ¢ un doppio ricoprimento di
SO(1,3). E piu corretto dire che il gruppo SO(1,3) & isomorfo (localmente)
a (gruppo quoziente):

SL(2,C)

SO(1,8) = 2=
2

(3.5.58)

in cui Zg = {—1,+1}. Nota che si ha bisogno che anche SL(2, C) sia definito
sui complessi.

3.5.6 Gruppo unimodulare SL(2,C)

Prima di addentrarci nel gruppo SL(2,C) ricordiamo cos’abbiamo imparato
da SO(3) ed SU(2).

Abbiamo visto che ¢ possibile dare una rappresentazione di SO(3) (grup-
po delle rotazioni) nel gruppo SU(2) (gruppo delle matrici complesse unitarie
2x2 con det = 1).
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SO(3) e localmente isomorfo ad SU(2) avendo la stessa algebra. Il grup-
po di ricoprimento universale dell’algebra del momento angolare é proprio
SU(2), che appunto, contiene SO(3) come sottogruppo. E vantaggioso utiliz-
zare, in Meccanica Quantistica, SU(2) al posto di SO(3), poiché quest’ultimo
permette di vedere, tramite le sue rappresentazioni, solo gli spin interi, men-
tre SU(2) descrive rotazioni di spin sia intero che semi-intero. Alla rotazione
R corrisponde la matrice complessa U di SU(2):

R=ef"d  y [U=ei¥nd, (3.5.59)

Pero visto che abbiamo imparato che ad una rotazione di SO(3) corrispon-
dono due rotazioni di SU(2), possiamo dire che SO(3) & localmente isomorfo
al gruppo quoziente:
SU(2)
Zy

in cui compare il gruppo Z (Vedi I’Appendice D) proprio per via della cor-
rispondenza 2-1 dell’isormorfismo.

(3.5.60)

Possiamo fare discorsi analoghi anche per il gruppo di Lorentz SO(1, 3)
seguendo le note di Gambino Physical law should have mathematical beau-
ty.Gambino. Come con SO(3) e SU(2) possiamo costruire un gruppo di
ricoprimento universale per SO(1,3). Infatti, & possibile rappresentare il
gruppo di Lorentz mediante matrici complesse 2x2 con det = 1, che costitui-
scono il gruppo SL(2,C). Le matrici di SL(2,C) sono quelle che mantengono
invariato xz#z,,, ovvero matrici, in analogia a quanto fatto nella sezione §3.2.3,
tali per cui:

X =ato, =210 + 7 7 , det{X} =2} — #* = 2tz (3.5.61)

in cui abbiamo definito o* = (1,#) e possiamo vedere che X = XT. Se
prendiamo una generica matrice A € SL(2,C) e guardiamo la trasformazione
che induce su X:

X' = AXAT (3.5.62)

possiamo notare che X’ = X7 e che det X = det X/, per cui X’ lascia inva-
riato il modulo quadro del quadrivettore z* ed essendo ancora hermitiana la
possiamo scrivere come combinazione lineare di matrici hermitiane, ovvero
delle o#. Pertanto, alla matrice A corrisponde una trasformazione di Lorentz
A, che pero agisce usando matrici 2x2 hermitiane. In questo senso possiamo
dire che il gruppo SL(2, C) fornisce una rappresentazione spinoriale, in quan-
do agisce su vettori di C? detti spinori, di SO(1,3), cosi come succedeva
per SO(3) ed SU(2). Esattamente come SO(3) — SU(2) permette di decri-
vere le rappresentazioni spinoriali come rappresentazioni ad un solo valore,
ora, SO(1,3) — SL(2,C) include l'estensione relativistica delle proprieta
spinoriali.
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Notiamo, sempre in analogia con quanto fatto §3.2.3, che le matrici A

e —A corrisondono alla stessa A, per cui il gruppo SO(1,3) in realta ¢
localmente isomorfo ad:

SL(2,C)

Zy,

11 gruppo SU(2) ¢ sottogruppo di SL(2,C) poiché SL(2,C) ¢ il gruppo delle
matrici complesse 2x2 con determinante 1, mentre SU(2) ¢ il gruppo delle
matrici complesse 2x2, con determinante 1 ed unitarie. Rilassando la condi-
zione di unitarieta stiamo prendendo in SL(2,C) piu elementi di quanti ne
avevamo in SU(2).

Ogni matrice complessa di SL(2, C) fattorizza nel prodotto di una matrice
di SU(2) per una matrice hemitiana positiva con det = 1. Ogni matrice di
SL(2,C) pud essere scritta come e'B. con B matrice 2x2 a traccia nulla®®.
Poiché le matrici B possono essere combinazioni complesse delle matrici di

(3.5.63)

Pauli si ha:

o[y

+77

o[y

A=l (3.5.65)

con § e 7 trivettori reali. Nota che abbiamo messo di nuovo il fattore 1/2
per tenere traccia del fatto che abbiamo un doppio ricoprimento. Sappiamo
bene che ¢ 2 corrisponde ad una rotazione di un angolo 6 nella direzione 9.
Il vettore 77 puod essere identificato con la rapidita poiché:

—

K:ﬂ% (3.5.66)

soddisfa ’algebra dei generatori dei boost (3.5.41). Quindi, nella rappre-
sentazione bidimensionale, una TL con parametri 6 e 77 viene rappresentata
con una matrice data da (3.5.65). Possiamo quindi scegliere, confrontando

(3.5.40) e (3.5.65), i generatori di rotazioni e boost:

. 5 . G
_ R=+i7 5.
i=7 . i (3.5.67)
che portano ai generatori:
1/ & 1 (5 &
N=1(2%C7 Nt=2(2+2 5.
2<2:F2) ’ 2(2 2> (3:5.68)

che a seconda del segno + che si prende portano a N = 0, Nt = & oppure a
N =&, NT =0. La scelta (3.5.68) & quella che genera la struttura spinoriale

(0,3) o (3,0) (vedi la sezione §3.5.7).

28Poiché vale: ‘ .
det{e’B} =P (3.5.64)

e sappiamo che il determinante delle matrici di SL(2,C) ¢ 1.
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Osservazione. Quello che facciamo in QFT non ¢& poi cosi diverso da
cio che facciamo in M(Q non relativistica. Infatti in MQ, quando costruiamo
I’algebra del momento angolare (puoi vedere la sezione §3.6.1 del Schwich-
tenberg Physical law should have mathematical beauty.symmetry) definiamo
gli operatori di innalzamento e abbassamento:

Jy=J+il ,  J_=J—il (3.5.69)

con una normalizzazione. Cio che abbiamo fatto non & altro che complessi-
ficare Valgebra di SU(2):

[Ji, J;] = ieijn k- (3.5.70)

Il fatto qua ¢ che in MQ, lavorando solo con SU(2) stiamo complessificando
i coefficienti e non l’algebra in se. Infatti, anche dopo aver definito gli ope-
ratori J4 e J_ continuiamo ad avere 1'algebra di SU(2) nella nostra teoria,
semplicemente ci siamo messi nel suo spazio complessificato. In questo senso
possiamo dire che l'algebra di SL(2,C), coincide con quella complessificata
di SU(2):

su(2)c = sl(2,C). (3.5.71)

Nel caso della teoria dei campi € leggermente differente. Quando com-
plessifichiamo i generatori del gruppo di Lorentz SO(1, 3):

N = % <f+ zI?) ., Nf= % (j— z[?) (3.5.72)

non otteniamo semplicemente 'algebra di prima (3.5.41), ma troviamo due
algebre di SU(2) indipendenti (3.5.56), e quindi che possiamo decomporre
I’algebra complessificata come:

50(1,3)c ~ su(2) & su(2). (3.5.73)

Nota pero che ciascuno sia N; che N;r sono una complessificazione di SU(2),
per cui in realta scriviamo, al livello di algebre, che vale:

s50(1,3)c ~sl(2,C) @ sl(2,C). (3.5.74)

Abbiamo quindi visto che ¢’¢ un’isomorfismo locale tra SL(2,C) e SO(1, 3)
e anche che il doppio ricoprimento di SO(1,3) ¢é:

SL(2,C)

SO(1,3) ~ 2=
2

(3.5.75)

Quindi, nel caso del momento angolare, “complessificare” serve solo per
convenienza (operatori di innalzamento e abbassamento), ma non cambia la
struttura del gruppo. Nel caso di Lorentz, invece, la complessificazione rivela
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una decomposizione?” interna reale dell’algebra in due sottostrutture SU(2)
indipendenti.

Come fatto per il momento angolare, le rappresentazioni irriducibili che
ci daranno gli stati fisici (particelle) sono quelle del gruppo di ricoprimento
delle nostre simmetrie. Quindi cercheremo le rappresentazioni irriducibili di
SL(2,C)/Zy anziché di SO(1,3). Infatti, come gia detto, le etichette dei
nostri stati fisici saranno gli autovalori degli operatori di Casimir (3.5.57).

Nel seguito delle note parleremo di rappresentazioni del gruppo di Loren-
tz, ma in realta ricorda che ci stiamo sempre riferendo alle rappresentazioni
irriducibili del gruppo di ricoprimento universale di SO(1, 3).

3.5.7 Rappresentazione scalare, spinoriale e vettoriale

Una volta fissata 1’algebra, che per noi é:
(NN =0 (N Ny =N [NEN]] = et (3.5.76)

dobbiamo sceglierne una rappresentazione per effettivamente lavorare. Come
gia accennato nella sezione §3.5.6 il gruppo SL(2,C) fornisce una rappresen-
tazione spinoriale di SO(1,3), cosi come succedeva per SO(3) ed SU(2), e

definendo gli operatori N e Nt possiamo etichettare i sistemi con le coppie
di valori (n, m), autovalori degli operatori.> Abbiamo anche detto che:

(3.5.77)

N W

1
=0,-,1
n7 m ) 2 ) )
Poiché N soddisfano I’algebra di SU(2) e quindi assumono valori interi e
semi-interi. Vediamo i diversi casi che si possono avere:
e (0,0) ossia abbiamo n = 0 ed m = 0, che vuol dire:
N=0 , N'=0 = J=0 , K=o (3.5.78)
Dunque le matrici delle trasformazioni di Lorentz sono:
N=0 , Nf=0 = &M =¢Ni=e0_1 (3.5.79)
— A=1 (3.5.80)

ovvero, ¢ un’unica matrice 1x1 (numero), che non trasforma nulla.

Questa ¢ la rappresentazione scalare ¢, che ¢ in uno spazio di dimen-
sione 1 (essendoci solo un elemento) e ha parita definita, cio¢ é scalare
o pseudo-scalare. Tieni a mente che dire scalare vuol dire che rimane

29Questa decomposizione ¢ non banale e nasce dal fatto che le K; non sono “rotazioni
reali”, ma “boost” — e i segni nei commutatori li fanno combinare in modo diverso.

300vviamente l'ordine in cui mettiamo gli autovalori non ¢ rilevante, ma ci serve
solamente per tenere a mente a quale operatore appartengono.
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invariato per trasformazioni di Lorentz, che & proprio il motivo per cui
¢ interessante.

La rappresentazione (0,0) rappresenta, per quanto ne sappiamo ora,
solamente il bosone di Higgs.

° (%,O) ossia n = % ed m = 0, che vuol dire:

Ni=0 = J =ik (3.5.81)

i 1 i
N=2 — N=_(+iN)=2 (3.5.82)

2 2 2
— K= —z% (3.5.83)

e dunque:
¥; = i _’T = _’: i 7 = — i

N=3 . Ni=0 , J=5 . K= (3.5.84)

Possiamo vedere che il fattore —i che compare nella rappresentazione
della trasformazione di boost K; ¢ dovuto al fatto di aver complessifi-
cato 'algebra. Questa espressione dei generatori non ci stupisce piu di
tanto poiché lo avevamo gia imparato parlando della rappresentazione
spinoriale che ottenevamo da SL(2,C).

Questa ¢ la rappresentazione spinore left-handed (sinistrorso) vy,
poiché é non nulla I'etichetta sulla sinistra. Li chiamiamo spinori per-
ché é evidente che questa rappresentazione del gruppo di Lorentz &
bidimensionale, per cui agisce su oggetti bidimensionali e non i soliti
quadrivettori di Minkowski. La generica trasformazione (elemento del
gruppo) di Lorentz (3.5.40), diventa:

¢ = i3 (0= (3.5.85)

da cui possiamo facilmente vedere che se prendessimo solo una matrice
di rotazione essa sarebbe:3!
0 s i 0
coss ising
R.I - ( . 29 02> (3586)
ising cosg
2 2
matrice 2x2, con parametro 6/2 e complessa; invece, per i boost avrem-

mo: o ) o
Ki=—iT = By=etfi= oo (3.5.87)

in cui nell’ultimo esponenziale possiamo riconoscere la struttura dei
boost in cui utilizziamo i seni e coseni iperbolici (visto che ¢ un espo-
nenziale senza ).

31Lo vedi facilmente prendendo 7 = 0 e sviluppando 'esponenziale, come fatto in
(3.2.38).
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In termini matriciali scriviamo la matrice di Lorentz:

A( —(05+63) AL (3.5.88)

1
30)
che trasforma uno spinore come:

Xr = AabXb = (61(9'5+¢'5)> Xb (3.5.89)

a

o (0, %) quindi abbiamo n =0ed m = %, che vuol dire:
, K= i§. (3.5.90)

Questa ¢ la rappresentazione spinore right-handed (destrorso) ¢g.
La generica trasformazione di Lorentz (3.5.40), diventa:

€ = ¢if (+il), (3.5.91)

Gli spinori ¥, e ¥r hanno 2 componenti (up e down), generalmente com-
plesse poiché lo spazio & complesso, e si dicono spinori di Weyl, indicati
tendenzialmente con 1, e g (o delle volte anche con ¢ e £) e talvolta i loro
indici (matriciali) sono indicati con a e & (puoi vedere la sezione §3.7.7 del
Schwichtenberg Physical law should have mathematical beauty.symmetry per
dettagli sulla notazione di Van der Waerden). I termini sinistrorso e destror-
so si riferiscono alle proprieta di chiralita (%), che definiremo pitt avanti. Si
puo notare che le due rappresentazioni (%,0) e (0, 3) sono inequivalenti, in-
fatti, per passare da una all’altra é necessaria una coniugazione complessa’?.
Sono inoltre due rappresentazioni non unitarie.

Solitamente si dice che gli spinori sono gli oggetti pit fondamentali che
si possono trasformare tramite trasformazioni di Lorentz dal momento che
la rappresentazione (0,0) ¢ una rappresentazione banale.

Puoi vedere il capitolo §4.4.3 dedicato alla costruzione della teoria, in
cui vediamo le trasformazioni degli spinori (bidimensionali) sotto trasforma-
zioni di Lorentz. In tale capitolo ci accorgeremo che non sono invarianti di
Lorentz, dunque non sono particelle osservabili in natura, e per costruire la
lagrangiana L avremo bisogno di utilizzare altri oggetti, i quali mescolano le
due algebre SU(2). Oggetti di questo tipo sono ad esempio ¢k o Y .
In particolare, quando ci renderemo conto che gli spinori non sono invarian-
ti per coniugazione di carica e per parita, costruiremo gli spinori di Dirac,

32Rifacendosi a p.23 di Gambino Physical law should have mathematical
beauty.Gambino:

(i3 (0+i7) _ g [6%(5_”7)]* 5! (3.5.92)

dove S = ioy. L’identita si verifica usando 0260y = —7. Attenzione perd che non é una
trasformazione di similaritd e S = i¢02. L’identita si verifica sfruttando 026" 02 = —&.
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che hanno 4 componenti, e gli spinori di Majorana nel caso in cui vogliamo
evidenziare le proprieta di chiralita.

Avremo a disposizione nella nostra teoria, ovviamente, anche altri valori
di n ed m, ma che in realtd non ci interessano molto poiché noi vogliamo
studiare particelle elementari e possiamo generare tutte le rappresentazio-
ni interessanti, con un procedimento simile alla composizione dei momenti
angolari, a partire da quelle "base" elencate sopra. Infatti, date le rap-
presenazioni degli spinori left e right, generiamo le altre rappresentazioni
moltiplicando le due di base. Ad esempio potremo avere:

e La rappresentazione di uno spinore di Dirac a 4 componenti:

(;,0> ® <0, ;) (3.5.93)

e La rappresentazione con spin 1 e 4 componenti (quadrivettori)

1 1 11
-0 0,-)=(=,= 3.5.94
39)2(02)-(Gz) v
come ad esempio il quadripotenziale A*. Questi sono i campi vet-
toriali. Diciamo che sono quadrivettori perché stiamo componendo
le due rappresentazioni (bidimensionali) (%, 0) & (O, %), che sappiamo
essere indipendenti dal commutatore [Ni, N ]T } = 0. Quindi un oggetto

di (%, %) sard composto da 4 componenti, poiché ogni rappresentazione
di SU(2) ne fornisce 2.

Nella sezione §3.7.8 del Schwichtenberg Physical law should have ma-
thematical beauty.symmetry puoi vedere che un oggetto v € (%, %) lo
puoi scrivere come un oggetto con due indici vy, che si trasformano
ciascuno con una rappresentazione spinoriale. Ti fa anche vedere perd
che una trasformazione fatta su un oggetto di questo tipo, che inevi-
tabilmente ¢ bidimensionale, la si pud vedere come una traformazione
fatta su un quadrivettore. Per motivi di comodita quindi usiamo og-
getti quadridimensionali come A* anziché bidimensionali come v, per
indicare rappresentazioni di (%, %) Questa cosa pero ci mostra che
i quadrivettori sono degli spinori di rango due e per questo motivo
non sono oggetti adatti a studiare tutti i sistemi fisici ad un livello

fondamentale, essendo loro stessi oggetti non fondamentali.

e La composizione di due spinori left-handed:

(;0> % <;o) — (0,0)& (1,0) (3.5.95)
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che si decompone nella somma diretta di uno scalare (0, 0) ed un tensore
di rango 2, (1,0), antisimmetrico self-duale, ovvero tale che:

1
B, =By, ; B, = §EuupUchf (3.5.96)
come ad esempio il tensore di Maxwell F#¥ che trasforma come (0, 1) ®
(1,0). Larappresentazione (0, 1) corrisponderebbe ad un tensore antiself-

duale, ovvero tale:
1

B, = —igwpaBpg. (3.5.97)

Abbiamo quindi visto che le rappresentazioni (irriducibili) del gruppo di
Lorentz, le quali ci permettono di rappresentare tutte le particelle elementari
in natura. Perd notiamo anche che non abbiamo ancora parlato di massa,
per cui manca ancora un tassello per avere una completa descrizione delle
particelle. In questo momento non siamo ancora in grado di distringuere due
particelle che hanno stesso spin, ma masse diverse. Per fare questo ulterio-
re passo dobbiamo considerare il vero gruppo di simmetria della Relativita

Speciale, ovvero il gruppo di Poincare.

3.5.8 Teorema di Wigner e regola di superselezione

Vediamo in questa sezione un importante teorema che ci fornisce delle basi
per la nostra teoria. E opportuno ricordare il teorema 1 e cio che ne consegue.

In Meccanica Quantistica sappiamo bene che gli stati fisici sono raggi in
uno spazio di Hilbert, per cui abbiamo una classe di equivalenza di vettori
normalizzati che differiscono solo per un fattore di fase. Abbiamo anche che
ad ogni simmetria del sistema corrisponde una trasformazione degli stati che
preserva l'interpretazione probabilistica della teoria. Vale:

P(U — W) = [(U|0)|* = P(¥ — V') = [ (V|0') ]? (3.5.98)

ovvero, la probabilita che lo stato ¥ transisca in ¥; é uguale anche dopo
la trasformazione che manda ¥ — ¥’ e ¥y — W¥’'y. Wigner ha dimostrato
che, per trasformazioni che appartengono ad un gruppo continuo e che sono
connesse con l'identita, le trasformazioni ¥ — ¥’ devono essere unitarie e
lineari. In simboli possiamo scrivere, quello che va sotto il nome di teorema
di Wigner:

se W) =U|¥) con UUT =1 (3.5.99)
(VW) = (U|UTU [Ty) = (T|T) (3.5.100)
cio ¢ alla base delle trasformazioni unitarie in Meccanica Quantistica. Dun-

que, in presenza di una simmetria continua gli stati fisici non possono trasfor-
marsi secondo rappresentazioni non unitarie del gruppo di simmetria. Allora,
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gli stati quanto-relativistici non possono trasformarsi secondo rappresenta-
zioni finite del gruppo di Lorentz, in quanto esse non sono unitarie. Nono-
stante cio, pero, non ci dimentichiamo completamente delle rappresentazioni
finite poiché sono comunque importanti perché le quantita (osservabili) fisi-
che (come quadrimpulso, campo EM, campi spinoriali, etc.) si trasformano
per TL secondo rappresentazioni finite del gruppo di Lorentz.

Un altro modo di vedere il teorema di Wigner é:

Un teoria quantistica formulata su uno spazio di Hil-
bert mantiene invariate le probabilita in ogni sistema di
riferimento inerziale, se e solo se la corrispondenza tra
stati in differenti sistemi inerziali si realizza attraverso
trasformazioni unitarie del gruppo di Poincaré.

Se una rappresentazione € unitaria, allora non ¢ finito dimensionale. Ve-
diamo ad esempio J e K che sono terne hermitiane, i cui autostati sono
stati fisici ed infinito dimensionali. Per questo la rappresentazione é infinito
dimensionale.

Invece, una rappresentazione finito dimensionale non é unitaria. Vedia-
mo ad esempio N ed N che sono anch’esse terne hermitiane. Le osservabili
si trasformano per TL secondo rappresentazioni finito dimensionali.

Parliamo anche della seconda parte del titolo della sezione, la regola di
superselezione. Abbiamo visto nella sezione §3.2 che uno spinore cambia se-
gno con una rotazione di 27 attorno un qualsiasi asse. La stessa cosa accade
per gli stati spinoriali. Il fatto é che questa rotazione non dovrebbe produrre
effetti misurabili. Cio si traduce nel chiedere che tutte le osservabili fisiche,
cui corrispondono elementi di matrice di operatori hermitiani (B|O |A), de-
vono essere invarianti per rotazioni di 27, che sono a loro volta rappresentate
da un operatore unitario Ra,. Deve quindi valere:

(B|O|A) = (RyxB| O |Ror A) = (B| R} ORs. | A) (3.5.101)
— O = R}_ORy, (3.5.102)

che implica che tutte le osservabili fisiche O devono trasformarsi secondo rap-
presentazioni tensoriali (spin intero) del gruppo di Lorentz. Di conseguenza,
O ha elementi non nulli solo tra stati fisici |A) e |B) che si comportano allo
stesso modo per rotazioni di 27, dunque devono essere entrambi spinori o
entrambi tensori. Questa si chiama regola di superselezione.

Facciamo un esempio. Prendiamo |¥;) uno stato di spin intero e |¥g)
uno stato di spin semi-intero, allora:

(Us|O|Ur) = (Vg R;ﬂ_ORQﬂ— W) = —(¥g|O|¥r) =0. (3.5.103)
—_———— N——

(Vs =)
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Tipiche osservabili che trattiamo sono i trivettori J (momento angola-
re) ed S (spin), oppure quadrivettori come il quadri-impulso p*. La regola
di superselezione implica (o riflette) pure I'impossibilita di preparare stati
quantistici che siano sovrapposizioni lineari di stati spinoriali e tensoriali.

Una breve osservazione prima di passare al secondo colosso del capitolo.
Se avessimo fatto tutti i nostri discorsi lavorando in uno spazio euclideo,
in cui il tempo lo avremmo sostituito con /—1¢, avremmo avuto per tutto
il tempo in mano la metrica —d,, al posto di quella minkowskiana g,,, ma
avremmo ottenuto gli stessi risultati. La differenza sta nel fatto che saremmo
arrivati ad un algebra SO(4), ossia delle rotazioni in 4 dimensioni.

Nello spazio minkowskiano abbiamo trovato, invece, l’algebra di SU(2) ®
SU(2) attraverso due combinazioni herimitiane dei generatori (J; £ iK;). 1
due SU(2) sono completamente indipendenti tra loro (vedi il commutatore
tra N; ed N;r), poiché non possono essere scambiati®® uno con l'altro da
un’operazione di hermitiana coniugazione. I due SU(2) perd sono collegati
da trasfomazioni di parita, infatti abbiamo visto che possiamo scambiarli con
una trasformazione di quel tipo; cid perde d’interesse nello spazio euclideo
in cui tutte le direzioni sono equivalenti.

3.6 Il gruppo di Poincaré

Come abbiamo gia notato nel primo capitolo non vogliamo richiedere che la
nostra teoria sia invariante solo per trasformazioni del gruppo di Lorentz,
ma vogliamo anche includere nelle invarianze anche le traslazioni®*, cioé

trasformazioni del tipo:
ot — 2 =t +at (3.6.2)

in cui a” ¢ un quadrivettore indipendente da x. Vogliamo, quindi, I'invarian-
za per rotazioni e boost, identificati dalle matrici A*,, come visto per il grup-
po di Lorentz, e per traslazioni. Infatti la distanza spazio-temporale rimane

33Facciamo sempre attenzione a non scambiare le proprietd dei generatori con quelle
dell’algebra (o sottoalgebre) del gruppo.
34Formalmente il gruppo di Poincaré I SO(1,3) ¢ il prodotto semidiretto:

I150(1,3) = R* x SO(1, 3). (3.6.1)

Un gruppo prodotto semidiretto tra due gruppi N ed H, G = N x H, é costruito da due
sottogruppi invarianti (vedi la definizione 19) e un’azione di H su N che ne deforma la
struttura del prodotto. La differenza con il prodotto diretto é che in G = N x H non c’é
interazione tra i due gruppi e i vari elementi commutano tra loro, invece, in G = N x H solo
N é normale, H agisce su N con un’azione di gruppo e 'operazione di gruppo & "twistata"
da questa azione. Nel nostro caso di interesse, ISO(1,3) = R* x SO(1, 3), sappiamo bene
che lazione delle rotazioni (in SO(1,3)) non commuta con le traslazioni e applicare una
rotazione ad un qudrivettore di traslazione restituisce sempre una traslazione, ma con un
contributo rotazionale di momento angolare.
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invariata non solo per trasformazioni di Lorentz, ma anche per traslazioni.?

Quindi chiediamo l'invarianza per trasformazioni:
ot — ' = AP 2t + at (3.6.3)

che sono trasformazioni a 10 parametri (6 dai dal gruppo di Lorentz, i cui
generatori abbiamo visto essere JeK , e gli altri 4 parametri che sono da-
ti dalle traslazioni spazio-temporali). Il gruppo che formano trasformazioni
del tipo (3.6.3) sappiamo gia qual &, poiché come gia accennato, il gruppo
di Poincaré (o gruppo di Lorentz inomogeneo) ¢ formato dell’"unione" del
gruppo delle rotazioni e dei boost nello spazio quadridimensionale di Minko-
wski (il gruppo di Lorentz) con le traslazioni quadridimensionali. Possiamo
vedere che il gruppo di Poincaré non ¢ un gruppo compatto per via della pre-
senza di boost e traslazioni, che prese singolarmente non formano un gruppo
compatto, bensi un gruppo abeliano (al contrario delle sole rotazioni che
formano un gruppo compatto e non abeliano). Indichiamo le trasformazioni
(3.6.3) di Poincaré con TP e il gruppo con ISO(1,3), ovvero, come gruppo
speciale ortogonale inomogeneo.

E possibile vedere subito che le trasformazioni di Poincaré non commu-
tano con le trasfromazioni di Lorentz. Considerando 2 TP successive con
parametri (A1, a1) e (Az,az2) si vede che:

ot — AFat +af — Ao\ AP 2" + Al“pcﬁ + ab (3.6.4)

si vede quindi che il parametro di traslazione a; viene ruotato, per cui, i
generatori delle rotazioni non commutano con quelli delle traslazioni.

Occorre perd notare che le trasformazioni di Lorentz omogenee {A, 0} e le
traslazioni spazio-temporali {1, a} formano sottogruppo, e mentre il secondo
¢ abeliano (visto che le traslazioni commutano) il primo non lo é.

Il gruppo di Poincaré ricopre un ruolo fondamentale nella classificazio-
ne degli stati di singola particella in Meccanica Quantistica relativistica.
Infatti, alcune delle rappresentazioni irriducibili unitarie (trivialmente uni-
dimensionali o necessariamente infinito dimensionali, poiche il gruppo é non
compatto) sono utilizzate per rappresentare quello che si ¢ osservato in na-
tura, ossia, particelle massive con spin intero o semintero (rappresentazioni
infinito dimensionali), particelle con massa nulla ed elicita h (rappresenta-
zioni unidimensionali).

Nella teoria che costruiremo una particella é rappresentata da una rappre-
sentazione irriducibile del gruppo di Poincaré. Come succedeva in Meccanica
Quantistica.

351’assioma della Relativita Speciale di costanza della velocita rimane comunque valido,
visto che la misura di velocita in qualche punto " in un certo sistema di riferimento rimane
uguale anche se la misuriamo in un punto shiftato z* + a*.
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3.6.1 Algebra del gruppo di Poincaré

In questa sottosezione cercheremo di capire qual é l'algebra del gruppo di
Poincaré. Prima di fare cido perd dobbiamo capire com’e fatto il gruppo delle
traslazioni.

Sappiamo dalla Meccanica Quantistica che il generatore delle traslazioni

¢ Toperatore impulso®®, nel nostro caso quadri-impulso, nello spazio delle

configurazioni definito come>”:

P, = —id,. (3.6.7)

Infatti, 'operatore di derivata genera proprio il coefficiente nello sviluppo in
serie della traslazione infinitesima:

ozt =i Pyt = eV (3.6.8)

in cui e* sono i parametri della trasformazione, e cio é il motivo per cui
scriviamo per una generica trasformazione:

o't =gt 4 et (3.6.9)

ed un generico elemento del gruppo, che é chiuso, delle traslazioni lo scrivia-
mo come: B
Uye) = e " Pu = gmi(e"Po=EP) (3.6.10)

Non ci siamo fatti troppi problemi e abbiamo esteso p’ allo spazio di
Minkowski, dandogli una compontente 0. Sappiamo, sempre dalla Meccanica
Quantistica, che la traslazione temporale ¢ rappresentata dall’operatore di
evoluzione temporale (in cui compare H )E

CHAL _ GiPPAE . p0— 0 Ay (3.6.11)
Quindi concludiamo che:

—

Pt = (P° P) = —id, (3.6.12)

3Lo vediamo prendendo una trasformazione generica (troncando Taylor al primo
ordine):
rh

" =at + ozt =2t + P9, (3.6.5)
sappiamo dalla (3.6.7) che P, = —i0,, quindi:

" =z +ie” P (3.6.6)

e possiamo dire che P, & il generatore delle traslazioni.

3"Nota che ha una rappresentazione infinito dimansionale poiché come ben sappiamo
cio & caratteristico di trasformazioni che non agiscono sulle componenti, bensi solo sulle
coordinate.
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sono i generatori del gruppo delle traslazioni, la cui algebra é:
[P*, P"]=0 (3.6.13)
che riflette la natura abeliana del gruppo delle traslazioni.

Cerchiamo a questo punto ’algebra del gruppo di Poincaré.?® Dalla Mec-
canica Quantistica sappiamo che gli impulsi non commutano con i generatori
del gruppo di Lorentz>? (M,,):

[M/Wa P, ] = i(g,upPI/ - gupPu) (3614)

ed in particolare:
[P, P =0 [P"H] =0 [J',H] =0 (3.6.15)
(K, P/| =i6"H [K',H|=—iP" [K' K'|=—ic""J* (3.6.16)
[T, J7] = igk gk (I, P] = ”’“Pk [J4, K7 = ic""K*. (3.6.17)

Notiamo che i primi commutatori (3.6.15) evidenziano il fatto che traslazioni
e rotazioni sono costanti del moto (ci mostrano che chiaramente traslazioni e
rotazioni spaziali non sono influenzate da traslazioni temporali), mentre dalla
seconda delle (3.6.16) vediamo che i generatori dei boost, K*, non commuta-
no con H. E evidente che i 10 generatori (impulso e del gruppo di Lorentz)
formino un’algebra chiusa, con sottoalgebre delle rotazioni e traslazioni. No-
tiamo anche che le traslazioni formano un gruppo non compatto. L’ultima
riga (3.6.17) certifica il fatto che J, K ¢ P sono trivettori. Notiamo anche
dai primi due commutatori della seconda riga (3.6.16), che esprimono la va-
riazione delle componenti di P* per boost, che P* si comporta, ovviamente,
come un quadrivettore, cioé la componente temporale acquista un termine
proporzionale all’impulso lungo la direzione del boost e viceversa, mentre le
componenti trasversali non vengono modificate.

Dalla classificazione di Wigner, che abbiamo visto nella sezione §3.5.8,
le rappresentazioni unitarie del gruppo di Poincaré sono infinito dimensio-
nali (poiché P* ¢ continuo). La non compattezza del gruppo di Lorentz e
del gruppo delle traslazioni, infatti, di porta a dire (in modo equivalente alla
frase appena conclusa) che le rappresentazioni irriducibili finito-dimensionali
non sono unitarie. Per le applicazioni fisiche a noi interesseranno le rap-
presentazioni irriducibili unitarie, dunque, per forza (Wigner ci dice cosi)
infinito-dimensionali.

38Possiamo fare riferimento alla sezione 5.1 delle note di Gambino Physical law should
have mathematical beauty.Gambino per la dimostrazione dell’algebra del gruppo di
Poincaré.

3% Abbiamo anche visto in (3.6.4) che le TP non commutano con le TL.
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Una breve osservazione. Dalla teoria dei gruppi, ed in particolare dalla
teoria delle rappresentazioni, sappiamo che possiamo avere rappresentazio-
ni diverse per uno stesso gruppo. P* con la rappresentazione differenziale
(3.6.12) ha lo svantaggio che ¢ di dimensione infinita, ma il vantaggio di
essere unitaria. Se invece dessimo a P* una rappresentazione matriciale 4x1
avremmo una rappresentazione finita, ma con lo svantaggio di non essere
unitaria.

Di solito si utilizzano rappresentazioni unitarie per gli stati, in modo da
conservare la norma nel tempo (e per poter utilizzare ’operatore di evoluzio-
ne temporale U), invece, per le osservabili (gli operatori) conviene utilizzare
le rappresentazioni finite, in modo da saperli scrivere.

Vediamo che il gruppo 1SO(1, 3) ha ancora rango 2 poiché tra i generatori
J', K, P' e PY possiamo solo sceglierne 2 che commutino tra loro. Si verifica
facilmente guardando per un secondo ’algebra.

3.6.2 Casimir del gruppo di Poincaré

Visti chi sono i generatori e qual é I'algebra del gruppo possiamo cominciare
a pensare chi sono gli operatori di Casimir del gruppo di Poincaré. In gruppi
non semisemplici, come [1SO(1,3) (poiché contiene le traslazioni, che sono
un gruppo abeliano), gli operatori di Casimir esistono, ma non li possiamo
trovare utilizzando solo il rango, ovvero sfruttando il teorema di Racah, dob-
biamo costruirli esplicitamente usando I’algebra di Lie e cosa pit importante
sono legati a quantita fisiche conservate nelle rappresentazioni irriducibili.

Un primo operatore di Casimir puod essere trovato notando che la "lun-
ghezza" del vettore P* dev’essere invariante per trasformazioni del gruppo
di Poincaré per definizione, quindi, ¢ un operatore di Casimir:

pP? = p,P". (3.6.18)

11 secondo Casimir ¢ il quadrato dell’operatore che viene chiamato operato-
re di Pauli-Lubanski, che é un operatore completamente antisimmetrico,
definito come:

WH = %é“mgPl,Mp(7 (3.6.19)

per il quale valgono:
W-P=0 , [WH PY] = 0. (3.6.20)
In cui sia il prodotto scalare che il commutatore di W#* e P¥ sono nulli per

simmetria e per colpa della presenza di e#**?; questi vincoli comportano che
solo 3 componenti di W# siano indipendenti.
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Inoltre, WH* si trasforma come un quadrivettore, cosi come P*. In
particolare si ottiene:

-

Wo=PF.J (3.6.21)
W=PJ-PxK (3.6.22)

con J = L+ 5 se consideriamo anche rotazioni intriseche e quindi ricordiamo

la definizione di M* (3.5.48).

Il secondo operatore di Casimir abbiamo detto essere W2. E facile
verificare che P? e W2 commutano con tutti i generatori del gruppo di
Poincaré.

Come abbiamo gia detto, le rappresentazioni unitarie del gruppo di Poin-
caré sono infinito dimensionali, sono state classificate da Wigner” in termini
degli operatori di Casimir.

E interessante trovare gli operatori di Casimir del gruppo di Poincaré
poiché li utilizziamo per etichettare non degli stati fisici quantistici generici,
ma li utilizziamo proprio per etichettare le particelle elementari.

3.6.3 Interpretazione autovalori degli operatori di Casimir

Nella sezione §3.6.2 abbiamo definito un operatore di Casimir come il qua-
drato dell’operatore di Pauli-Lubanski (3.6.19), ma non ci siamo molto pre-
occupati del senso di quella definizione, ci siamo semplicemente fidati dei
due fisici che gli hanno dato il nome. Proviamo in questa sezione a capire
meglio l'interpretazione fisica che si puo dare al vettore (3.6.19), come esso
sia legato allo spin e quale etichette ci danno gli operatori di Casimir.

Notiamo che il primo operatore di Casimir é:
PtP, = PPy — P-P = E? — |P|* = m? (3.6.23)

che non ¢é altro che la relazione di mass-shell, per cui, se abbiamo detto che
gli stati fisici saranno etichettati dagli autovalori degli operatori di Casimir,
allora i nostri stati saranno etichettati, per quello che riguarda P2, da m.
Gli stati che considereremo avranno massa definita.

Saremmo molto tentati, forse forzati dalla Meccanica Quantistica, dal-
I'interpretare 'operatore W# semplicemente come lo spin. Perd cid non é
possibile, poiché l'intuizione di spin come momento angolare ¢ persa nel
momento in cui introduciamo i boost, che sono presenti perché inseriti in
M.

Quindi, possiamo fare un’affermazione abbastanza traumatica se ragio-
niamo in termini di Meccanica Quantistica non relativistica, ossia che, lo

40La scoperta delle rappresentazioni unitarie del gruppo di Poincaré & in realta dovuta
a E. Majorana.
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spin non é pit un operatore di Casimir del gruppo di Poincaré.

Notiamo che se con il gruppo di Lorentz non avevamo in nessun modo
introdotto la massa, ma solamente lo spin, ora la massa € autovalore di un
operatore di Casimir del gruppo di Poincaré. Dunque, utilizziamo la massa
come etichetta per i nostri stati, insieme all’informazione del vettore W*#,
che sara comunque legato allo spin. Per questo motivo le rappresenazioni
irriducibili del gruppo 1SO(1, 3) identificano completamente (tutte) le carat-
teristiche delle particelle fondamentali. Grazie a queste etichette possiamo
distinguere particelle con spin uguale, poiché abbiamo come informazione
anche m.

Per capire come interpretare W# dobbiamo distinguere un paio di situa-
zioni, ma vedremo comunque che lo spin in qualche modo rientrera nella
conversazione. Continueremo il discorso anche nella sezione §3.6.4.

Prendiamo una particella massiva, con massa m, e mettiamoci nel suo
sistema di riferimento di riposo, in cui:
- Wi = —ImePF M, = —mJ’
P = (m,0) = 2 J (3.6.24)
w0 =0

abbiamo utilizzato le definizioni (3.5.36), in cui ricordiamo che J & il genera-
tore di una rotazione in 3 dimensioni. Pero, identifichiamo J? con lo spin S¢,
poiché possiamo notare che J° non puo essere il momento angolare orbitale
essendo L = 0 nel SR di riposo.

Dunque, vediamo da (3.6.24) che il vettore di Pauli-Lubanski, per una
particella massiva nel suo sistema di riferimento di riposo, ¢ identificato
con il vettore di spin. Sappiamo bene che 'operatore di Casimir, colui che ci
fornisce con i suoi autovalori le etichette degli stati fisici, & W2, ma sappiamo
anche che gli autovalori di S? sono s(s+ 1) (abbiamo per questo 2s + 1 gradi
di liberta), quindi scriviamo:

Wi=-mS = W?=WH!W,=W§-W?=-m?s(s+1). (3.6.25)
Concludiamo dunque che per una particella massiva W?2 ¢ la generalizzazione
dello spin introdotto in Meccanica Quantistica non relativistica, in cui s
assume valori discreti 0, %, 1,....

Questa rappresentazione ¢ etichettata dalla massa m e dallo spin s. Come
facciamo in MQ), diversi stati fisici all’interno della rappresentazione saranno
etichettati dagli autovalori di S, ovvero 2s + 1 termini {—s, —s+1,...,5—
1, s}, e dagli autovalori continui di P;. Le particelle massive con massa m,
spin s, terza componente s e tri-impulso P’ hanno 2s + 1 gradi di liberta.
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Ora, analizziamo il caso di particella massless. Abbiamo:
PP, =0 (3.6.26)

quindi, gli autovalori dell’operatore di Casimir P? sono nulli, e avendo la
definizione (3.6.19) di W*, allora anche:

P'W,=0 , W'W,=0. (3.6.27)

Complessivamente abbiamo le condizioni:

PP, =0
PrW, =0 (3.6.28)
WHW, = 0

(la prima uguaglianza la abbiamo poiché P? = 0, mentre le altre due perché
stiamo contraendo 2 P*) e I'unico modo che abbiamo per soddisfare queste
3 condizioni ¢ che P* e W*# siano proporzionali:

W, Pt =aW, /WH =0
Pt =aWh — i = (3.6.29)
PPt =aP,P'=0
per questo scriviamo:
W, = hP, (3.6.30)

in cui chiamiamo il parametro h elicita e descrive il numero di componenti
indipendenti di uno stato massless. Non potendo pitu definire un sistema di
riposo, e di conseguenza lo spin, prendiamo h.

Se guardiamo 'azione di W# su uno stato fisico di massa zero abbiamo:

WH|p) = hP"|p). (3.6.31)

Guardando un sistema di riferimento non di riposo, in cui P* = (0, P"), si
puo vedere che:

el

_J

|P|
ossia, che lelicita é la proiezione dello spin sul vettore impulso. Cio ci fa
vedere quello raffigurato in figura 3.3. La relazione 3.6.32 la possiamo vedere
(vedi il file di conti se non ¢ chiaro) abbastanza facilmente. Assumiamo che
gli autovalori P* = PY = 0 e quindi necessariamente che P* = +P° #£ 0, in
questo modo abbiamo:

h

(3.6.32)

Wl=pP.J=pPJ* |  W3=pJ3 (3.6.33)
e dunque:

WO lp,h) = J-Plp,h) = W |p,h) = £P°J3 |p, h) = £ P [p, h) (3.6.34)



84 CAPITOLO 3. Gemme di teoria dei gruppi

da cui vediamo:

J-Plp,h) = hlp,h) (3.6.35)

ovvero quello visto in (3.6.32). Quindi h puo assumere solamente 2 valori, che
noi normalizziamo a +1; per questo abbiamo che le particelle mass-less hanno
solo 2 gradi di liberta. In questo modo spieghiamo anche la normalizzazione
del fotone.

5 5
- 2
P P
h positiva h negativa

Figura 3.3: Raffigurazione del tri-impulso e dello spin.

Facciamo qualche osservazione prima di concludere. A causa della presen-
za del tensore completamente antisimmetrico é**?? nella definizione di W*,
quest’ultimo si comporta come uno pseudo-vettore?!: cambia segno sotto
trasformazioni di parita. Di conseguenza, anche l’elicita h cambia segno per
parita (h — —h), perché sotto parita l'impulso P cambia segno, mentre lo
spin J no.

Inoltre, per stati massless con spin s # 0, la rappresentazione irriducibile
dell’algebra di Poincaré ammette solo due gradi di liberta fisici, corrispon-
denti a elicita +s, ossia a spin allineato o antiallineato rispetto all’'impulso
P. Attenzione pero, perché per le particelle mass-less parlare di spin € un po’
complicato, infatti non esistendo un sistema di riferimento di riposo (poiché
in ogni sistema di riferimento hanno sempre velocita v = ¢), non é possible
definire lo spin s; cid che definiamo (e guardiamo) é elicita h. Ad ogni
modo non ogni valore di spin & possibile, infatti, solo alcuni valori di s si
presentano nei modelli fisici (vedi ad esempio il fotone, il gravitone, etc.).
Ad esempio, il fotone ha spin 1 e due stati di elicita, il gravitone ha spin 2 e
due stati di elicita, i neutrini hanno elicita +1/2.

3.6.4 Piccolo gruppo

Possiamo addentrarci nell’'ultima sezione del capitolo e possiamo parlare di
quello che va sotto il nome di piccolo gruppo. Il piccolo gruppo, o gruppo
di Wigner, é il gruppo delle trasformazioni che mantengono invariato il qua-
drimpulso P* di una particella. Il piccolo gruppo Gp é un sottogruppo di

4] fatto che W* sia completamente antisimmetrico ¢ dato dalla presenza di J#, mentre
eh?P? fornisce solo la struttura pseudo-tensoriale.
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SO(1,3) e gli elementi trasformano come:
AM, PV = pH (3.6.36)

e sono anche indicate come rotazioni di Wigner. 1l piccolo gruppo é impor-
tante per la Fisica perché, in generale, per classificare le particelle si guardano
i due operatori di Casimir (vedi §3.6.2) e come si trasformano gli stati sot-
to trasformazioni del piccolo gruppo. Quindi, il piccolo gruppo determina i
gradi di liberta interni della particella, ovvero spin per le particelle massive
ed elicitd per quelle massless.

Nel caso di una particella massiva si ha:

e Le componenti di P* commutano tra loro, per cui gli autovalori for-
mano una base dello spazio di Hilbert H della particella libera, che
potremmo indicare con |p,§), in cui £ rappresenta tutti gli altri nume-
ri quantici (etichette), se necessari, per specificare la particella (come
spin, etc.).

e Esiste sempre una trasformazione di Lorentz che porta nel sistema di
riferimento di riposo, in cui si ha:

-,

PH = (m,0) = k*. (3.6.37)

e Tutte le rotazioni spaziali lasciano invariato k*, dunque, il piccolo
gruppo nel caso massivo ¢ SO(3).

e Tutte le rappresentazioni irriducibili del gruppo delle rotazioni sono
unitarie. Il che ci piace perché Wigner ci insegna che per conoscere 1’ef-
fetto di una trasformazione di Poincaré basta conoscere queste rappre-
sentazioni unitarie irriducibili. Puoi vedere negli appunti di Gambino
Physical law should have mathematical beauty.Gambino come agiscono
queste trasformazioni e come lo spin SU(2) emerga in modo natura-
le, senza dover ricorrere alle rappresentazioni irriducibili proiettive del
gruppo delle rotazioni.

Nel caso di una particella massless si ha:

* Anche in questo caso le componenti di P# commutano tra loro, per cui
gli stati |p, §) formano una base dello spazio di Hilbert H.

* Non ¢ possibile andare nel sistema di riferimento di riposo e si sceglie
allora un 4-impulso "standard":

P* = (E,0,0,F) = k", (3.6.38)

corrispondente a una particella che si muove lungo ’asse z.
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* Le trasformazioni di Lorentz che lasciano invariato k* formano il grup-
po ISO(2), composto da rotazioni nel piano trasverso (SO(2)) e tra-
slazioni (R?): questo ¢ il piccolo gruppo per una particella massless.

Tuttavia, le rappresentazioni irriducibili unitarie di 7.50(2) sono infinite-
dimensionali a meno che le traslazioni agiscano trivialmente. In fisica
delle particelle, si considerano solo tali rappresentazioni: cid riduce il
piccolo gruppo effettivo a SO(2).

Le rappresentazioni irriducibili unitarie di SO(2) sono etichettate da un
numero intero o semintero, che corrisponde all’elicita h della particella.
Questo implica che una particella massless con spin s ha solo due stati
fisici: h = =+s.

Concludendo, tutte le rappresentazioni irriducibili del gruppo di Poinca-
ré si possono classificare secondo gli autovalori degli operatori di Casimir,
dunque, in termini di m, s o h:

o P2 =pPrp, =m? >0, W2 = m?s(s + 1): gli stati sono etichettati
come |m,s) con s = 0, %, 1,... e rappresentano particelle di massa m
e spin s.

o P? = PrP, =0, W2 =0 e con WH = £sP*": gli stati sono etichettati
come |h) con h = +s con s = 0, %, 1,... e rappresentano particelle di
massa nulla ed elicita h.

o P? = PrP, =0, W? = k% > 0: gli stati rappresentano particelle di
massa nulla, con stati di polarizzazione che variano in modo continuo,
s continuo, e non sembrano avere applicazioni in QFT (almeno a livello
perturbativo), per cui sono stati non realizzabili in natura.

o P? = PrP, = m? < 0, rappresentano particelle, ad esempio i ta-
chioni, superluminari con v > ¢, dunque non realizzabili in natura
(inconsistenti con le interpretazioni fisiche usuali).

o P? = pPtP, =0, W? = 0: rappresentano il caso banale (scalare),
ovvero il vuoto quantistico, quindi lo stato con nessuna particella.

3.7 Schema riassuntivo gruppi

Dopo questo lungo capitolo molto astratto sulla teoria dei gruppi e prima di
passare nuovamente alla Fisica, vediamo in figura (3.4) un breve diagramma
riassuntivo del gruppo di Poincaré e dei gruppi visti. Ricordiamo i vari
componenti:

e SO(3): gruppo delle rotazioni spaziali in 3 dimensioni. I generatori
dipendono da 3 parametri, ¢ un gruppo compatto e chiuso, in piu é il
sottogruppo del gruppo di Lorentz SO(1, 3).
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Il gruppo O(3) ¢ il gruppo delle rotazioni spaziali in 3 dimensioni,
non necessariamente proprie, ovvero con det = =£1.

e Boost: non formano un gruppo, poiché ’algebra non ¢é chiusa.

e SO(1,3): gruppo delle trasformazioni proprie di Lorentz. E sottogrup-
po del gruppo O(1, 3) ed & formato da trasformazioni di Ll (proprie ed
ortocrone), ossia da: Rotazioni + Boost. Le trasformazioni di SO(1, 3)
formano un gruppo chiuso, ma non compatto.

e O(1,3): gruppo di Lorentz. 11 3 e I’1 indicano quanti elementi positivi
e negativi ci sono nella metrica.

e Traslazioni: sono trasformazioni che formano un gruppo abeliano, non
compatto.

e I1SO(1,3): gruppo di Poincaré, formato da: SO(1,3) + Traslazioni. E
un gruppo non compatto per via della non compattezza delle traslazioni
e dei boost.

S0(1,3)

Traslazioni

Boosts

Figura 3.4: Schema riassuntivo gruppi.

Quello che faremo ¢ costruire una teoria proprio sul gruppo 150(1,3).
Cid vuol dire che costruiremo una teoria basata sulle leggi di invarianza del
sistema, ossia, costruiremo una teoria, in questo caso, relativistica.

Costruiremo un’azione invariante per tutte le trasformazioni che rispec-
chiano tutte le leggi di invarianza della Relativita Speciale, cioé, tutte le
trasformazioni del gruppo di Poincaré.

Potremo descrivere il sistema quantistico-relativistico tramite una rap-
presentazione irriducibile del gruppo di Poincaré, poiché nel gruppo ci sono
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i suoi generatori, tra cui H che descrive la dinamica del sistema (in Fisica
classica tramite ’equazione di Hamilton-Jacobi e in Meccanica Quantistica
con I'equazione di Schrodinger).



Capitolo 4

Campo locale e il suo
comportamento sotto
trasformazioni del gruppo di
Poincaré

Abbiamo detto nel capitolo §1 introduttivo che il nostro scopo é quello di
creare una teoria quantistica che possa trattare sistemi con oo gradi di li-
berta e che sia relativistica. Abbiamo anche detto che possiamo inserire la
Relativita Speciale nella teoria passando per la teoria dei gruppi, ed in par-
ticolare, utilizzando l'invarianza della teoria per trasformazioni del gruppo
di Poincaré.

Per alzare i gradi di liberta dei sistemi, abbiamo detto, che partiremo da
un campo classico e che lo renderemo quantistico tramite la seconda quan-
tizzazione, ma questo salto lo faremo solo nel capitolo §7. Non ci siamo
dilungati molto sul concetto di campo, poiché ben noto dalla Fisica classica.
In termini matematici, un campo é una funzione dipendente da un certo
numero di variabili. In termini fisici, un campo, ad esempio il campo gravi-
tazionale, &€ un oggetto che possiamo pensare come ad una funzione di spazio
e tempo che pervade tutto lo spazio circostante e ne cambia le caratteristiche
(ad esempio ne cambia la geometria). Sappiamo, inoltre, che possiamo vede-
re l'azione di questo campo mettendo un oggetto (test), sensibile al campo,
nella sua regione di azione e studiandone il comportamento.

Attenzione pero, i campi classici (gravitazionale, elettrico, etc.) sono
funzioni di spazio e tempo, ma quello che noi costruiremo nella nostra teo-
ria quantistica relativistica, sara il corrispettivo della funzione d’onda della
Meccanica Quantistica. La funzione d’onda della MQ non relativistica perde
completamente di significato nel momento in cui relativizziamo la teoria. Il
nuovo campo, dunque, rappresentera il sistema e non sara pitt una semplice

89
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funzione di tempo e spazio, ma un operatore!. Le funzioni d’onda le ritro-

viamo come pesi degli operatori di creazione e distruzione quando creiamo
Poperatore di campo quantistico (vedi I’Appendice G).

Il concetto di campo e la sua quantizzazione li analizzeremo nel capitolo
§7, mentre ora capiamo perché vogliamo scrivere una teoria locale, com’e
definito un campo in senso locale e come i diversi tipi di campi che pos-
siamo avere si trasformino sotto le trasformazioni del gruppo di Poincaré.
Il riferimento per questo capitolo & Physical law should have mathematical
beauty.Ramond:1981pw.

4.1 Teoria locale

Facciamo un’osservazione ancora prima di iniziare. La localita nella nostra
teoria non & importante, ma fondamentale. Una teoria locale garantisce le
trasformazioni finite, ossia, garantisce che una serie di trasformazioni infini-
tesime si traduca in una finita. Ricordiamo che che non ci andava bene nel
capitolo §1 il fatto che sviluppando la radice dell’hamiltoniana comparivano
infinite derivate e rendevano la teoria non locale. Per questo motivo non
scriveremo mai termini del tipo:

L= [ dadyo@om (4.1.1)

in cui i campi ¢(Z,t) e ¢(¥,t) sono legati in punti Z # . Questo ci garantisce
di avere lagrangiane locali e dunque teorie locali. Una lagrangiana del tipo
(4.1.1) permette a ¢(x) e ¢(y) di interagire in modo istantaneo nello spazio-
tempo e quindi di rompere la localita. La localita implica che le interazioni
avvengano solo in punti coincidenti nello spazio-tempo. Vedi i discorsi sulla
localita nella sezione §8.2.3.

Uno dei motivi per cui si utilizza una teoria di campo per la Fisica
Classica ¢ quello di implementare la localita.

4.2 Campo classico

Prima di addentrarci nella definizione di campo in Teoria Quantistica dei
Campi, parlando di lagrangiane, azioni, minimizzazioni e cose complicate,
proviamo a capire come possiamo descrivere una Teoria di Campo Classica,
che descrive un sistema classico con infiniti gradi di liberta. Sembra una
sezione completamente inutile e una perdita di tempo, e forse per certi versi
lo ¢ (e io I'ho sicuramente pensato all’inizio), ma in realta ¢ lo strumen-
to migliore che abbiamo per avere in mente un’immagine (seppur pittorica)

'Ricorda il discorso sui ruoli di tempo e spazio nella teoria.
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di che cosa possa effettivamente essere un campo. Quindi, analizziamo un
campo classico solo per riuscire ad avere un’immagine nella nostra testa di
quello che poi diventera un campo quantistico. Per fare cio ci aiutiamo con
la sezione §1.8 di M. Kaku Physical law should have mathematical beau-
ty. Kaku:1993ym.

Il processo che rende le coordinate ¢ e p' delle quantitd quantizza-
te lo chiamiamo prima quantizzazione, invece, il processo che permette di
quantizzare i campi, rendendoli degli operatori quantistici, é detta seconda
quantizzazione.

Vogliamo passare da 3 gradi di liberta a oo gradi di liberta. Consideriamo
un sistema classico, ad esempio possiamo prendere un sistema di N masse
m, tutte attaccate tra loro tramite delle molle. Il sistema lo possiamo vedere
nella figura 4.1.

" e 5

Figura 4.1: Sistema di masse m collegate tramite molle

La lagrangiana di un sistema di questo tipo sard, prendendo x, la coor-
dinata che descrive la posizione delle masse:

1

N
L= Z:l er (2) - 51{ (2r — 2ry1)? (4.2.1)

in cui k é la costante elastica delle molle. Ora, partendo dal nostro sistema
discretizzato, immaginiamo di estendere al continuo (ovvero andare ad oo
gradi di liberta) il sistema, il che vuol dire immaginare che le masse siamo
sempre pitl vicine tra loro, in modo che z, possa variare con continuita. Se
pensiamo che a coppie le masse siano separate da una distanza e, allora per
fare il limite al continuo possiamo fare € — 0, o equivalentemente N — oo.
I due limiti sono equivalenti perché se mandiamo ad infinito il numero di
masse € la stessa cosa che chiedere che esse siano infinitesimamente vicine.
Riscriviamo in modo comodo la lagrangiana:

N 2
Lz, i) = Z% % (#2) - k@::“) (4.2.2)
r=1
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le cui quantita, quando facciamo il limite € — 0, diventano:
e — dx
Ty — ¢(z, 1)

(4.2.3)
(4.2.4)
r — d(z) (4.2.5)
(4.2.6)
(4.2.7)

ke — Y 4.2.7
(&r = zr41)” 0¢()\?

in cui interpretiamo il campo ¢ come estensione al continuo della variabile ci-
nematica x,., ovvero passiamo da un insieme discreto di punti ad una funzione
continua (N — R) e in questo moto il campo rappresenta una perturbazione
che pervade tutto lo spazio e indica lo spostamento della particella nella po-
sizione = al tempo t. Abbiamo indicato con p la densita lineare di massa e
con Y il modulo di Young. Possiamo guardare la figura 4.2 per un’immagine
pittorica rappresentativa di un campo classico.

N— oo
_ >
m €0

Figura 4.2: Immagine pittorica di un campo classico.

Se a questo punto ci mettessimo a scrivere I’equazione di Eulero-Lagrange
della lagrangiana:

2
L(¢(x), d(z)) = / de [mx) _y <a§fj>) (42.9)
troveremmo:
¢ p ¢

che ci é familiare, poiché non ¢ altro che ’equazione delle onde unidimen-
sionale per un sistema che si muove a velocita /Y/u. Questo fatto ¢ molto
importante perché (4.2.10) ci dice che ¢ é un’onda.

Noi quando faremo Teoria Quantistica dei Campi scriveremo delle la-
grangiane del tipo:

L((x), 80(x)) (1.2.11)
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in cul indichiamo:

o 0
Op=1|—=,— 4.2.12
" ((%’ (%UZ) ( )
cosa necessaria dal momento che dobbiamo lavorare nello spazio di Minkow-

ski quadridimensionale. Utilizzeremo la densita lagrangiana £, che é quella
che fa partire il tutto perché permette di calcolare:

L= / Px L(¢, 0,0) (4.2.13)

e successivamente:
S = /d4:1;£ = /dtL. (4.2.14)

A onor del vero, ci riferiamo alla seconda quantizzazione quando pren-
diamo un campo classico ¢(Z,t) e lo quantizziamo, ovvero, lo eleviamo al
ruolo di operatore q@(m/‘) e diciamo come opera, il che equivale a definirne
I’algebra. Analizzeremo tutto meglio e in modo piu formale nel corso delle
note.

4.3 Definizione di campo locale

Nella meccanica classica del punto materiale, un sistema é descritto da un set
di coordinate {¢;} e dalla lagrangiana L({qg;, ¢;}), dipendente dalle coordinate
e dalle rispettive velocita. Inoltre conosciamo il principio di minima azione:

55 =6 [ atLgi(t) () (4.3.1)

t1
che ci permette di ottenere le equazioni del moto:

oL 4oL _ (43.2)
Jdgq;  dt 0g;

Il principio di minima azione ci dice che la particella (il nostro sistema) pre-
ferisce il cammino (la traiettoria data dalle equazioni del moto) con energia
minima.

Quando scriviamo una teoria di campo il ruolo delle coordinate gene-
ralizzate {¢;} & assunto dal campo ¢(Z,t), in cui l'indice discreto i viene
rimpiazzato dal vettore posizione Z, con z che varia con continuita. Al posto
delle equazioni del moto avremo le equazioni di campo. Ricordiamo perd che
la posizione x non é pitt un’operatore, bensi solo pitl un’etichetta, o meglio,
un parametro che etichetta il campo ¢. In questo modo x assume lo stesso
ruolo di ¢ ed ogni campo sarad etichettato dai valori di & e t. Ovviamente,
in un singolo punto (#,t) ci possono essere piu campi diversi, per questo
utilizzeremo un’indice aggiuntivo per distinguerli ¢4 (Z,¢). Ogni campo si
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estende (descrive) su un numero infinito di valori delle coordinate. I cam-
pi ¢, vengono associati ad una lagrangiana che ne determina 1’evoluzione
temporale.

La teoria che studieremo noi sara una teoria di campo locale, per cui la
dinamica del sistema non collega punti diversi dello spazio istantaneamente.
In altre parole, rispetteremo sempre i principi della Relativita Speciale (e di
conseguenza la causalita). Definiremo? una densita lagrangiana £(z*) che
dipende da Z e t attraverso i campi ¢, e éa:

L(x") = L(da(2"), Oudpa(z")) (4.3.3)

per cui avremo:

L(t) = / BrLt) | S= / Qo £ (Ga(@), Duda(a?)) . (4.3.4)

Nelle teorie di campo locali, i campi, in qualsiasi regione spaziale finita R,
comunicano con lo spazio esterno ad R solo attraverso il loro comportamento
sulla superficie ¢ di R, ossia il bordo, e dunque le sue condizioni al contorno
(vuole sostanzialmente dire che non ci sono buchi o singolarita). E proprio
in questo modo che impediamo la violazione della causalitd, ad esempio
impediamo che una particella venga distrutta prima di essere creata. Per
questo motivo possiamo dire che per specificare i campi ovunque all’interno di
R, ovvero in ogni z* dello spazio e del tempo in R, sara sufficiente specificare
il valore dei campi in ogni punto interno ad R negli istanti ¢ e to, ed il valore
dei campi in ogni punto della superficie o negli istanti ¢ € [t1, t2].

Le regioni di cui parliamo sono rappresentate in figura 4.3. R ¢& 'area
interna al rettangolo e o il perimetro dello stesso.

Date queste condizioni, la lagrangiana ed il principio di minima azione
specificheranno 'evoluzione temporale dei campi V¢ tale per cui t1 < ¢t < to
all'interno di R, tramite le equazioni del moto (di campo).

Dunque, un campo locale crea una perturbazione in tutto lo spazio, ma
quando ¢ definito all’interno di una certa regione e noi lo conosciamo su tutto
il bordo, allora, possiamo prevedere la sua azione anche al di fuori di tale
regione grazie alle equazioni del moto e alle condizioni al contorno (di bordo).

Notiamo una cosa riguardo le equazioni del moto. Nella meccanica clas-
sica del punto materiale le equazioni del moto sono equazioni differenziali,
una per ogni coordinata spaziale, in cui compare la derivata totale rispetto
al tempo. Per una teoria di campo locale abbiamo 1 equazione differenziale

2Sicuramente la costruiremo in modo che sia invariante per trasformazioni del gruppo
di Poincaré, in modo che ci conduca ad una teoria relativistica, ma avremo anche altre
linee guida da seguire per rendere la nostra teoria fisica. Accenniamo a tali regole quando
verso la fine parliamo di teorie interagenti (vedi la sezione §9) e discutiamo di che cosa
dobbiamo fare per avere teorie rinormalizzabili. Ad ogni modo non sara oggetto del corso
la rinormalizzabilita della teoria.
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Figura 4.3: Rappresentazione regioni di un campo locale. Vedi Sterman
Physical law should have mathematical beauty.Sterman:1993hfp.

Voq, in cui compare sia la derivata rispetto al tempo che le derivate rispetto
le 3 coordinate spaziali. Le equazioni del moto indicano I’evoluzione del si-
stema da t1 a to all’interno di R e nella figura 4.3 é come se ci permettessero
di muoverci con il segmento Py P, da t; a to, coprendo tutta R.

4.4 Comportamento dei campi locali per trasfor-
mazioni di Poincaré

Vediamo in questa sezione come si comportano i campi locali (scalari, spi-
noriali o vettoriali) per trasformazioni del gruppo di Poincaré. Cid ci sara
utile quando cercheremo le equazioni del moto.

Consideriamo una funzione f del punto P(z*) dello spazio tempo. In un
sistema di riferimento inerziale in cui P si trova in *, la funzione sara f(z#),
in un altro sistema di riferimento inerziale, in cui P si trova in 2#, la funzione
sara f(z'"'). Dobbiamo capire, non solo come cambiano le coordinate, cosa
che in realta sappiamo gia dalle trasformazioni dei sistemi di riferimento, ma
dobbiamo studiare attentamente come cambi la forma funzionale del campo
quando ci spostiamo in diversi sistemi di riferimento. Per trasformazioni
infinitesime® dei sistemi di riferimento, del gruppo di Poincaré ad esempio:

o't =gt 4 szt (4.4.1)

3Useremo sempre trasformazioni infinitesime poiché consideriamo gruppi continui. Le
trasformazioni discrete le vedremo in un capitolo a parte.
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la variazione totale sul campo f sara:

Af = f'(a") = f(z) = f'(x + dz) — f(x) (4.4.2)
= f(z) — f(z) + 3uf/(x)(5x“ + O [(595)2]

3 . .o ! . . . .
all’ordine pit basso, per 9, f'(z), possiamo approssimare la derivata come:

Ol (@) ~ Oy f (4.4.4)

in cui notiamo che la differenza tra d,f" e 0,f ¢ di ordine dz,* quindi tale
che:
Ouf'dxt = 0, foxt + O[(dz)%. (4.4.7)

Se facciamo (4.4.4), allora abbiamo:
Af=0f+0ufoxt (4.4.8)

in cui indichiamo con §f = f/(x) — f(z). Individuiamo in (4.4.8) il primo
termine come la variazione di f dovuta al cambiamento della forma funzio-
nale di f, mentre il secondo come un termine di trasporto, che tiene conto
della variazione di f dovuta alla variazione di . Vediamo dunque che la
variazione totale A é data dalla variazione della forma funzionale J, piu la
variazione di f indotta dalla variazione delle coordinate dz#0,. In forma
operatoriale possiamo scrivere la (4.4.8) come:

A =6+ 5219, (4.4.9)

Spiegando leggeremente meglio (perché io non avevo capito). Nell’ope-
ratore (4.4.9) abbiamo i termini:

e Af ciindica la variazione totale del campo, ovvero quanto esso varia
se ci spostiamo nel punto z’. A volte la si puo chiamare variazione
comovente di f. K la calcoliamo come:

Af = f(z)) — f(a). (4.4.10)

e 0 f & la variazione intrinseca del campo f e ci dice quanto cambia f in
uno stesso punto x:

5f = f'(x) — f(x). (4.4.11)

*Lo vediamo perché da (4.4.1) abbiamo la variazione f' = f 4+ §f, in cui §f ¢ una
differenza. Se differenziamo la variazione della forma funzionale otteniamo:

Opf' = 0 (f +6) = 0uf +5 (1) (4.4.5)

in cui perd abbiamo § (9, f) che ¢ ancora una differenza, che & piccola se dz* & piccolo. Se
moltiplichiamo (4.4.5) per dz* allora possiamo vedere:

Ouf 6z = 0, fox + 6 (0uf) o (4.4.6)

in cui il secondo termine della somma ¢ di ordine (6z)?, dunque trascurabile.
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e 0zt f ¢ il termine di trasporto che ci dice la variazione indotta su f
da quella sulle coordinate.

Potremmo per questo scrivere:

Variazione fisica . Spostamento dovuto al
= Variazione al punto fisso + . . .
(comovente) cambio di coordinate

Avendo tre termini, in base al tipo di trasformazione che facciamo, po-
tremmo ricadere in situazioni in cui alcuni si annullino. Se consideriamo
una trasformazione puramente geometrica, quindi una trasformazione delle
coordinate, allora il campo fisico non cambia® e abbiamo:

Af=f(a')— f(x) =0 = of =—02"9,f. (4.4.13)

Se invece consideriamo solo una simmetria interna, quindi variamo il campo
f — f + a di una certa quantita, allora abbiamo che le coordinate restano
invariate, quindi:

ot =0 = Af=46f. (4.4.14)
Ci sara utile ricordare nel prossimo capitolo che queste considerazioni

valgono anche per la (densitd) lagrangiana e 'azione. In particolare vale la
relazione:

AL = 6L + 6210, L (4.4.15)

SFacendo z — x + a fisicamente, il punto dello spazio-tempo ¢ lo stesso, ma le sue
coordinate sono cambiate. Allora la stessa configurazione fisica del campo deve soddisfare:

¢'(z) = ¢(2) (4.4.12)

perché il valore fisico del campo in quel punto non dipende dal nome delle coordinate che
usiamo per etichettarlo. Stiamo solo cambiando “etichette” ai punti.
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e, per rimanere generici6:

AS = /d% AL+ /5 (d*z) L. (4.4.19)

Il piano di lavoro per questa sezione, ricordandoci sempre della definizione
di campo locale ¢(z) che abbiamo, sara quella di studiare i tipi di campi
utili per formulare le teorie a cui siamo interessati, ovvero campi scalari,
spinoriali e vettoriali. Successivamente, studiamo come gli specifici campi si
trasformano per trasformazioni di Lorentz e Poincaré, e in base alle proprieta
di trasformazione impariamo a scrivere degli invarianti, in termini dei campi
che abbiamo a disposizione. In particolare, scriveremo delle combinazioni
di campi che siano invarianti di Lorentz e con delle altre proprieta bem
definite. Gli invarianti che troveremo saranno utilizzati per costruire I’azione
(successivamente alla lagrangiana) della teoria a cui siamo interessati.

4.4.1 Campo scalare

Un campo scalare, che indichiamo con ¢ e come abbiamo visto nella sezione
§3.5.7, corrisponde alla rappresentazione, data da SU(2)®SU(2), (0,0) fatta
da matrici 1x1, cioé scalari.

Sappiamo che ¢ ¢ una funzione di z* che ha lo stesso valore in tutti
i sistemi di riferimento inerziali legati tra loro da una trasformazione di
Lorentz, essendo un’invariante di Lorentz:

¢'(z') = ¢(z) (4.4.20)
il che comporta:

Ap=06p+ 62", =0 = &¢=—02"0,0. (4.4.21)

5Non ho trovato il modo (forse la voglia) di scriverlo in un punto piit consono, ma
ricordati di questa nota quando vedrai il teorema di Noether se sarai confuso. In generale,
ricorda anche che potremmo confondere le definizioni di AS e §.S poiché ¢ facile dimostrare
(ci sono i conti nel file aggiuntivo) che essi differisono solo per un termine di superficie,
che non ci interessa. Infatti in generale possiamo scrivere:

68 = S'[z] — S[z] = /d4a: (L' (z) — L(2)) = /d% oL (4.4.16)
e nel caso in cui abbiamo 6L = 9, F* (con F* generica), allora abbiamo:
88 = / d*z 9, F* (4.4.17)

e di conseguenza, imponendo delle condizioni di bordo, la situazione:
65 =0 (4.4.18)

dunque l'invarianza dell’azione e una simmetria del sistema. Per questo diciamo che nel
caso in cui 6L = 9, F" allora abbiamo una simmetria. Dunque diciamo che, essendo un
termine di bordo la differenza, §S e AS li possiamo confondere.
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Ci possiamo chiedere come trasformi un campo scalare per trasformazioni
di Poincaré. Cominciamo a vedere le traslazion: spazio-temporali. Conside-
riamo traslazioni infinitesime:

e o (4.4.22)

in cui abbiamo scritto la relazione (4.4.1) con dz# = & quadrivettore. La
relazione (4.4.21) diventa:

A =5 + 'Oy = 0 (4.4.23)

che diventa:
d¢p = =0, = —ie" Py (4.4.24)

in cui abbiamo inserito al posto della derivata 0,, 'operatore impulso (co-
me abbiamo imparato dalla teoria dei gruppi). Vediamo che § — —¢#d,
¢ un’operatore differenziale. Abbiamo quindi che una traslazione spazio-
temporale delle coordinate z*, induce sul campo scalare una trasformazio-
ne d¢, generata dall’operatore impulso P,. Se scriviamo la trasformazione
utilizzando 'operatore 0, stiamo utilizzando una rappresentazione infinito
dimensionale, mentre quando prendiamo P, abbiamo una rappresentazione
finito dimensionale, dal momento che P, ¢ un quadrivettore dello spazio di
Minkowski.

Noi abbiamo considerato una traslazione infinitesima, ma per una tra-
slazione finita possiamo scrivere:

=1 +...)p = ¢ =Ty (4.4.25)
dove individuiamo 'operatore di traslazione (nello spazio-tempo):
e " P, (4.4.26)

Quello che abbiamo visto, pud sembrare banale, ma non lo ¢. La rela-
zione (4.4.25), cosi come tutte le altre che vedremo, ci permette di vedere
come cambia il nostro campo, che ricordiamo descrivere 1’elvoluzione spazio-
temporale del nostro sistema, per trasformazione di coordinate.

Ora, analizziamo come trasforma un campo scalare per trasformazio-
ni di Lorentz del gruppo SO(1,3). Per quello appreso per le traslazioni
spazio-temporali possiamo aspettarci accada una cosa analoga, ma al posto
di ritrovarci con 'operatore P, troveremo l'operatore M, , generatore del

gruppo.
Come prima avremo:

¢(z) =¢(r) = A¢=0¢+ 052", =0 (4.4.27)

da cui vediamo:

5¢p = —62"0,¢ (4.4.28)
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in cui possiamo scrivere:
ozt = ez, (4.4.29)

con P che sono i parametri completamente antisimmetrici delle trasforma-
zioni di Lorentz (che nella sezione §3.5 avevamo chiamato w/), e riottenere:

8¢ = —e"P 2,0, (4.4.30)

e possiamo di nuovo trovare § — —e"”x,0,, essere un’operatore differenzia-
le. Ora, con che operatore identifichiamo 'operatore differenziale che opera
sul campo scalare ¢? Ricordando quello detto a rigurado degli oggetti sim-
metrici o antisimmetrici nella sezione §2.2.5 e il fatto che ¢ sono parametri
completamente antisimmetrici, possiamo esplicitare nella scrittura di § la
parte antisimmetrica di x,0,,:

0= —el2,0, = —%5“’) (xp0y — x,0,) (4.4.31)

in cui ci viene facile identificare gli operatori M,, = —i (x,0, — x,0,) gene-
ratori delle trasformazioni di Lorentz, che contine egli operatori di momento
angolare (p, p — 1,7) e dei boost (i, p — ¢,0). Quindi, per trasformazioni di
Lorentz infinitesime possiamo scrivere:

i
06 = — 5" M (4.4.32)

in cui, appunto, M,,, sono gli operatori differenziali i cui indici sono opportu-
namente contratti con i parametri e## per formare un operatore globalmente
"scalare di Lorentz". Per una trasformazione finita avremo:

¢ = "2 Mup gy, (4.4.33)
Talvolta I'operatore differenziale e ~2°"”Mer viene anche indicato con A (senza
indici!). Quindi, possiamo concludere che una trasformazione di Lorentz
sulle coordinate z* induce sul campo scalare una trasformazione (tramite un
operatore differenziale) generata dai generatori M), delle trasformazioni di
Lorentz.
Altri esempi di campi scalari a cui possiamo applicare quello che abbiamo
imparato in questa sottosezione sono:

", sin ¢, cos ¢, (9,0) (0 ), 9,(0 ), .... (4.4.34)

Notiamo solo che la combinazione z#0,¢ ¢ Lorentz invariante, ma non Poin-
caré invariante, poiché la derivata 0, ¢ trasparente alle traslazioni, ma non
x#. Infatti, tale termine non va bene come invariante da inserire nella la-
grangiana.
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Notiamo in conclusione una cosa importante. Sappiamo che all’interno
di M, manca il termine S,,,, di spin, e c’¢ solo il termine di momento ango-
lare orbitale L, (oltre i boost), legato alla trasformazione delle coordinate.
Questa mancanza che troviamo ha senso perché il campo scalare é un ogget-
to di spin 0 (ricordiamo che ha rappresentazione (0,0)). Il termine di spin
S,.p torna in gioco quando consideriamo un campo che ha almeno un’indice,
come ad esempio un campo vettoriale come J,¢. Possiamo vedere da:

¢ =¢— w00 (4.4.35)

che il generatore della trasformazione ¢ iz, 0,¢, che pero é moltiplicato per
i parametro e*” completamente antisimmetrico. Dunque, é"Vx,0,¢ ¢ non
nullo solamente se moltiplichiamo e*” per la parte antisimmetrica di x,0,.

Allora abbiamo: )
56“” (2,0, — x,0,) (4.4.36)

e quindi il generatore della trasformazione (ricordando la definizione (3.5.48)
e rimuovendo S,,,) che é:
1
My, =Ly, = ) (2,0, — ,0,) (4.4.37)
che non ¢ altro che la generalizzazione del momento angolare. L, ha quat-

tro componenti, 3 ricostruiscono i momenti angolari L;, mentre la quarta
restituisce i boosts.

4.4.2 Campo vettoriale

Consideriamo ora, un campo vettoriale, ovvero un campo con almeno un’in-

dice, come ad esempio:
Oud (4.4.38)

con ¢ campo scalare. E un campo con spin 1. Ci chiediamo come si trasfor-
ma questo campo per trasformazioni di Lorentz. Abbiamo, dalla definizone
(4.4.9):

AOup = 60,6 + 62°0,0,,¢ (4.4.39)

che possiamo riscrivere come:
AOugp = [A, 04 + 0 A (4.4.40)

che diventa, guardando solo 'operatore e ricordando che A¢ = 0 visto che

¢ € uno scalare:
A0, = [A,0,] (4.4.41)

che € una relazione valida solo per campi scalari e non in termini generali.
Possiamo espandere i conti della (4.4.41) ricordando la (4.4.9):

[A,8,] = [6,0,] + [627 0y, ] (4.4.42)
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in cui vediamo che il primo commutatore & nullo dal momento che § & lineare
(essendo una semplice differenza) e vale 0,¢ = 0,0¢ (essendo 0, lineare).
Continuando i conti troviamo:

[A,0,] = [627D,,0,] = [£"P3,0,,0,] (4.4.43)

in cui abbiamo esplicitato il coefficiente della trasformazione di Lorentz €.
Immaginiamo di applicare” il commutatore (4.4.43) al campo ¢, che avevamo
rimosso nel passaggio per arrivare a (4.4.41). Utilizziamo la definizione di
commutatore:

06 = [, 8,06 = 72,0, 0,16 (1.4.41)
= e"Px,0, (0u0) — PO, (2,0,0) (4.4.45)
= e"Px,0, (0u0) — " (Oux,) (0v0) — €"P,0,0,¢ (4.4.46)

in cui possiamo notare che il primo e il terzo termine si annullano per via del
fatto che € ¢ completamente antisimmetrico e 9,0, ¢ simmetrico. Vediamo
anche che nel pezzo che rimane abbiamo d,2” = §,” che fa scomparire tutta
la dipendenza da x* e dalle sue derivate. Dunque:

Ay = =P8, (0yp) = =€, (0,0) = +e,” (0v9) (4.4.47)

abbiamo cambiato segno essendo £ completamente antisimmetrico. Ora,
ricordando che (4.4.39) vediamo:

A = 5(9,0) + 62°9,0,6 = +,* (9,0) (4.4.48)
— 5(0u0) = £, (0,8) — £ 2,0, (0u0) (4.4.49)

in cui possiamo gia vedere che il secondo termine, che dipendendo da z e
0p, conterrd momenti angolari orbitali e boost, mentre il primo termine,
non dipendendo da x e d,,, conterra il puro spin. Possiamo fare dei conti pit
espliciti, riscrivendo €, in qualche modo come €9 cosi da poterlo raccogliere:

6(0u9) = € gppg” 5 (0,0) — €750, (0u0) (4.4.50)

dove possiamo antisimmetrizzare sia g,,9", (nota che esce un’operatore che
ha una forma molto simile a M,,, ma senza la dipendenza da 2* o 0") che

250, (Opd):
6(0ud) = %E” [(9pu9” s — Gong”,) (0u) — (260, — 2,05) (Oud)]  (4.4.51)

= 36 [(=i(50),") (0u0) = (=iLay) (D8)] (4.4.52)
=L (S, (00) — L Ly (0,0) (4.4.59

"Ricorda che ha senso parlare del commutatore, ma solo quando lo applichiamo a
qualcosa e facciamo agire le derivate che ci sono all’interno su qualcosa.
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dove abbiamo indicato con L, il generatore che racchiude i momenti ango-
lari orbitali ed i boost nello spazio-tempo, mentre con Sy, il generatore che
comprende i momenti di spin (generatore che soddisfa la stessa algebra dei
momenti angolari, ma non dipende né da z* né da 0,). Ricorda che nell'in-
sieme dei generatori di Lorentz (gli M,, che avevamo visto) ci sono tutti gli
operatori che obbediscono a relazioni di commutazione di tipo momento an-
golare, quindi ci sono sia operatori tipo L,s, che riguardano trasformazioni
dello spazio tempo, ma anche operatori tipo S,s, che con lo spazio tempo
non ci hanno nulla a che fare non dipendendo né da z* né dalle sue derivate.
Quest’ultima osservazione ¢ molto importante perché rende la Teoria Quan-
tistica dei Campi molto pit ricca della Meccanica Quantistica, poiché ora
lo spin non dobbiamo inglobarlo a posteriori nella teoria, ma ¢ gia presente
vista tutta la fatica che facciamo nel costruire la teoria tramite la teoria delle
rappresentazioni e la teoria dei gruppi.

E proprio la proprieta di trasformare sia con una parte finita che con una
infinita a farci dire che il campo d,,¢ ¢ un campo vettoriale (dotato di spin)
e non uno scalare (con spin nullo). Nel campo scalare non avevamo delle
componenti da rimescolare, per cui era naturale non ritrovare la parte finito
dimensionale della trasformazione.

Da (4.4.51) possiamo vedere bene un fatto della teoria dei gruppi per cui
possiamo scrivere un operatore come prodotto diretto (scriviamo come som-
ma) di una parte finito dimensionale e una parte infinito dimensionale (ne
abbiamo parlato nella sezione §3.5.3). Infatti, abbiamo la parte finito dimen-
sionale S, che mescola solamente le componenti del campo non dipendendo
da z# o 9#, e una parte infinito dimensionale L, che fa trasformazioni non
banali (per via della presenza di z* e 9*);® in questo caso L, fa rotazioni e
boost. Se vuoi vedi gli appunti di Meccanica Quantistica 1 dove ne avevamo
gia parlato.

Il campo vettoriale, che in modo generico possiamo indicare con A", tra-
sforma secondo la rappresentazione (%, %), e nella sezione §3.7.8 del Schwich-
tenberg Physical law should have mathematical beauty.symmetry abbiamo
visto che esiste anche un’altra rappresentazione del campo come matrice

hermitiana 2x2 (ricordiamo la sezione §3.5.7):

(4.4.54)

0 3 1 P A2
A A:(A+A A+1A).

AV A2 A0 — A3

Le trasformazioni di Lorentz sono quelle che preservano il fatto che A = Af

8Le trasformazioni che mescolano le componenti di un campo sono collegate a simmetrie
interne (ad esempio per il campo spinoriale rappresentano la simmetria di spin), che non
cambiano la dipendenza dalle coordinate; le trasformazioni in una rappresentazione infinita
cambiano la dipendenza del campo dalle coordinate e rappresentano simmetrie di tipo
spazio-temporale.
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e lasciano det(A) invariante. Ad esempio, sono invarianti le combinazioni:
Ay (z)A () , 0,Au(2)0" AH(z) , 0,A"(x), ... (4.4.55)

e si possono avere sia campi vettoriali che pseudo-vettoriali (assiali) essendo
la parita definita.

4.4.3 Campo spinoriale

Vediamo in questa sezione le leggi di trasformazione degli spinori, ma lo fare-
mo un po’ maluccio e saremo giustificati dal fatto che nella nostra teoria dei
campi non si utilizzeranno spinori bidimensionali, poiché vedremo che hanno
proprieta che non ci piacciono, bensi useremo gli spinori a 4 componenti.

I campi spinoriali vengono anche chiamati campi di materia, in evidenza
del fatto che rappresentano particelle massive, a differenza dei campi vetto-
riali, che ad esempio possono rappresentare particelle massless come i fotoni.
Le rappresentazioni spinoriali, come visto nella sezione §3.5.7, del gruppo di

Lorentz:
9 ) ) ) 9 SE.

sono realizzate attraverso spinori a 2 componenti complesse che chiamiamo
¥ e Ypr (che sono collegati tramite trasformazioni di parita e complessa
coniugazione, il che rende gli spinori oggetti non banali da trattare e ci
permette di creare oggetti bilineari che comprendano sia il settore left che il
settore right e non solo uno dei due). Le proprieta di trasformazione sono:

wle) Vil = Al per (50) s
vnle) > Ve = Awn@) per (03) (@45

con Az, r matrici complesse 2x2 che rappresentano appunto la trasformazio-
ne indotta sugli spinori dalla trasformazione delle coordinate; ci aspettiamo,
parlando di spinori bidimensionali, che esse siano collegate in qualche modo
alle matrici di Pauli.

Quando la trasformazione ¢ una rotazione, sappiamo dalla rappresenta-
zione spinoriale di SU(2), essere:

[MEH

App=e'2" (4.4.59)
dove o; sono le matrici di Pauli, per cui vale:

olod = 61 4 iglikgh, (4.4.60)
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Vediamo che le matrici A; e A sono uguali poiché nei generatori (3.5.55)
del gruppo SO(1,3) gli operatori delle rotazioni J; compaiono con lo stesso
segno. Non sara pitli cosi con i boost.

Per i boost possiamo utilizzare una rappresentazione analoga a quella
delle rotazioni:

K=+_¢ (4.4.61)

che soddisfa tutte le relazioni di commutazione del caso (ricorda il capitolo
§3), dunque:

Ap =e3 (4.4.62)
Ap=e 37 (4.4.63)
e abbiamo in generale per una trasformazione di Lorentz:
Ap = €5 (@i (4.4.64)
Ap = et (@+im (4.4.65)

di cui dobbiamo ricordare che Ay e Ar sono legate da una trasformazione
di paritd e complessa coniugazione. Queste matrici forniscono una rappre-
sentazione del gruppo di Lorentz, che comprende rotazioni e boost, tramite
matrici di Pauli. Le proprieta importanti da ricordare delle nostre matrici di
trasformazione, ereditate dalle matrici di o e dimostrate nel file aggiuntivo
di conti, sono?:

A7t = AL
o?Apo? = A
AL g =0°Appo?
ALo?Ap =02

ma anche che: dato uno spinore 1, che trasforma come (%, 0) é possibile
costruire lo spinore 021/12 che si trasforma come (0 1):

'3
oX;  — PN = 02N o 0%} = ARa) (4.4.70)
T.L. ——’
AR

ovvero, 021/)2 trasforma con Ag, cioé come uno spinore R. Per vedere questa
trasformazione abbiamo utilizzato la proprieta (4.4.60). Questo ci dice che
esiste una trasformazione che ci fa passare da R ad L e viceversa.

9Nota che con ¢? si indica la matrice di Pauli numero 2 e non un quadrato. Utilizziamo
in particolare la 02 in quanto & l'unica a coefficienti complessi e che permette effettivamente
di fare una complessa coniugazione.
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Un’altra cosa che possiamo vedere ¢ che dalla composizione di due spinori

left (%, 0) ® (%, 0) si puo ottenere uno scalare, poiché:

<;,o> ® <;o> = (0,0) @ (1,0) (4.4.71)

infatti da (4.4.69), ricaviamo che dati due spinori xz, e xg vale:

X1o%r  —  XLALOPALYp = XL ALoPAL YL = xLo*Yr  (4.4.72)
T.L. ——

o2

ovvero, troviamo X%j()’QwL é un invariante per trasformazioni di Lorentz, e
dunque é uno scalare, cioé un’invariante. Quando invece prendiamo x; =
sz}"%, allora I'invariante diventa:

—iphar (4.4.73)

e stessa cosa vale per sziﬁR (definizione dei fattori ¢ non chiara).

Notiamo solo che tutti gli invarianti visti non sono reali, infatti ad esem-
pio passando da L ad R otteniamo il complesso coniugato (motivo per cui
mettiamo le 7).

Un problema che riscontriamo é che non € possibile scrivere un’invariante
di Lorentz usando spinori solo di tipo L, che appartiene a (%, O), oppure solo
di tipo R, che appartiene a (0, %) Infatti gli spinori bilineari che possia-
mo scrivere sono una combinazione left e right. Cerchiamo ora di fare un
ragionamento per capire come arriviamo a spinori bilineari di quel tipo.

Il modo piu semplice é quello di prendere vy, da cui possiamo costruirne
uno R, e poi moltiplicarlo con ¥r. Prendendo wzwL abbiamo invarianza
sotto rotazioni spaziali (essendo rappresentato da un operatore unitario):

o —  plemiTvesey — iy, (4.4.74)

ma cosi non € per i boost:

—

le, 1z 5.7 o -
Vi — e Mes? My = g T = Yl + i - Y] Fn + O(n).
(4.4.75)
Pero vediamo comparire la nuova quantita wzaiwL, che per una rotazione:

i —iGw i it&w i L (]
VLot — he i otes Ty = Yoty — Swiv {0l b
(4.4.76)
— ¢ty — Wil yr (4.4.77)
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dunque si trasforma come un trivettore (cambio segno); per una trasforma-
zione di boost diventa:

. L . 1. o
%/)EUZUJL — @ﬁEe—%a'nUZe%mWL = @DEUZUJL + §UJ¢E{O’Z7 o/} + O(n?)
(4.4.78)

=yl o'hr + 0l v + O
(4.4.79)

in cui ci siamo ricordati che {O‘i, ol } = 26%. Abbiamo quindi imparato che

LZJ};(/JL e wTLJi@Z)L per rotazioni trasformano in:

5 (%m) =YLy (4.4.80)

5 (w}aiwL> = ¢l (4.4.81)
e per trasformazioni di boost:

6 (wfer) =n'vlo'v (4.4.82)

s (w}aim) =niylr. (4.4.83)

Quindi se vogliamo costruire un quadrivettore possiamo scrivere:
whorun =i (ehue , vlFvr) (4.4.84)

in cui identifichiamo o* = (09, 0%) = (1, 0%).
Ovviamente esiste anche ’analogo per gli spinori right, in cui dobbiamo
solo cambiare un segno:

ke vn =i (Vhir . —vhdvn). (4.4.85)

Il problema a questo punto non é avere oggetti di dimensione "sbaglia-
ta" - ci siamo costruiti quadrivettori - ma non abbiamo degli invarianti di
Lorentz. Dobbiamo combinare (4.4.84) o (4.4.85) con un altro quadrivettore
(contraendo cosi gli indici) in modo da avere invarianti. Il quadrivettore pit
semplice che ci possa venire in mente é l'operatore di derivata 9, (che ha
anche la bella proprieta di essere invariante per traslazioni). Ovviamente
dobbiamo tenere conto che 9,, agisce sui campi, quindi possiamo farlo agire
sia su @Z)LR che su ¢, gr.

Alcuni esempi di invarianti bilineari dei campi spinoriali sono:

n

1+
Buhotr , VRT IR , Bl otpr, YoMy 5%0“ & r. (4.4.86)

Ad <
incui 0, = 3# — 0 ,. Nota che stiamo implicitamente combinando parte
left e right visto che dentro la o* ¢’¢ la 02 e dunque o"9r, ad esempio, in
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realtd & uno spinore left.

Inoltre, siccome questi spinori sono legati da trasformazioni di parita
(hanno parita opposta), gli indici possono solo essere composti combinando
11, e YR, cioé combinando le due rappresentazioni (%, 0) e (0, %) Capiamo
meglio cid. Con trasformazioni di parita, ovvero invertendo il segno delle

coordinate spaziali abbiamo!?:

g — J;
K —X % K
1 1
Ni= o (htik) —L s Nl=(J—iK)
1 1 . P 1 .
N =5 (Ji—iKi) ———— Ni=5(Ji+iK)

1 P 1
=0 _ 0, =
() (02)
0.ty —2 . (Lo
) 2 27
quindi passiamo da uno stato left ad uno right con una trasformazione che
non appartiene ad SO(1,3), bensi ad O(1,3). Abbiamo anche:
A%OOSt P All)%oost'

Se vogliamo costruire uno spinore che abbia proprieta di parita ben definite,
allora dobbiamo assemblare le rappresentazioni left e right, e lo facciamo
nel modo piu semplice possibile, costruendo quello che si chiama spinore
di Dirac. Infatti, partendo da v, e g possiamo costriure uno spinore a 4
componenti, appunto lo spinore di Dirac, come:

b= (5}2) (4.4.88)

e ci permette di passare ad una rappresentazione quadridimensionale data

= () NP (), - 4.4.2;9

0Basta vedere le trasformazioni AinAIT; e ApK,-AITp. Se vuoi ci sono i conti nel file
dedicato. Nota che I’inversione temporale fornisce:

J»; — Jl s Ki — —KZ'. (4487)
T T
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ovvero dei due spinori left e right di Weyl'!. Lo spinore di Dirac é importante
perché le sue proprieta di trasformazione di parita sono ben definite, infatti:

T @f) _ <2 3) (Zg) — ot (4.4.91)

dove abbiamo introdotto una nuova matrice 4x4, che chiamiamo ~g. Nel ca-
so volessimo "eliminare" una sola delle due componenti L o R e tenere solo
laltra, cioe, se volessimo proiettare (cioé tirar fuori) una delle due compo-
nenti, dovremmo introdurre un’ulteriore matrice 4x4 che abbiamo tutti zeri
a parte il blocco o in alto a destra oppure in basso a sinista (a seconda di
chi vogliamo proiettare). Per arrivare a cid introduciamo i proiettori:

% (1 + ) (4.4.92)

V5 = <_01 2) : (4.4.93)

Possiamo riscrivere gli invarianti che abbiamo trovato in termini di spinori
di Dirac. Per esempio:!?

dove definiamo:

ﬂg@h + ?/)TWR = Ty = Yy (4.4.95)
in cui definiamo:
P =y (4.4.96)
o anche:
1 1—
B (T/JT UME)M#L + @QE“?MZ)R) = 5#’7“?#1# (4.4.97)

dove definiamo altre 3 nuove matrici 4x4, oltre alla 7" gia vista:

y = < 0 ‘B) (4.4.98)

—0

" Nota che questa & una rappresentazione riducibile del gruppo di Lorentz. Caso diverso

invece € (%, O) ® (07 %) = (%, %) Infatti possiamo scrivere la trasformazione di ¢ come:

A1 0
" _ (G e
¥ > YV =AM oe0,nH)? = ( H A(o,;>> <wR). (4.4.90)

12Qua devi solo vedere il prodotto dei due quadrivettori. Infatti:

Yo +vivr = (vl wl) (i;) =10y (4.4.94)

in cui abbiamo messo la 7 per poter rigirare nell’ordine L, R lo spinore .
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che sono una specie di estensione quadridimensionale delle matrici di Pau-
li. Puoi guardare I’Appendice F per una trattazione completa delle matri-
ci di Dirac. Notiamo che quando scriviamo ~«*, 'indice g é un indice di
quadrivettore e sono matrici che rispettano I'algebra di Clifford:

{v" 7"} = 29" (4.4.99)
Non siamo stati molto precisi, ma valgono le seguenti definizioni:
ot =(1,5) , o"=(1,-9) (4.4.100)

in cui la matrice * & la matrice in cui le componenti spaziali sono cambiate
di segno rispetto la matrice o*.

Possiamo anche costruire uno spinore di Dirac, chiamato spinore co-
niugato di carica, sfruttando il fatto che ¢y, ~ 021/1}3, come:

Ve = ( &y ) (4.4.101)

_021@

e notiamo che (¢°)¢ = . Matematicamente, si usa 'operazione di coniu-
gazione di carica, che trasforma una particella nella sua antiparticella. Pos-
siamo fare di piu, poiché siccome 021/12 trasforma come g, allora possiamo
costruire uno spinore che ¢ auto-coniugato di carica:

wMz( YL ) (4.4.102)

_021/,2

che chiamiamo spinore di Majorana. Il termine autoconiugato di carica
vuol dire che vale (137)¢ = 1z, che fisicamente vuol dire che una particella
uguale alla propria antiparticella. Lo spinore (4.4.102) ¢ 'equivalente di uno
spinore di Weyl, ma in 4 dimensioni. Gli spinori di Weyl e di Majorana
hanno la meta dei gradi di liberta rispetto agli spinori di Dirac, ma non
andremo piu a fondo di cosi nell’interpretazione per ora.

4.4.4 Altri campi

Il libro di Ramond Physical law should have mathematical beauty. Ramond:1981pw
lo fa sicuramente meglio, ma possiamo costruire campi di spin superiore
tramite composizioni, opportune in base alle proprietd che vogliamo avere,
delle rappresentazioni pitl semplici che abbiamo gia analizzato. Ad esempio
possiamo costruire un campo di spin 3/2 componendo:

()2 (30)= ()~ ()o i) (3) o
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oppure un campo di spin 2 come:

(; ;) ® (; ;) , (4.4.104)

Sappiamo bene che le particelle elementari sono classificate in base al lo-
ro spin, che corrisponde a specifiche rappresentazioni del gruppo di Lorentz.
Quello che ci interessa é costruire e studiare bene le rappresentazioni rappre-
sentanti i sistemi, le particelle, pitt semplici, quindi i campi scalari, di spin 0,
i campi vettoriali, che ci servono ad esempio per il fotone, e i campi spinoriali,
che rappresentano ad esempio particelle di Dirac di spin 1/2 come 1’elettro-
ne, e solo successivamente, nel caso ci dovessero servire, le componiamo per
avere dei campi di spin piu alto. Siamo, in qualche misura fortunati, poiché
in natura le particelle elementari hanno spin 0, 1/2 o al massimo 1 per cui
possiamo preoccuparci maggiormente delle rappresentazioni pitt basse. Spin
maggiori di 1 riguardano particelle bosoniche o fermioniche che siano, ma
non sicuramente particelle elementari (unica eccezione forse il gravitone).
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Capitolo 5

Le equazioni di campo

In questo capitolo approfondiremo in modo pitt formale cio che é presente in
Appendice C riguardo azione e quantita conservate. In Appendice C vedia-
mo gli stessi concetti di questo capitolo, ma rispetto la Fisica Classica, infatti
ritroviamo le equazioni di Newton e vediamo come esempio la conservazione
del momento angolare sotto rotazioni.

Abbiamo visto nel capitolo §4 come si trasformano i vari tipi di campi per
trasformazioni di Poincaré e come formare degli invarianti per trasformazio-
ni di quel tipo. Ora, assembliamo tali invarianti per creare delle azioni che
descrivono le teorie fisiche che ci interessano (dunque che rispettino gli as-
siomi della Relativita Speciale). Vedremo che la richiesta di invarianza sotto
trasformazioni di Poincaré non ¢ sufficiente a determinare una sola azione,
ma ne troveremo una classe intera. Dovremo costruire ad hoc altre richieste
per arrivare ad una definizione univoca di azione per una certa teoria. Per
questo capitolo si puo fare riferimento a Physical law should have mathema-
tical beauty.Kaku:1993ym,Ramond:1981pw.

Ricordiamo le definizioni e le cose importanti degli oggetti che dovremo
utilizzare in questo capitolo. L’azione, che ¢ un funzionale, & definito! come:

S= / dt L(t) = / " e £(6,0,0) (5.0.1)

T1

in cui d*r = da®dz'dz?d2® ed £ = L(9, ¢) ¢ la densita lagrangiana
funzione dei campi e delle loro derivate. La funzione £ dipende soltanto da
x# (o meglio dai campi ¢(z*)) nelle teorie locali. Le teorie non locali sono
estremamente complesse e le tratteremo comunque con £ locali. La densita

71 dominio di integrazione pud essere finito nello spazio poiché ad esempio abbiamo
campi definiti solo nella regione delimitata dai due punti spazio-temporali 71 e 72; pero il
dominio pud anche essere infinito, ma in questo caso con delle condizioni al contorno.

113
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di lagrangiana ¢é tale per cui:

L(t) = / B L), D (ah)). (5.0.2)

L’azione é reale, cosi che in questo modo la probabilitd é conservata. Ad
esempio, in una teoria classica un potenziale complesso da’ origine a fenomeni
di assorbimento in cui particelle materiali spariscono nel nulla. Una teoria
di questo tipo per noi non é accettabile.

La localita consente di garantire la causalita, mentre il fatto che S sia
reale garantisce che la probabilita si conservi.

L’azione da’ origine ad equazioni del moto che contengono derivate di
ordine massimo 2; derivate di ordine pitt alto generano violazioni di causali-
ta. Avremo per questo nella nostra teoria al massimo 9,0" che agisce su un
campo. Siccome 0,0 puo essere identificato con P2, che abbiamo visto in §3
essere un operatore di Casimir del gruppo di Poincaré, e che P? corrisponde
al quadrato dell’energia di una particella libera, allora se abbiamo solo un
termine 0,,0"¢ stiamo parlando di una teoria di campo libera (e le equa-
zioni del moto si restringono ad una rappresentazione di particella libera) e
possiamo identificare in tale termine il contributo cinetico.

In pit, avremo bisogno che 'azione sia invariante per trasformazioni di
Poincaré, poiché vogliamo costruire una teoria relativistica. L’azione do-
vra essere sottoposta ad altre condizioni di invarianza, ad esempio, teorie di
gauge coinvolgono altri gradi di liberta, come: carica elettrica, carica debole,
carica di colore, etc. ma le vedremo in seguito.

Se lavoriamo in unita naturali I’azione S é adimensionale e conseguente-
mente la lagrangiana £ ha dimensionalita:

L] = L7 (5.0.3)

Punto fondamentale nel processo che vogliamo seguire ¢ il principio di
minima azione, che ci permette di arrivare alle equazioni del moto. Possiamo
vedere il principio di minima azione come ’applicazione del rasoio di Occam
alla natura, ovvero la natura sceglie per i suoi costituenti le equazioni del
moto piu semplici possibili, che minimizzano ’energia.

Noteremo che ci saranno altre simmetrie che salteranno fuori, oltre quelle
per le trasformazioni di Poincaré, che garantiranno la conservazione di alcu-
ne cariche, come ad esempio la carica elettrica, carica di colore o isospin.

Vediamo in termini generici (senza specificare che tipo di campo abbia-
mo) il principio di minima azione, come arrivare alle equazioni del moto e
come trovare le quantita conservate. Successivamente applicheremo tutto ai
nostri campi.
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5.1 Principio di minima azione ed equazione del
moto

Prendiamo un campo locale ¢(x) (scalare, spinoriale e vettoriale che sia) e
scriviamo:

Stmafo) = | " 4t £(6,0,0) (5.1.1)

consideriamo una simmetria interna, ossia una simmetria che non coinvolge
le coordinate spazio-temporali. In questo modo abbiamo che la variazione
che abbiamo visto in (4.4.9) non coinvolge la variazione delle coordinate e
possiamo osservare pitl facilmente che una variazione del campo d¢ provoca
una variazione di £ e conseguentemente in .S. Scriviamo:

68 = / d*z oL = / d*z [ 6+ = oL §(0,9) (5.1.2)
90u]
in cui possiamo scrivere §(0,¢) = 0,(d¢), poiché in questo caso = non varia,

ma lo fa solo ¢ (nella sua forma funzionale) e per cui la derivata della differen-
za (p—¢') = ¢ ¢ uguale alla differenza delle derivate, cioé 0, (¢p—¢') = 60,¢.
I due termini in (5.1.2) ci mostrano rispettivamente come varia £ per una
variazione del campo ¢ e come varia £ per una variazione di J,¢. Inserita
'osservazione riguardo la differenza delle derivate in (5.1.2) abbiamo:

5= [ “ata E o8’ oot (513

in cui possiamo vedere la seconda derivata essere:

oL oL or
550 09 =00 00| =, [ gaes de (G

che sostituita porta a:

55:/: diz [Zi a“a[af¢]5¢+/ d*z 0, [ [8f¢]5¢(x)]. (5.1.5)

I1 secondo termine di (5.1.5) & un termine di superficie (nota che ¢’¢ una
quadri-divergenza), che in effetti si puo scrivere come integrale di superficie:

]éda# 8[8f¢] 5 (5.1.6)

dove o, ¢ la superficie delimitata dal volume quadridimensionale su cui stia-
mo integrando. Questo termine di superficie va a 0 se richiediamo che d¢
sia zero ai bordi di . Annullando il termine di superficie in (5.1.5) il prin-
cipio di minima azione, o meglio la condizione che S sia invariante per la
trasformazione infinitesima d¢ del campo, ci fornisce I’equazione del moto:

5 0L 0L _
"olo.0]  0p

(5.1.7)
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che & 'equazione di Eulero-Lagrange (classica). Nel caso in cui avessimo
pitl campi, oq(x), allora abbiamo 1 equazione per ogni campo @,. I impor-
tante ricordare che le equazioni (5.1.7) valgono solamente quando le varia-
zioni d¢ sono nulle ai bordi e il termine di superficie é nullo, ma soprattutto
che l'avere derivate doppie, e non di ordine piu alto, é fondamentale poiché,
come sappiamo dalla fisica classica, derivate di ordine piu alto portano a
soluzioni non causali della teoria. Nella teoria che costruiremo, la richiesta
di avere al pitt una derivata doppia in S, si riverserd sull’avere al massimo
due operatori J,, nella lagrangiana. Un’altra conseguenza dell’annullarsi del
termine di superficie é che le stesse equazioni del moto si ottengono da una
qualsiasi lagrangiana che differisca da quella di partenza L, per la derivata
totale di una funzione arbitraria A#:

L'=L+9,A" (5.1.8)

ed £’ induce una variazione su S che dipende solamente dalle condizioni ai
bordi imposte su d¢ e 69,¢. In Meccanica Classica la trasformazione:

L— L (5.1.9)

é detta trasformazione canonica. Anche 'aggiunta di un’eventuale co-
stante arbitraria £ — £’ 4+ K non cambia la natura del sistema. Pero atten-
zione perché seppur non cambia le equazioni del moto cambia le correnti di
Noether.

Fin’ora abbiamo considerato solo una trasformazione del campo ¢ che
induce una variazione ¢ — ¢’ + d¢ che agisce solo sulla forma funzionale
del campo, ma lascia invariate le coordinate spazio-temporali. Potremmo
avere anche casi pitt generali di questo. Pero questo tipo di trasformazioni
(simmetrie interne), e le variazioni che inducono su £, S e di conseguenza sul-
I’applicazione del principio di minima azione e sulle equazioni del moto, sono
estremamente interessanti ed importanti. Tieni a mente che se la lagrangiana
¢ invariante di Lorentz, dunque non cambia per trasformazioni di SO(1, 3),
allora le equazioni del moto rimangono invariate; sara proprio questa la li-
nea che seguiremo nella nostra teoria. Vedremo nel seguito del capitolo come
Iinvarianza di S per una trasformazione di Poincaré sulle coordinate spazio-
temporali ci portera alla formulazione di una legge di conservazione (ricorda
che una quantita conservata nel tempo € tale per cui % =0).

Per il momento continuiamo a concentrarci su una trasformazione che
coinvolga la sola forma funzionale del campo ¢ (quindi per cui ¢ — ¢ =
¢+ 0¢) e dimostriamo nella prossima sezione il teorema di Noether in questo
€aso.

Attenzione, tutto quello detto non vale se si vuole descrivere anche l'in-
terazione gravitazionale.
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5.2 Teorema di Noether

Vediamo in questa sezione 'applicazione del teorema di Noether in diversi
casi. Prima vediamo delle trasformazioni che inducono una simmetria in-
terna, successivamente il caso di una simmetria per una trasformazione che
vari le coordinate spazio-temporali e per finire il caso piu generale possibile,
ovvero, il caso di una trasformazione che vari sia la forma funzionale del
campo che le coordinate spazio-temporali.

Uno dei maggiori punti di forza del formalismo che stiamo utilizzando,
ossia l'utilizzo delle simmetrie (e invarianze) dell’azione, & che permette di
derivare delle leggi di conservazione. Possiamo ricordare dal corso di Mecca-
nica Quantistica 1 che le simmetrie dell’hamiltoniana portano a delle leggi
di conservazione, e di conseguenza a delle quantita conservate. Ad esempio,
avevamo visto che un’hamiltoniana indipendente dal tempo portava alla con-
servazione dell’energia, un’hamiltoniana invariante per traslazioni portava al-
la conservazione dell’impulso e un’hamiltoniana centrale, dunque invariante
per rotazioni, portava alla conservazione del momento angolare.

Il teorema di Noether formula la corrispondenza tra simmetrie e quantita
conservate in termini matematici all’interno di una teoria di campo.

5.2.1 Simmetria interna

Supponiamo che S sia invariante per una trasformazione di simmetria in-
terna, cioé una trasformazione che altera la forma funzionale dei campi ¢%,
ma che non implichi una variazione delle coordinate spazio-temporali?>. Una
trasformazione del tipo:

Pt — P e (5.2.1)

con d¢p® = g% parametro piccolo. Come conseguenza alla variazione del
campo, l'azione subisce una variazione §.5, ovviamente calcolabile. Possia-
mo provare a ragionare al contrario rispetto quanto fatto per ottenere le
equazioni del moto; ossia, assumiamo che valgano le equazioni del moto e
vediamo che conseguenze comporta una variazione dell’azione sul termine di
superficie. Calcoliamo:

_ 4 ai‘c a a‘c (e}
59 = /d . <a¢a5¢ + g 100 ]> (5.2.2)

B 4 oL a) oL o 875 o
- [ tt= |2 (gmoe”) ~ 0 (gram) "+ | 529

2Le simmetrie interne saranno molto importanti quando parleremo di teorie di Gauge
di alcune simmetrie che le particelle hanno (carica elettrica, carica debole, carica di colore
etc.).
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in cui vediamo che gli ultimi due termini ricostruiscono l’equazione del moto,
per possiamo imporre di essere on-shell, dunque in una situazione in cui
valgono le equazioni di Eulero-Lagrange® e mettere a zero i due termini.
Conseguentemente abbiamo:

68 = / d*z [au (8[?9;]&5)} (5.2.4)

possiamo interpretare la quantita:

v _ oL
J 76[8,@](% (5.2.5)

come una corrente, che se I'azione ¢ invariante (il che vuol dire 65 = 0)
sotto la trasformazione (5.2.1), allora la corrente J# ¢ conservata, e possiamo
scrivere un’equazione di conservazione (o continuita):

9T = 0. (5.2.6)

Inoltre, possiamo definire una carica conservata® data dall’integrale sulle 3
coordinate spaziali della componente temporale® di J#:

Qo = /d?’x JO. (5.2.7)

La carica @), € conservata poiché se integriamo su un volume tridimensionale
infinito I’equazione di continuita (5.2.6) abbiamo:

0= /d?’x O J" (5.2.8)
— /d?’x doJ° +/d3a:8iﬂ (5.2.9)
9 3. 10 i
=5 [ @0+ [ dsi (5.2.10)
= % + termine di superficie (5.2.11)

3Qua devi tenere a mente una differenza: le equazioni del moto della teoria le troviamo
applicando il teorema di minima azione, per cui diciamo che §S = 0 per qualsiasi variazione
dei campi ¢ (che si annullano ai bordi), ma quando analizziamo il teorema di Noether
stiamo imponendo la condizione §S = 0 per un diverso motivo. Infatti, se facciamo una
trasformazione, per cui sappiamo che il sistema ¢ invariante, questo vuol dire che 65 =0
(almeno fino ad un termine di superficie). Il punto é che troviamo una quantita conservata
(la corrente di Noether) solamente nel caso in cui, osservando la variazione §S per una
trasformazione di simmetria, ci mettiamo nella situazione on-shell, quindi in quella per
cui valgono le equazioni del moto.

4@Gli analoghi in Meccanica Quantistica sono: la corrente J* & quella che chiamavamo
corrente di probabilita, mentre la quantita che si conservava era la densita di corrente di
probabilita, che chiamavamo p.

®Se interpretiamo J° come una densita la definizione (5.2.7) sembra pitt naturale.



5.2. Teorema di Noether 119

e se il termine di superficie va a 0 all’infinito abbastanza rapidamente, allora
abbiamo: 40
— =0 5.2.12
& ( )

ossia, () ¢ una quantita conservata nel tempo.

Una nota importante ¢ che nel caso avessimo pitt di un campo, allora ci
sarebbe una corrente ed una carica associata ad ogni campo.

Il teorema di Noether ci dice esattamente quello visto in questo primo
punto, ovvero: una simmetria di S (quindi in questo caso un’invarianza
per una trasformazione interna), induce ad una corrente conservata e ad una
legge di continuita (5.2.6), che a sua volta porta ad una legge di conservazione
(5.2.12).

Field displacement Facciamo riferimento al capitolo §4 del Schwichten-
berg Physical law should have mathematical beauty.symmetry. Vediamo ora
un caso particolare delle simmetrie interne, ovvero il caso in cui abbiamo un
displacement del nostro campo:

¢ — o—ic (5.2.13)

sempre con € quantita piccola. Possiamo vedere che i generatori della tra-
sformazione sono:

.0
—28—¢ (5.2.14)
poiché vale:
qﬁ’:e_ia%gb: (1—i5;+...>¢~¢—z’5. (5.2.15)

Pero vediamo che (5.2.5) porta alla quantita conservata:

QEH:/dUo:/d%;[g]:—i/d%m (5.2.16)

in cui 7 ¢ la densita del momento coniugato, dipendenti da x, mentre II la
quantita che si conserva. Dunque, impariamo che per un displacement del
campo la quantita che si conserva é il momento coniugato .

5.2.2 Variazione coordinate

Supponiamo ora che S sia invariante per una trasformazione che vari le
coordinate spazio-temporali. Prendiamo ad esempio una traslazione, ovvero
una trasformazione del tipo:

 — a2t 4 e (5.2.17)
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con dz* = a* termine costante e non dipendente da z*. Abbiamo a' trasla-
zione temporale e a* traslazione spaziale. Conseguentemente alla traslazione
abbiamo:

pz) — Pz +a) (5.2.18)
che se consideriamo una traslazione infinitesima, con a* piccolo, é:
plx) — ¢z +a)=d(x)+d¢ (5.2.19)

e possiamo calcolare la variazione della forma funzionale del campo (svilup-
pando in serie ¢(x + a)):

0 = dp(xz +a) — ¢p(x) ~ ¢(x) + a0y p(x) — Pp(x) = a"O,p(x).  (5.2.20)
Dunque, in seguito ad una variazione dz* = a* i campi variano come:
5 = a8, (5.2.21)
e conseguentemente a 6(0,¢) = 0,0¢ = 0,00, ¢:

5(0,0) = a”0,(9,40). (5.2.22)

Ora, diversamente dal caso di simmetria interna in cui guardavamo solo la
variazione indotta dai campi, dobbiamo tener conto che una trasformazione
delle coordinate x* induce una variazione anche nella lagrangiana e succes-
sivamente nell’azione. Nota che la lagrangiana ¢ un funzionale scalare, per
cui se non facciamo una trasformazione dei campi, quindi siamo nella situa-
zione ¢/ (') = ¢(x) ossia Agp = 0, allora anche per la lagrangiana £ vale lo
stesso e possiamo scrivere la variazione indotta in forma analoga® a quella
che abbiamo trovato per ¢:

5L = O, L8 (5.2.23)
= a“a c (5.2.24)
875 56+ [({)fcb] 0,9] (5.2.25)
gg YO, + [a:: 5 000 (5.2.26)
= [ (g00) ~ (g oo+ 500|220
= 0”0, < [af¢] V¢> (5.2.28)

SHo riportato una dimostrazione (presa dall’Iliopoulos Physical law should have
mathematical beauty.Iliopoulos) del teorema di Noether nel file di conti.
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in cui abbiamo annullato due termini grazie alle equzioni del moto. Abbiamo
trovato:

0,L = a’d, (%@@ (5.2.20)
— 0, [ﬁaﬂy - 659;5]8”4 a’ =0 (5.2.30)

in cui abbiamo scritto a* = é*,a”, con 6*, = g*,,. L’equazione (5.2.30) & una
legge di conservazione per un tensore, di rango 2, detto tensore energia-

impulso (stress-tensor o tensore canonico), definito come”:
oL
T, = Lg", — 0, 5.2.31
v g v a[3u¢] V¢) ( )
che fa diventare la legge di conservazione:
0,T", = 0. (5.2.32)

Il tensore T*, lo chiamiamo energia-impulso perché sappiamo, dallo studio
del gruppo di Poincaré che i generatori del gruppo sono gli impulsi P* e
ci aspettiamo che le traslazioni siano legate a P° energia del sistema e P°
tri-impulso.

Ora, se integrassimo la componente temporale di T, su un volume tri-
dimensionale infinito otterremmo la carica che si conserva in questo caso.
Ci aspettiamo che le quantita conservate siano proprio energia ed impulso.
Infatti, sappiamo che il quadri-impulso P* & definito come P* = (E, P?) e
possiamo definire:

PH = / d3z (T*)) (5.2.33)
in questo modo il teorema di Noether ci garantisce:

dPH
e (5.2.34)
cioé che l'energia (totale del sistema) e 'impulso sono costanti del moto se
I’azione é invariante per traslazioni spazio-temporali.

Facciamo attenzione al fatto che le cariche conservate associate alle tra-
slazioni nello spazio sono le tre componenti dell’impulso fisico del campo
¢:

P = / d*z T (5.2.35)

da non confondere con 'impulso canonicamente coniugato a ¢, solitamente
indicato con 7(x) nella formulazione hamiltoniana della Teoria Quantistica

"La scelta del segno negativo ci sara chiara in futuro, per ora giustifichiamola dicendo
che in questo modo é una quantita definita positiva.
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dei Campi.

Se immaginiamo di fare una traslazione della componente temporale,
allora la carica conservata é I’hamiltoniana H:

H= /d3xT00 = /d%% (5.2.36)
perché, come avremo modo di vedere, vale:
m(zt) = .E)E , H=m¢—L. (5.2.37)
O (aH)

Gia da questi due casi che abbiamo visto che le cariche di Noether, cio¢
le quantita conservate, sono i generatori delle trasformazioni sotto le quali
I’azione é invariante. Infatti nel caso visto sopra, le componenti del quadri-
impulso generano le traslazioni nello spazio-tempo.

Un discorso analogo a questo delle traslazioni spazio-temporali, anche se
avremmo qualche difficolta in piu legata alla necessita di definire il tenso-
re risultante come tensore simmetrico, lo si puo fare anche nel caso in cui
si consideri una trasformazione di Lorentz. Per esempio, se S ¢ invariante
per rotazioni, allora la quantita conservata ¢ il momento angolare. Nel caso
generico in cui S & invariante per trasformazioni di Lorentz le cariche con-
servate sono le componenti del momento angolare e dei generatori dei boost.
Vedi la parte 2 della sezione §5.3.

5.2.3 Caso generale

Vediamo il teorema di Noether nel caso pitl generale possibile. Consideria-
mo una trasformazione che agisce sia sui campi che sulle coordinate spazio-
temporali. Nel capitolo §4 abbiamo visto che una trasformazione infinitesima
induce:

T ol o Skt
{x o (5.2.38)

¢'(@) = o(x) + Ad(x) , Ad(x) = ¢'(2)) — ¢(z)

notando che in A¢(z) ¢ inclusa sia la variazione della forma funzionale di ¢
(che va da ¢ — ¢') sia leffetto della trasformazione sulle coordinate (z# —

2’"). Come abbiamo visto, la variazione totale A¢ ¢ data da:
Ag(x) = ¢(x + ox) — d(z) = ¢'(x) — d(x) +0,¢'x (5.2.39)
o¢
~ dp(x) + Opp(x)dat (5.2.40)

dove abbiamo usato che 9,¢" ~ 9,¢ all'ordine O(dz). Dunque la variazione
totale é:

Ap(x) = dp(x) + 0pp(x)dx (5.2.41)
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con 1 soliti due termini, di variazione della forma funzionale e di variazione in-
dotta dalla trasformazione delle coordinate spazio-temporali. La lagrangiana
subira anch’essa una variazione:

oL 8£
AL=—6§ + 0[0u] + 0, LIz 5.2.42
in cui abbiamo 0,£ = gz—ﬁ e possiamo individuare i termini:
oL oL
0L =—9 —— dat 24

dove il secondo ¢ la variazione indotta dalla trasformazione di z* sulla la-
grangiana, esattamente come il caso generale. La variazione dell’azione
sara:

AS = / d'z AL+ / (6d'z) L. (5.2.44)

Pero, possiamo scrivere un po’ meglio queste ultime cose. Ricordando che
vale 60,¢ = 0,,0¢ e usando la regola di derivazione del prodotto, la quantita
AL diventa:

oL oL oL
AL = ( 5 a“W) 5¢+aﬂ< 5, ¢]5¢) +(9,L)0z"  (5.2.45)

dove la prima parentesi ¢ nulla per le equazioni del moto. Per §(d%z)

abbiamo:
ozt

det
o

d*z’ = |J(z)|d*z = d*z (5.2.46)

in cui possiamo vedere lo Jacobiano essere:

us iz iz
(?)iv - al_fx b= g, v o
14 0962  0102° D02 D362
Aozt 140162t Oodat D502t
= ox? 02 1+ 0w0a?  goa? | 024D
80(5$3 01(51‘3 825%3 1+ (93(51’3

in cui vediamo che i termini lineari in dz sono d,dx". Possiamo calcolare il
determinante Jacobiano, ricordando che vale det (eX ) = eT™X ¢ gviluppando
il logaritmo che comparira considerando dz* infinitesimo:

det{g", + 002"} = exp{Tr{ln (¢, + 0, 02")}} (5.2.48)
~ exp{Tr{0,0x"}} (5.2.49)
~ 1+ 9,82" (5.2.50)

dunque troviamo che:

§(d*z) = dta’ — d'z = (|det{(9,,x/“}| —1)d*z =2 9,62"d"z. (5.2.51)
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Mettendo insieme tutte le cose che abbiamo imparato possiamo scrivere la
variazione dell’azione:

[ oL

AS = /d z |0, (8[8,@] (5¢> + (0,L) (Zx(’;l— f@uéq:“ (5.2.52)
[ oL
= /d x 0y (8[@@} 5¢+£5:I:“> . (5.2.53)

Il teorema di Noether ci dice in questo caso che: se 'azione & invarian-
te per le trasformazioni che hanno indotto la variazione d¢ sui campi e la
variazione dx sulle coordinate, allora la quantita:

g = 9L 564 Loar (5.2.54)

9[0,,9]
che si puo interpretare come una corrente, che & conservata, cioé rispetta
I’equazione di continuita:

ouJ" = 0. (5.2.55)
Naturalmente se ci mettiamo nel caso in cui abbiamo una simmetria
interna, in cui dz* = 0, ritroviamo il risultato (5.2.6).
Possiamo riscrivere 'espressione della corrente (5.2.54) in funzione della
variazione totale del campo A¢, anziché §¢. Ricordiamo (5.2.41) e otteniamo
una corrente:

oL oL

JH = (,Cg‘uy — W@qﬁ) ox¥ + 8[8;#?] A (5.2.56)
y oL
= -TH, 6" + a[au(b] A (5.2.57)

dove individuiamo T#, tensore energia-impulso (o tensore canonico)®.

Possiamo dimostrare che anche in questo caso, ad ogni corrente (5.2.57)
J& & associata una carica, costante nel tempo, conservata:

Qo = /d% JO(Z,t) (5.2.58)

in cui I'integrale é fatto su un volume infinito. Vediamo infatti che integrando
(5.2.55), e fissando opportunamente le condizioni sul bordo in modo che i
campi vadano a 0 all’infinito abbastanza rapidamente, abbiamo:

0= /d3x OuJl = /d3x <th -V L) (5.2.59)
0 - -0 0
3 0 3 3,. 70/ =
_ VT, = ) = —Qq 2.
/d:z: tJa /dx J t/d x J (Z,1) tQ (5.2.60)
—0

8Ricorda che T & D'energia del sistema, infatti abbiamo H = —L + %’ ovvero
I’hamiltoniana.
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dunque che:
Qa
ot
ossia, che ), é costante nel tempo. Quindi anche in questo caso, del tutto
generale, ad ogni simmetria corrisponde una carica conservata.

=0 (5.2.61)

A proposito dell’osservazione che abbiamo fatto dopo aver derivato 1’e-
quazione di Eulero-Lagrange (5.1.7) riguardo la trasformazione canonica:

L— L =L+ 9,A (5.2.62)

possiamo aggiungere un paio di cose. Infatti, nonostante la trasformazione
canonica non sembri cambiare la descrizione del sistema, ossia le equazioni
del moto, cid che cambia sono le correnti di una quantitd proporzionale a
JA#, e le quantita conservate. Anche le correnti J§ non sono univocamente
definite, infatti si puod sempre aggiungere un quadrivettore conservato tipo
dptet. 11 fatto che ci sia questa ambiguita che possiamo utilizzare & molto
importante poiché le correnti e le cariche che si conservano, per via del teore-
ma di Noether, devono essere quantita fisiche sensate e noi potremo renderle
tali, nei casi in cui non lo sono, senza modificare le equazioni del moto, ma
aggiustando la lagrangiana e ’azione tramite una trasformazione canonica.
Per quel che ci riguarda é anche importante che le correnti J#* abbiano le
corrette proprietd di simmetria che ci aspettiamo dalla teoria.

Quello che faremo nelle prossime due sezioni sara costruire una lagrangia-
na, e un’azione, che sia invariante per trasfromazioni di Poincaré, in questo
modo avremo che la teoria che troveremo sia gid una teoria che rispetti gli
assiomi della Relativitd Speciale. Ovviamente potremo costruire pitl inva-
rianti di quelli che vedremo, ma solo pochi saranno effettivamente rilevanti e
significativi dal punto di vista fisico. Sara importante per noi richiedere che
I’azione S sia una quantita reale, poiché solo in questo modo riusciremo ad
avere una teoria di campo in cui la probabilita sia conservata.

5.3 Equazione per il campo scalare

In questa sezione, e nella prossima, non facciamo altro che applicare quello
detto nel corso del capitolo, dunque, cominciamo a prendere i vari campi,
di cui abbiamo analizzato le trasformazioni nel capitolo §4, ci costruiamo
un’azione e ne deriviamo le equazioni del moto, ossia le equazioni di campo.
Cominceremo con i campi scalari ¢ per poi passare ai campi spinoriali .

I campi vettoriali li lasciamo ai noi del futuro poiché sono leggermente
pitt complessi da trattare e li vedremo nel capitolo §10 legato allo studio della

QED.
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La forma piu generale per una densita di lagrangiana £, invariante sotto
trasformazioni di Lorentz, che contiene solo un campo scalare ¢(x), é:

L= 20,6()9"0(a) — V[6() (531)

in cui abbiamo un termine cinetico ed uno potenziale, che ¢ una funzione
scalare del campo ¢(x) e non delle sue derivate. Il termine cinetico lo sce-
gliamo con 'ordine pitit basso possibile di derivate, visto che la natura segue
il principio del rasoio di Occam. Possiamo anche vedere che il termine cine-
tico presenta un’invarianza piu forte rispetto V(¢(x)), cio¢ appartiene ad un
gruppo pit restrittivo, grazie al fatto che é una derivata. Infatti, il termi-
ne 0,¢(x) ¢ invariante non solo per trasformazioni del gruppo di Poincaré,
ma anche per qualsiasi traslazione globale del campo, ossia trasformazio-
ni del tipo ¢ — ¢’ = ¢ + a, e anche per trasformazioni discrete, come ad
esempio trasformazioni di parita ¢ — —¢. Inoltre, riguardo le dimensioni
possiamo dire che: sapendo che lazione S = [ d*z £ dev’essere un numero
reale, allora dobbiamo avere, in 4 dimensioni, la densita lagrangiana tale
per cui [£] = L™* e di conseguenza il campo scalare ¢ con dimensione L™,
ricordando che [9,] = L.

Sul potenziale V[¢(z)] non ci sono restrizioni in una teoria classica, ma
ovviamente ci sono casi di maggior interesse rispetto altri, alcuni di essi sono:

Lo = S0u0(@)"0(a) — sms? (5:3.2)
52@—%4 (5.3.3)

4

L= % B () + 5 |cos (5.3.4)

m

ms_l]

in cui la lagrangiana (5.3.2) descrive una particella libera di massa m, che
possiamo notare essere invariante per una trasformazione di parita; la la-
grangiana (5.3.3), che va bene in 4 dimensioni e in cui A ¢ adimensionale,
descrive una teoria self-interagente e la lagrangiana (5.3.4), che va bene solo
in 2 dimensioni, descrive una teoria di tipo sine-Gordon. 1l fatto che m sia
un parametro interpretabile come massa € giustificato dalle sue dimensioni
(in unita naturali).

Possiamo prendere la lagrangiana generica per il campo scalare (5.3.1)
ed inserirla nelle equazioni del moto (5.1.7), il che ci permette di ottenere:
oV (¢)

o¢

che nel caso particolare della particella libera, in cui V = %m2¢2, diventa:

0,0"p = — (5.3.5)

00" +m?*p =0 (5.3.6)
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che non ¢ altro che:
(O+m?)¢=0 (5.3.7)

che é I'equazione di Klein-Gordon. Vediamo a questo punto l'applica-
zione del teorema di Noether e dunque chi sono le correnti e le quantita
conservate per le diverse trasformazioni.

5.3.1 Traslazioni: correnti e cariche conservate

Vediamo, come primo caso, le traslazioni infinitesime nello spazio-tempo
che non influiscono sulla forma funzionale del campo, quindi tali per cui
ozt = et e Agp = 0. In questo caso la corrente di Noether (5.2.31) ¢ il
tensore energia-impulso:

J/ux = T/u/ = _g,uwc + 8u¢au¢ (5'3'8)

che é un tensore di rango 2, simmetrico per scambio u <+ v. In particolare
vediamo che:

Ty = L + Buédod = Jo0odes + 3 VoV6+ V(@) =H (539

in cui H & la densita di energia e notiamo che Tpy & una quantita definita
positiva solo se V(¢) > 0.

Lo stato fondamentale del campo é quello per cui Tpp € il minimo pos-
sibile, quindi si raggiunge nel caso di campo statico (cioé¢ quando J,¢. = 0
V) e coincide con il minimo del potenziale V' (¢.) = 0.

La carica conservata ¢ data da:

P, = /d% Juo = /d% (—=gp0L + 90$0,9) . (5.3.10)

Notiamo anche che il teorema di Noether ci permette di superare il proble-
ma legato alle energie negative che trovavamo quando cercavamo di estendere
I’equazione di Schrodinger al caso relativistico. L’equazione che ottenevamo
(1.1.12) era formalmente identica all’equazione (5.3.7), ma la sua interpreta-
zione come equazione d’onda era completamente fallimentare. Il problema
che riscontravamo era che non veniva conservata la probabilita, ma ora siamo
al sicuro perché c’¢ il teorema di Noether che ci protegge e ci garantisce che
una quantita conservata c’e.

5.3.2 Parametri di una trasformazione

Questo breve discorso sui parametri della trasformazione lo si sarebbe potuto
fare prima, ma un po’ buttato per aria non avendo ancora necessita di essere
utilizzato. Per avere delle espressioni di correnti e cariche belle, dobbiamo in
qualche modo eliminare il parametro, un’operazione simile a quando faceva-
mo trasformazioni in Teoria dei Gruppi nel capitolo §3 e riscrivevamo le cose
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per riuscire a raccogliere i parametri e individuare i generatori. Per scrivere le
correnti di Noether e le cariche conservate in forma pit fruibile, e in una for-
ma pit generalizzabile anche a trasformazioni finite, &€ conveniente esprimere
dz* e §¢ in funzione dei parametri infinitesimi della trasformazione:

ox’
P = —_— a
ox 8w“5w (5.3.11)
_ 99 5.
Ag = o dw (5.3.12)

dove a enumera i parametri della trasformazione w®. Per pure traslazioni,

in cui abbiamo A¢ = 0 e i parametri e, le relazioni (5.3.11) e (5.3.12)
diventano: - -
x 3

ozt =l — — o — =g". 5.3.13

’ dwe  der T ¥ (5.3.13)

Notiamo che prendendo la corrente (5.2.57) generica che trovavamo, questa
operazione di riscrittura introduce un’indice in pitt nell’oggetto di partenza.
Ricordando che ¢g*, = 6*,, ci rendiamo effettivamente conto che, nel caso
delle traslazioni, la corrente J* da quadrivettore diventa un tensore di rango
2, che sappiamo essere, non a caso (visto che vale e# — 9* = iP"), il tensore
energia-impulso.

Nota che facendo questo la corrente (5.2.57):

oc
JH = —-TF, ox" A 5.3.14
Tt 30,9 ¢ ( )
L 06 . 0L 0,
= T 0 i e (5.3.15)
[ 06 L 0(Ad)] -,
_[ 7, 208 1 o S g (5.3.16)

che se facciamo un passo indietro e riguardiamo la variazione dell’azione:
68 = /d% A J" =0 (5.3.17)

allora ci rendiamo conto che la variazione dw® la possiamo eliminare e ci
rimane una scrittura piu pulita.

5.3.3 Trasformazioni di Lorentz: correnti e cariche conser-
vate

Guardiamo ora il caso, leggermente pitt complicato, delle trasformazioni di
Lorentz. Consideriamo trasformazioni che influiscono solo sulle coordinate
spazio-temporali, ma che lasciano invariata la forma di ¢, e per cui abbiamo
A¢p =0edxt = e*x,. In questo secondo caso la corrente conservata diventa
un oggetto con 3 indici. Infatti, come nel caso precedente, dobbiamo scrivere
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dz* in funzione del parametro infinitesimo della trasformazione e*”, per dare
una forma pitu pratica alla corrente di Noether. In questo caso il parame-
tro della trasformazione ha due indici e sono completamente antisimmetrici
(quindi e = 0 se u = v e in generale e 4 ¢"# = 0) per cui:

oxt B oxt

JONNTi7
ozt = ez, | S 5en (5.3.18)
ci fornisce?:
d(0xt)  O(e"xy)
8€p0 - agpo. (5.3.19)
g" 9" 5" 1)
= 9ero (5.3.20)
1
O[5 (988" 00 — 909" )] (5.3.21)
Py 3.
1
=5 (9"570 = 9"5p) (5.3.22)
La corrente di Noether J,,, si scrive:
ox¥
J,upa = _Tpum (5323)
1 v v
= _T,uzz 5 (g pfo — 4 gl'p) (5324)
= (=gl + 0.00,0) (9" 2o — 9" 5%p) (5.3.25)
= LpupZo — T/LO'J:p (5.3.26)

dove ritroviamo i termini (5.3.8) e le cariche conservate sono, visto che 'a-
zione & invariante per trasformazioni di Poincaré, i generatori del gruppo di
Lorentz:

5.3.4 Dilatazioni

Un’altro importante esempio di applicazione del teorema di Noether, per
trasformazioni che non sono necessariamente simmetrie di S (cioé che non
la lasciano invariata) ¢ dato dalle trasformazioni di dilatazione, che sono
trasformazioni del tipo:

ozt =zt | dp=—ag (5.3.28)

e in cui si vede che il termine cinetico € invariante, ma il termine di massa no
poiché contiene un parametro dimensionale. Noi non tratteremo questo tipo
di trasformazioni, ma & presente nelle pagine 31 e 32 del Ramond Physical
law should have mathematical beauty.Ramond:1981pw.

Nota l'antisimmetrizzazione dell’oggetto e = g" g”,e”” negli indici p e 0.
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5.4 Equazione per il campo spinoriale

Continuiamo, e terminiamo, il capitolo analizzando ’equazione di campo, le
correnti di Noether e le cariche conservate nel caso di un campo spinoriale,
come quelli analizzati nel capitolo §4.4.3.

Per scrivere 'azione di una campo spinoriale partiamo dagli invarianti:
1 1
o= vl 0, Lr= 50} Ouvn (5.4.1)

. . < N
che possiamo notare L} = L, e L} = Lr. Nota che la scrittura d, ¢ una
notazione compattezza, che puo essere utilizzata qualche volta, e che significa
che la derivata agisce in entrambe le direzioni, ovvero vuol dire, ad esempio:

1 Ot = U (D) — (Byuthn) .

Ricordiamo che un’invariante per i campi spinoriali lo scrivevamo, nel
capitolo §4.4.3, sempre utilizzando una matrice o#, duqnue con un indice di
Lorentz; per questo motivo nel termine cinetico metteremo solo un termine di
derivata 0, che contrae I’altro indice gia presente. Il fatto che £ contenga solo
derivate prime lo ritroveremo anche nell’equazione del moto, che conterra solo
derivate prime. Possiamo scrivere piti convenientemente il termine cinetico
in termini dello spinore di Dirac definito da (4.4.88):

Bivac = LI + LG = Py" 0,0 (5.4.2)
o equivalentemente:
cin 1— “y
Dirac — 51/}’)/ ;ﬂ/f- (543)

La somma in (5.4.2) la scriviamo generalizzando la scrittura:
1 < A 1— =
Lo+Lr =3 [who" D b + v D WR} =0 (544)

Apd
e la rimozione del fattore 1/2 a seguito della sostituzione 0, — 9, (inten-
dendo implicitamente d,, = 9,,, ovvero la derivata che agisce a destra come
al solito) & dovuto al fatto che si puo vedere:

1_ 1 _

L= 51&7“(5),@ =3 [Waw — (0,0) ’y“l/}] (5.4.5)
17— _ _

= 5 [P0 = 0 (v ) + Py Oy (5.4.6)

= T Bt — 300 (B740) (5.4.7)

o _
ovvero che i due termini yy* 9 ;4 e Yy*0,1 differiscono, apparte del fat-
tore 1/2, di una derivata totale dei campi, che quando £ viene integrata in
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d*x restituisce un termine di bordo che si annulla se imponiamo 'opportuna
condizione al bordo dei campi.

L’invariante (5.4.2) & il piu semplice che possiamo costruire includendo
la derivata del campo spinoriale, e sara lui che costruira il nostro termine
cinetico. Il termine (5.4.2) & invariante per trasformazioni conformi'®, cosi
come lo era il termine cinetico della £ di Klein-Gordon.

Un’altra invarianza di (5.4.2) & per shift (traslazioni) costanti nei campi
Y.

Y — Y+ (5.4.8)
con « indipendente da x*.

Il termine cinetico (5.4.2) ha pero un’invarianza molto importante, ovve-
ro, 'invarianza di fase (globali, ossia che non dipendono da z). Infatti, es-
sendo i campi 11, e Y¥g (e di conseguenza 1) definito come (4.4.88)) complessi,
allora @7"8“1# ¢ un’invariante per trasformazioni:

) fase costante (5.4.9)
Y — P3¢y chiriale (5.4.10)

con «,f indipendenti da z*. Le correnti di Noether corrispondenti alle
trasformazione di fase e chiriali sono:

G = iyt = inp} ot + o (5.4.11)
= iy = il oty — ik R (5.4.12)

possiamo notare che il fattore ¢ ¢ il risultato della "rimozione" dell’elemento
infinitesimo della trasformazione:

qp_mp’:emww (I+ia+...)Yp = W=iap = §—i. (54.13)
Infatti dovremmo avere:

oL o -
JH = oY + Lozt = "o i 5.4.14
= japyHep (5.4.15)
ma possiamo rimuovere il parametro facendo:
oJr
= =yt 4.1
= S = i (5.4.16)

e ridefinendo J* = J*. Questa, come vedremo sara la corrente elettrica e
corrispondera ad una quantitd conservata che é la densita di carica.

" Trasformazioni conformi sono trasformazioni che preservano gli angoli (come ad esem-
pio le trasformazione di scala) e variano la metrica in modo locale, del tipo g** — Q(z)g"",
e contengono le trasfomazioni di Poincaré e le dilatazioni.
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Le cariche conservate saranno ovviamente date da:
Q=i | Bz’ =i / d3z (@m + 1/;;@&3) (5.4.17)
Q=i | BrpyyPy =i / a3z (zp}wL - wgwR) . (5.4.18)

Ovviamente, si possono costruire anche i termini di massa'l per la £ di
Dirac, costruendo altri invarianti molto semplici, che sono termini quadratici
nei campi Yr e ¥y, senza derivate. Scriviamo:

B = imyp = imypTy% (5.4.19)

che si potrebbe anche riscrivere come:
B = im (V] vn + v ) (5.4.20)

e in cui notiamo che la ¢ & essenziale al fine di rendere il termine reale (ri-
cordiamo che ¥p = 021/12). Ovviamente ¢’¢ anche un’altro termine analogo,
ma legato a v°:

L5 = miy™y = —m (v — vhyr) (5.4.21)

I due termini (5.4.19) e (5.4.21) sono invarianti per trasformazione di fase
globale (5.4.9), per cui vale:

B = 0 = T = cmiog; (5.4.22)

Attenzione pero che L' (5.4.19) non ¢é invariante per trasformazioni chiriali
(5.4.10) per cui si ha:

D = Ty = lemiB17 40 £ F10e=i87 T — i (5.4.23)

poiché 4° non commuta con 7°, bensi anti-commuta, ossia {70, 75} =0. Da
cui si vede che il termine nella lagrangiana non é invariante:

Py Pty (5.4.24)

Facciamo attenzione che non & impossibile costruire termini quadratici
senza derivate e che siano invarianti chiriali, il problema é che la loro strut-
tura € pitt involuta. Puoi vedere pagina 36 del Ramond Physical law should
have mathematical beauty.Ramond:1981pw. Noi non utilizzeremo il termine
chiriale nella nostra teoria. Il termine simmetrico per chirialita viene utilizza-
to per i sistemi a massa nulla, che sono un caso particolare poiché utilizzando
il termine chiriale £ps si giunge ad un’equazione del moto disaccoppiata per

"Djciamo di massa per via delle discussioni dimensionali che si possono fare.
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i termini left e right. Questa si chiama equazione di Weyl e si puo dire che
sia proprio la massa m che accoppia le parti left e right di uno spinore.

Ovviamente, potremmo continuare a creare nuovi invarianti che conten-
gano piu di due campi spinoriali. I termini che potremmo fare, pero, avreb-
bero dimensioni diverse da L~*, sarebbero da L~° in su, e di conseguenza
ci costringerebbero ad introdurre delle costanti dimensionali per ristabili-
re le giuste dimensioni di £, e questo potrebbe portare a dei problemi di
interpretazione dei risultati.

Ad esempio, anche termini del tipo 9,19 sarebbero leciti, ma come
avremo modo di vedere, essi violano la connessione di spin e statistica (teorie
di gauge).

Possiamo concludere il capitolo determinando I’equazione del moto uti-
lizzando ’equazione di Eulero-Lagrange. Abbiamo la lagrangiana di Dirac:

Lp = Py 0,1 + imapp (5.4.25)

riscrivibile anche come!?2:

Lp =1 (in"0, —m) (5.4.26)

e facendo variare 1) e 1) indipendentemente, le equazioni di Eulero-Lagrange
(5.1.7) ci danno l’equazione del moto:

(iv' Oy —m)p =0 (5.4.27)

che é '’equazione di Dirac, che rappresenta ’equazione del moto che de-
scrive la dinamica di una particella massiva, di massa m, di spin 1/2, elet-
tricamente carica e libera; libera poiché non abbiamo inserito un termine di
interazione all’interno di Lp. Faremo teoria interagente alla fine del corso e
nel corso di Fondamenti.

Tieni a mente che i campi 1 e 1) sono campi indipendenti, per cui pos-
siamo prendere la lagrangiana e variare indipendentemente sia 1) che 1. L’e-
quazione (5.4.27) esce fuori anche se utilizziamo Eulero-Lagrange con i cam-
pi ¢ (o Y1), perd, ci esce fuori I'equazione hermitiana-coniugata, del tutto
equivalente:

—id " —map =0 (5.4.28)

nel caso applicassimo Eulero-Lagrange ai campi 0,1. Nota che questa
equazione ci uscirebbe se avessimo scelto per convenzione:

. 1_
cn _ imﬂéjw. (5.4.29)

Dirac

2Raccogliendo una i che moltiplica tutto e che poi possiamo rimuovere poiché la
lagrangiana £ ¢ invariante per rinormalizzazioni.
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ovvero avessimo scritto la relazione (5.4.7) scegliendo la derivata 0, anziché

I'usuale 3#-

_Note. Tieni a mente che non ¢’¢ nulla di sbagliato in termini del tipo
O0upO*1p, ma semplicmente non si utilizzano perché non portano a delle teorie
soddisfacenti, nel senso che violano il teorema di spin-statistica.



Capitolo 6

L’equazione di Dirac

Abbiamo derivato nel capitolo precedente le equazioni di campo per campi
scalari (5.3.7) e campi spinoriali (5.4.27). Vediamo ora, non solo l'interpre-
tazione che possiamo dare dell’equazione di Dirac (5.4.27), ma tutte le pro-
prieta e caratteristiche che essa ha. L’equazione spinoriale & particolarmente
importante poiché rappresenta particelle fermioniche massive, che sono quel-
le con cui si ha maggiormente a che fare. Nel capitolo utilizzeremo molto le
matrici di Dirac v*, per alcune proprieta nella rappresentazione piti conve-
niente da utilizzare possiamo vedere I’Appendice F, che in qualche modo sara
fondamentale per i nostri studi. Il riferimento per questo capitolo ¢ il Peskin
e Schroeder Physical law should have mathematical beauty.Peskin:1995ev.

Fai attenzione che utilizzeremo nel corso del capitolo sia la rappresenta-
zione, delle matrici v*, sia di Weyl che di Dirac. In generale se non stia-
mo guardando nulla di legato alla chiralitd o elicita stiamo utilizzando la
rappresentazione di Dirac.

6.1 Covarianza dell’equazione di Dirac
Riproponiamo I’equazione di Dirac per comodita:
(iv"0p —m) 4 = 0. (6.1.1)

L’equazione (6.1.1), come tutte le leggi della Fisica, dev’essere indipendente
dal sistema di riferimento in cui il sistema viene osservato, per cui vogliamo
che sia un’equazione covariante. Possiamo mostrare che 'equazione (6.1.1)
¢ invariante per trasfomazioni di Lorentz (TL), ovvero che, 'equazione ha le
stesse invarianze della lagrangiana. Gli spinori ¢(z), nella rappresentazione
quadridimensionale dell’algebra di Dirac, sono:

P = (Z;) (6.1.2)

135
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che utilizziamo sono rappresentazioni di spin 1/2 del gruppo di Lorentz,
ricordiamo la sezione §3.5. Per studiare come si comporta l'equazione di
Dirac sotto TL cominciamo a vedere come si comporti uno spinore . Per
trasformazioni di Lorentz gli spinori (6.1.2) si trasformano come:

v Y= e 5wer M7y () (6.1.3)
dove M*? sono i generatori del gruppo di Lorentz, scritti nella forma generale
(rappresentazione finita + infinita):

Mo =i (2,05 — 250,) +iSys (6.1.4)
e possiamo definire: ‘
S(A) = e 29 M7 (6.1.5)
cosi che:
) ﬁ P = S(A). (6.1.6)

dove possiamo interpretare S come una matrice 4x4 che opera una trasforma-
zione di Lorentz sugli spinori, ed essendo gli spinori di Dirac (6.1.2) ottenuti
da due spinori di SU(2) (ricordiamo che ¢ € [(%,O)] e PR € [(O, %)]),
allora S dovra essere in qualche modo ottenuta, e quindi legata, alle matrici
di Pauli (che ricordiamo essere i generatori di SU(2)). Infatti abbiamo:

. ; 1
MO — _% (%’“ _gk> . MY = §€ka <00k £k> (6.1.7)

in cui M sono i generatori dei boost, matrici non hermitiane il che rende
la rappresentazione non unitarial (cio é legato anche al fatto che il gruppo
non sia compatto), mentre M J sono i generatori delle rotazioni e sono sem-
plicemente le matrici di Pauli replicate due volte. Ricordiamo che, nel caso
specifico in cui prendiamo la rappresentazione irriducibile di SU(2) abbiamo:

[NIST

(G (6.1.8)
(@HD) ). (6.1.9)

Yy, = Ay = €'
5

Vg = Aryr =¢'

Vediamo come si comporta ’equazione di Dirac (6.1.1) sotto una generica
trasformazione di Lorentz S(A) (ricorda che per le matrici v# sono invarianti
di Lorentz):

(iv" 0y —m)p(z) =0 - (in"8, —m) (') =0 (6.1.10)
(iv*A, 0, —m) S(A)Y(x) =0 (6.1.11)

1Per cui non possiamo dire che S™H(A) = ST(A).
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in cui abbiamo utilizzato il fatto che 8; = A,"0,, ossia che le derivate tra-
sformano con la matrice A~!. Possiamo scrivere anche che A,” = (A71)” e
e moltiplicare a sinistra per S~!(A), in questo modo la trasformazione di

Lorentz porti a:
STHA) (iv"(AY )19, — m) S(A)Y(z) =0 (6.1.12)
(iSTH (A S(A) (A ) 10, — m) Y(z) = 0. (6.1.13)

Notiamo che possiamo far filtrare dentro S(A) e scambiare posto con la deri-
vata d,, poiché la matrice vive in uno spazio governato dall’algebra di Clifford,
in cui ci stanno gli spinori quadri-dimensionali, (motivo per cui quando in-
contriamo y* ci fermiamo) e non gli interessa cosa fanno gli operatori che
operano nello spazio delle coordinate (9,), commutando con essi. Vediamo
infatti che:

VOuh = 1000 + 7' 01 + 72 0tp + 7 03¢ (6.1.14)
_ 0 1 YL 0 ol Y,
a <12 0> % <¢R> " <—Ul 0 > o <¢R> *
0 o? Py, 0 o3 Uy,
+ <O'2 0 > 82 <T,Z)R> + ((7'3 0 > 83 <wR> (6115)

e vediamo che le derivate agiscono sulle componenti dello spinore, mentre le
matrici y# riorganizzano le sue componenti. Diciamo questo ed ¢é evidente
che agiscono su spazi diversi.

Dall’equazione (6.1.13) possiamo vedere che affinché I’equazione di Dirac
sia invariante sotto trasformazioni di Lorentz deve valere la condizione:

STHANWHS(A) = A* 4P (6.1.16)

che ¢ una condizione analoga a quella trovata per la Relativita Speciale
(2.2.18), che pero ora ¢ una relazione che vale per I'operatore che trasforma
il campo. Nota pero che non essendo un operatore unitario S(A) la relazione
(6.1.16) non & una vera e propria legge di trasformazione delle matrici *.
Tieni a mente che A*,4” danno una combinazione lineare di A¥, moltiplicata
per le componenti di v”, proprio come quando scrivevamo:

Yo, = Y00 + 7101 + 420 + 7305, (6.1.17)
Grazie a (6.1.16) abbiamo:
(v AP (A )10y — m)Y(z) = 0 (6.1.18)
S
(ivP0” ;0 —m) P(x) =0 (6.1.19)
(1770, —m)(x) =0 (6.1.20)

ossia l’equazione (6.1.1).
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6.2 Comportamento dell’equazione di Dirac per tra-
sformazioni di parita

Le particelle e i sistemi, descritti da (6.1.1), che studiamo in Fisica ci dicono,
oltre al fatto che sono invarianti di Lorentz, anche che sono invarianti per
trasfomazioni di paritd. Vediamo in questa sezione il comportamento del-
I’equazione di Dirac per trasformazioni di parita, ovvero tramite inversioni
spaziali, che trasformano x* come:

o — M= (2% D). (6.2.1)

Vediamo come si trasforma il campo spinoriale v in seguito all’inversione
spaziale. Scriviamo genericamente:

v — (@) = Sy(a) (6.2.2)

P.

e la trasformazione dell’equazione di Dirac:
(iv" 0y —m)(x) =0 - (moao +i7'0; — m) SpY(z) =0  (6.2.3)
che se moltiplichiamo a sinistra per la trasformazione .S, ! otteniamo:
(i, ' Spdy — iS5, 17" Spd; — m) Y(z) = 0. (6.2.4)

Possiamo vedere che I’equazione di Dirac ¢ invariante per inversione spaziale
solo se valgono:
S;lfyOSp =~ S;lfylSp = —~" (6.2.5)

che possiamo anche scrivere come:
Sy = nyy° (6.2.6)

in cui 7, ¢ una costante complessa.

Ricordiamo che nella costruzione degli spinori avevamo chiesto che aves-
sero delle proprietd ben definite per trasformazione di paritd. Possiamo
facilmente vedere che 1) ¢ invariante per inversione spaziale a patto che
Inp| = 1, ossia che 7, sia una pura fase €¥ con ¢ € R. Infatti, abbiamo:

Wi D7) — W0 (6.2.7)
= (7" (t. )" (37 0 (t. 7)] (6.2.8)
= |npl*9T7%7%% (6.2.9)

= |npl*0 T (6.2.10)
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che & esattamente 1Tt solo se |n,| = 1. Il fattore di fase 7, dipende dalla
natura del campo fermionico v di spin 1/2 ed ¢ chiamato parita intrinseca.

Si vede anche, per via della presenza di 7%, che non ha influenza, anche 1)
¢ un’invariante per parita. Allo stesso modo vedi che 7%y non ¢é invariante
(per colpa di (6.2.5)).

6.3 Connessione equazione di Dirac e di Klein Gor-
don

Dimostriamo in questa sezione che ’equazione di Dirac (6.1.2) implica l'e-

quazione di Klein-Gordon (5.3.7) e in questo senso possiamo dire che ogni

componente di ¥ sia un campo scalare. Moltiplichiamo ’equazione (6.1.1)
per la sua complessa coniugata (del termine tra parentesi):

(=iy"0, —m) (iv" 0, —m)yp =0 (6.3.1)
il che é una somma per differenza:
(Y"9" 0,8, +m?) ¢ =0 (6.3.2)
possiamo riscrivere:
V4" 8,0, = %{7“7 v"}8,0, (6.3.3)

poiché v#479,,0,, ¢ completamente simmetrico e possiamo riscriverlo simme-
trizzato. Ricordando 'algebra di Clifford {v#,+"} = 2¢g"" otteniamo:

(;{v“,'y”}auay + m2> Y =0 (6.3.4)
(gw/auau + m2) 1/} =0 (635)

ossia I’equazione di Klein-Gordon (5.3.7). Pero 'equazione di Dirac sappia-
mo riguardare uno spinore a 4 componenti, e il fatto che 1’equazione (6.1.1)
sia collegata con I’equazione di Klein-Gordon (5.3.7) ci dice che ognuna delle
4 componenti di 9 é un campo scalare descritto da (5.3.7), poiché scompare
~* (che aveva il ruolo di riordinare le componenti dello spinore) e rimane so-
lo 0,, che agisce sulle coordinate delle componenti degli spinori ¥(x), quindi
abbiamo 4 equazioni separate per le 4 componenti.

6.4 Generatori di Lorentz

Nel capitolo §6 noi ci riferivamo ad una generica matrice rappresentativa
delle trasformazioni di Lorentz con S(A). Ovviamente, quando ci mettia-
mo a lavorare e a fare conti espliciti dobbiamo scrivere in qualche modo
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la matrice S(A). Nel capitolo §6 la matrice S(A) ’abbiamo scritta, con la
relazione (6.1.5), tramite I’esponezializzazione dei generatori del gruppo di
Lorentz, che ricordiamo di aver chiamato, nel modo pitl generico possibile,
come MM, Abbiamo gia visto alcune rappresentazioni utilizzabili per scri-
vere S(A), infatti, finora abbiamo scritto gli S(A) rifacendoci alle matrici
di Pauli oy, i generatori di SU(2), cioé utilizzando "composizioni" di ma-
trici 2x2. Ricordiamo, infatti, che i generatori M*” nella rappresentazione
SU(2) ® SU(2) vengono rappresentati tramite le matrici di Pauli (ricorda
la relazione (3.5.65)). Pero, quando ci mettiamo a studiare sistemi descritti
dall’equazione di Dirac sappiamo bene che ci troviamo in mano oggetti che
vivono in uno spazio governato dall’algebra di Clifford, che considera la rap-
presentazione la cui algebra ha base formata dalle matrici 4x4 v*, per questo
motivo siamo interessati a dare una rappresentazione delle trasformazioni di
Lorentz S(A) in termini delle matrici v*. Possiamo introdurre le seguenti
matrici 4x42:

v Z v
ot =" ] (6.4.2)

che ci servono perché le matrici %O"W sono i generatori del gruppo di Lorentz

scritti in una rappresentazione quadridimensionale che vive nello spazio di
Dirac. Notiamo che i ¢*” sono 6 matrici, vista I’antisimmetria.

Quindi se possiamo scrivere:

1
MP = ot (6.4.3)

se la sostituiamo nell’esponezializzazione dei generatori del gruppo ottenia-
mo:

i

S(A) = emawm " (6.4.4)

L’equazione (6.4.4) da una rappresentazione esplicita della matrice S(A),
che induce una trasformazione di Lorentz sul campo spinoriale di Dirac, in
termini delle matrici v di Dirac. L’espressione (6.4.2) possiamo controllarla
e scriverne effettivamente un’espressione matriciale, infatti, anche ricordan-
do le espressioni viste (6.1.7), vediamo (utilizzando la rappresentazione di

2Fai attenzione che il Peskin Physical law should have mathematical beau-
ty.Peskin:1995ev definisce tale operatore come:

" = 2", 7'] (6.4.1)

ovviamente essendo un fattore numerico cid non cambia la fisica, ma in alcune relazioni
prese per buone, ad esempio la (6.7.20), escono diverse di un fattore 2 se ti metti a fare
effettivamente i conti con le convenzioni scritte in queste note.
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Dirac):
0i _dro . i_ .ot 0] _ .0
o _2[7,7}_ z[o _Gz}_2M (6.4.5)
ot = =[] = [i) gok] =it =20 (6.4.6)

in cui abbiamo definito la matrice X, che spesso nei libri viene chiamata

matrice di spin:
= g 0
Y= <0 E) . (6.4.7)

¢ chiaro che questa rappresentazione (6.4.6), di Dirac, del gruppo di Lorentz
¢ riducibile. Se ad esempio utilizzassimo la rappresentazione di chiralita
la non riducibilitd non sarebbe visibile in modo immediato. Questa non
irriducibilita in realta ci piace molto perché possiamo considerare ogni blocco
separatamente e scrivere i noti spinori di Dirac:

= (ig) (6.4.8)

in cui ogni componente ¢ uno spinore di Weyl.

6.5 Forme bilineari di spinori di Dirac

Per questa sezione é fondamentale aver prima visto la sezione §F.5 nell’ Ap-
pendice F. In tale appendice vediamo quali sono le matrici, che chiamia-
mo solitamente I'* e che formano una base, che ci permettono di scrivere
combinazioni (forme bilineari), del tipo I'*, con ben definite proprieta
di trasformazione sotto il gruppo di Lorentz. Le matrici che abbiamo visto
sono:

1 (1 matrice) scalare
ok (4 matrice) vettore
1
ot = 5[7“ o (6 matrici antisimm.) tensore di rango 2
HAP (4 matrici) pseudo-vettore
P (1 matrice) pseudo-scalare

e il set completo di forme bilineari ¢ di conseguenza:

o (1) scalare

vy (4) vettore (o vettore polare)

Yol (6) tensore di rango 2

YyFASY (4) pseudo-vettore (o vettore assiale)
Py (1) pseudo-scalare.
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Pero, detta cosi sembra un po’ un atto di fede, dobbiamo effettivamente
verificare che le quantita, 1/ I'%) che abbiamo elencato sopra, siano effettiva-
mente oggetti con proprieta di trasformazione ben definiti. Prima di vedere
le proprieta di trasformazione delle forme bilineari che abbiamo scritto é ne-
cessario capire come trasformi lo spinore 1) = 140 sotto trasformazioni di
Lorentz.

6.5.1 Trasformazione dello spinore 1)

Il motivo per cui avevamo introdotto la matrice 4° e di conseguenza lo spinore
), era che ci eravamo accorti che la quantita ¢ non fosse un’invariante
per trasformazioni di Lorentz. Infatti, utilizzando le cose imparate nella
sezione §6.4 nell’Appendice F possiamo notare come 11 si trasformi per
trasformazioni di Lorentz. Abbiamo:

ol — Ty = gtst(n)sa)y (6.5.1)

se le matrici dei boost fossero unitarie (delle rotazioni lo sono) STS allora
sarebbe uguale a 1, perd sappiamo bene che S(A) non ¢ unitaria poiché i
generatori M% non sono hermitiani.

Gia nel capitolo §4 non ci siamo disperati e abbiamo comunque creato
uno spinore ¢ = 140 tale per cui 17 fosse un’invariante. Infatti, preso 1)
abbiamo che lui si trasforma come:

v = @) = @) = otSTA)° = 4TSI AN (652)
= @’YOST(A)'YO (6.5.3)

ora, per semplicita consideriamo una trasformazione infinitesima (riguarda
la relazione (6.4.4) nella sezione §6.4) del tipo:

i 1

AﬂA):efﬂwﬂwﬁvl—waoW (6.5.4)

dove gli w,,, sono oggetti completamente antisimmetrici e per cui vale w,,, =
—wy. Prendendo questa rappresentazione della S(A) (facendone il comples-
so coniugato) abbiamo che 1) si trasforma come:

<

— P =9 (1 + ﬁwma’”)* ) 7’ (6.5.5)
) <(70)2 + iwuyyo(a“y)Tv()) (6.5.6)

¢(1+1%MWwWﬂw) (6.5.7)
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in cul abbiamo il termine:

i
V()" = =5 [('v”)T, (v“)*}vo (6.5.8)
,L. 174
= =57 [ A" (6.5.9)
i
= 577 (077709 + 4099 097%) o (6.5.10)
’L. v
= =5 ("1 "(°) (6.5.11)
=—o (6.5.12)
= ot (6.5.13)

dove abbiamo utilizzato la definizione (6.4.2), le proprieta di hermeticita e
commutazione delle v* e il fatto che 0¥ sia completamente antisimmetri-
ca. Utilizzando quello imparato, la relazione (6.5.13), nella trasformazione
(6.5.7) abbiamo finalmente:

b — P = (1 + iwwa‘“’> (6.5.14)

che per una trasformazione finita é:

T @ =gt =) (6.5.15)

che ci dice che 9 si trasforma, sotto trasformazioni di Lorentz, con S~1(A).
Ci saremmo potutl aspettare che in (6.5.3) il termine WOST(A)WO sarebbe
diventato S~1(A), poiché & 1'unico modo per cui 1) sia un invariante di
Lorentz, ricordando che 1p — S(A)vy. La relazione importante da ricordare
e

STHA) =4°ST(A)A°. (6.5.16)

6.5.2 Proprieta di trasformazione delle forme bilineari

In questa sottosezione vediamo quali siano effettivamente le proprieta di tra-
sformazione, sotto trasformazioni di Lorentz, degli oggetti indicati all’inizio
della sezione §6.5.

Cominciamo a prendere 1. Imparato come trasforma 1 possiamo facil-
mente vedere che ¥ é un’invariante di Lorentz:

v wIST A S(A)y (6.:5.17)
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che, utilizzando quello visto poco fa3:

- T a1
P ﬁ ST (A). (6.5.18)
porta a: - - -
P — PSS =Py (6.5.19)
L. —_———
=1

ovvero, abbiamo visto che 11 & invariante sotto trasfomazioni di Lorentz,
cosa che dopotutto avevamo gia visto studiando le proprieta delle rappresen-
tazioni spinoriali di SU(2) con gli spinori di Weyl.

In modo analogo, preso 1y*1), si pud vedere che & un vettore di Lorentz.
Infatti si ha:

L By (6.5.20)
$Ty0ST (A S(A)y (6.5.21)
PSTHA)YS () (6.5.22)
ricordando 6.1.16 (6.5.23)
PYPAE (6.5.24)
Py (A1) (6.5.25)
(A" e (6.5.26)

che é la tipica trasformazione di un quadrivettore di Lorentz, che appunto
si trasforma con la matrice A¥,. Sara importante I’aver notato questa cosa
poiché y*1) & una corrente di Noether.

Notiamo anche, che ¥y si tratta di un quadrivettore polare, nel senso
che, per trasformazioni di parita si ha:

N — Y (6.5.27)
VY Py (6.5.28)

che ¢ la normale relazione di parita per i vettori polari, in cui la componen-
te temporale resta invariata e cambiano di segno tutte le componenti spaziali.

L’oggetto Yo" si trasforma come:

o > T (6529
LTSI (v — ) S(A) (6.5.30)

3Nel caso delle rotazioni abbiamo M¥ = (M%“)! e 4° ed M* commutano (potremmo
verificarlo con i calcoli espliciti conoscendo le espressioni matriciali di entrambi), con i
boost perd, MY = —(M%)?, e 4° anticommuta (anche in questo caso sarebbe verificabile)
con MY il che rimuove il segno negativo che usciva dall’hermitiano di M%
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abbiamo due termini del tipo S™1(A)y#4*S(A), ma sappiamo che ciascuna
matrice v* si trasforma come un vettore per trasformazioni di Lorentz, per
cui vale:

STIyHS = AH 4K (6.5.31)

abbiamo dunque:

STHAY " S(A) = STIHHSS IS = AlaP A7 = A APy

(6.5.32)

dunque:
It %@ (A AP = N A 9Py ) (6.5.33)
%@A“p/\”a (V"7 =7 ¥ (6.5.34)
%EAupAVU v, 7 (6.5.35)
A A DoP7e) (6.5.36)

che é la legge di trasformazione di un tensore di rango 2.

Possiamo vedere che I'oggetto 1)y*%1) é uno pseudo-vettore. Comincia-
mo a vedere che per trasformazioni di Lorentz si trasforma come un vettore.

Abbiamo:

DY = P (6.5.37)
5L (A S (M) (6.5.35)
SIS SN Sy (6.5.39)
PAR A7 (6.5.40)
ricordiamo che {o"", A,F’} =0 (6.5.41)
AR pryPr e (6.5.42)

ovvero che 1751 & un vettore di Lorentz. Vediamo ora cosa otteniamo per
trasformazione di parita:

- —/
VY — Pty (
S, 1 S (
iy vy (6.5.45
POty Py (
ricordiamo che {A, (J, A,F’} =0 (
(

— P00y
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e a questo punto dobbiamo distinguere i due casi. Se abbiamo p = 0, allora:
Y — =y (6.5.49)
se invece u = 1, allora, per via di {’yo, ’yi} =0:
VY — Yy (6.5.50)

Questo ¢ il tipico comportamento di un vettore (ovviamente intendiamo qua-
drivettore, cioé tensore di rango 1) assiale, o pseudovettore, ossia un oggetto
che sotto trasformazione di parita cambia di segno nella componente tempo-
rale, ma non in quelle spaziali.

Possiamo vedere che l'ultimo elemento che ci resta da studiare, ossia
Yy si trasforma come:

Yy — oy (6.5.51)
PSTHA)YS(A)y (6.5.52)

per le trasformazioni di Lorentz proprie (quelle connesse con 'identita) ab-
biamo:

PP = et it aBemiwmay (6.5.53)

che, siccome [7“,75] = 0 e quindi [a’“’,'yS] = 0, porta a:

L (6.5.54)

ossia che ¥o®y ¢ un’invariante di Lorentz. Pero, possiamo notare che &
uno pseudo-scalare vedendo che cosa succede con trasformazioni di pari-
N . o 0 e . .

ta. Infatti, tenendo conto che S, = n,7", con 7, parita intrinseca, allora
abbiamo:

e — T (6.5.59
RS (6.5.56)
AR (6.5.57)
ricordiamo { 5} =0 (6.5.58)
— Y (6.5.59)

che ci dimostra il fatto che 1% ¢ uno pseudoscalare.
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6.6 Correnti di Noether associate all’equazione di
Dirac

Ovviamente non é stato fatto a caso tutto il discorso della sezione §6.5, infat-
ti, utilizziamo le forme bilineari viste o per inserirle nella lagrangiana £p, che
perd pud contenere solo invarianti di Lorentz, oppure li utilizziamo per "co-
struire" le correnti di Noether. Date le matrici vettore v* e il pseudovettore
v*~5 possiamo formare due correnti:

) = Plap(x) , GE () = Pla)y " Y (). (6.6.1)

che sono le correnti di Noether che corrispondono alle trasformazioni di fase
e di chiralita:

Y(x) —  eP(x) Loge (6.6.2)
b)) —  €y(a) g (6.6.3)

in cui (6.6.2) ¢ la trasformazione di simmetria della lagrangiana Lp di
Dirac e j* ¢ la corrente associata che si conserva sempre; invece, (6.6.3) ¢ la
trasformazione chiriale che é una simmetria del termine cinetico di Lp,
ma non del termine di massa L; per questo, j& ¢ la corrente conservate solo
nel caso di m = 0.

Possiamo controllare anche che effettivamente siano quantita conservate,
ovvero che rispettino un’equazione di continuita, se 1 € soluzione dell’equa-
zione di Dirac. Prendiamo la prima delle (6.6.1):

8ujﬂ = (aui) 7“1/) + E’Y“auw (6'6'4)
se assumiamo che v e 1) soddisfino I’equazione di Dirac, ossia che valgano:
(i 0, —m)y =0 , P (iv"d, +m) =0 (6.6.5)

allora abbiamo:

Oug" = (im) + Y (—im)yp =0 (6.6.6)
e dunque, j* = ¥y*1) & sempre conservata se 1) & soluzione di Dirac. Quando
accoppieremo il campo di Dirac, fermioni carichi, con il campo elettromagne-
tico, vedremo che j° sara proprio la densita di carica elettrica e j¢ la corrente
di carica elettrica.

Possiamo vedere facilmente anche la conservazione di j&', la seconda di

(6.6.1):

0udb = (8u0) V'Y + "y 9 (6.6.7)
anche in questo caso, assumendo la validita di (6.6.5) e ricordando {7“, 75} =

0 (il che ci dice che scambiare v* con 7% induce un segno meno), allora
abbiamo:

Ol = impy®1p + imy P = 2imipy i) (6.6.8)
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infatti, la corrente j£' ¢ detta corrente assiale ed ¢ conservata solo se la
massa ¢ nulla; cosa non troppo sorprendente sapendo che ¥° ¢ collegata
alla chiralita e alla trattazione di sistemi mass-less. Infatti diciamo che non
possiamo avere termini quadratici dei campi spinoriali, senza derivate, che
siano invarianti per trsformazioni di chiarialita.

E interessante anche notare che:

_ 1—~° . 1 5
it =Py (2”) v, k=9 (?) ¢ (669)

nel caso di m = 0, sono due correnti che si conservano separatamente, corri-
spondono alle correnti di fermioni sinistrorsi e destrorsi e non si mescolano
mai.

Vedremo nel capitolo §10 che richiedere I'invarianza dell’intera lagran-
giana (cinetico + massa), ad esempio per trasformazioni di fase, ci portera
a dover introdurre altri campi, in quel caso sara il campo elettromagnetico
AF. Cio € una cosa generale.

6.7 Soluzioni dell’equazione

I riferimenti per questa sezione sono Physical law should have mathematical
beauty.Kaku:1993ym, Peskin:1995ev e sara necessario nel corso del capitolo
aver appreso e ripassato le nozioni discusse nelle sezioni §3.5.5 € §3.5.6. Ana-
lizziamo in questa sezione le soluzioni dell’equazione di Dirac (6.1.1), che ci
interessano poiché, ricordiamo che ogni sistema fisico € una realizzazione di
una rappresentazione del gruppo di Lorentz, i campi spinoriali rappresen-
tano particelle fermioniche. Ovviamente cercheremo le soluzioni per campo
libero, non avendo incluso nell’equazione alcuna interazione. Ci aspettiamo,
inoltre, che ’equazione (6.1.1) ammetta soluzioni che siano combinazioni li-
neari di onde piane*. Abbiamo anche visto che il campo 1 ha una struttura
spinoriale a 4 componenti, per cui in generale possiamo scrivere:

(e
Us (ﬁ) et

Ys(z) = (6.7.1)

in cui p* = (F,p) ¢ il quadrimpulso (associato al sistema) della Relativita
Speciale e per cui vale p? = E? — |p]>. Notiamo che anche us(p) e vs(p)
sono spinori a 4 componenti (sono loro che mantengono la natura spinoriale
di ¢) e il loro indice s & un indice a 2 valori, legato allo spin associato

4Possiamo dirlo dal fatto che non ci sia un termine potenziale, ma soprattutto dalla
forma dell’equazione differenziale perché infatti ci dice che la derivata del campo, molti-
plicata per una matrice, iy*0,9 dev’essere uguale al campo stesso moltiplicato per una
costante m. Per questo diciamo che le soluzioni sono esponenziali complessi.
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allo spinore. Una generica soluzione dell’equazione (6.1.1) sara dato da una
generica combinazione lineare di (6.7.1) (cosi come avevamo per le onde).
Vediamo che sono legati al tri-impulso, poiché abbiamo la relazione di mass-
shell che lega p° = E a 7, per cui abbiamo che l’energia ¢ legata a p. Noi
considereremo sempre casi con p® = E > 0 e per cui consideriamo sia e =" s
sia eT#"%u (il segno "-" dell’energia lo mettiamo fuori).

Se proviamo ad inserire la (6.7.1) nell’equazione di Dirac, usando la nota-
zione di Feynmann descritta nella sezione §F.1 dell’Appendice F, troviamo:

(Z'fy/"“au _ m) Us (p)e—ip;uv“ =0 — (z)/.u‘p'u _ m) us(p)e—ipua;“ -0
(6.7.2)

(i’yuaﬂ _ m) vs(p)e—&-ipuazl‘ -0 = (—’7“]9“ _ m) ,Us(p)e-‘ripua:l‘ —0
(6.7.3)

visto che la derivata d, agisce solo sull’esponenziale e non sugli spinori,
dipendenti da p. Abbiamo dunque:

(Yo —m)us(p) =0 = (p—m)us(p) =0 (6.7.4)
(YWpu+m)ug(p) =0 = (;;/H— m) vg(p) =0

che sono due condizioni che us(p) e vs(p) devono soddisfare.

Possiamo cercare la forma generale degli spinori u(p) e v(p). Un caso
rilevante, ¢ il caso in cui ¢i mettiamo nel sistema di riferimento di riposo®.
In tale sistema abbiamo:

pt = (m,ﬁ) = (po,(_f) (6.7.6)

in cui indichiamo con m la massa di riposo®, che non in unita naturali sarebbe
mc?. Qui scegliamo come base per gli spinori us e vy i quadrivettori:

(o) (1)
0 1
u1(0) = 0 ,  uz(0) = 0 (6.7.7)
0 0
(o) (o)
0 0
(%] (0) == 0 5 UQ(O) == 1 . (678)
1 0
Definiamo la base in questo modo perché suggerito da chi gia sa co-

me si formera la teoria e con queste definizioni ci saranno dei risultati che
assumeranno una forma piu carina.

5Nota che possiamo farlo poiché stiamo considerando campi le cui eccitazioni sono
particelle fermioniche massive.
5Per una particella in movimento avremmo p° = E = ymc?.
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Notiamo che per formare gli spinori us e vs abbiamo semplicemente uti-
lizzato come base un’estensione a 4 dimensioni dei due spinori, che avevamo
indicato con xT e x*, della Meccanica Quantistica.” Anche il fatto che I’in-
dice s possa assumere soltanto due valori & perfettamente consistente con
il fatto che 1 descriva un sistema di spin 1/2; con due possibili stati fisici,
uno "up" e uno "down". Facciamo solo attenzione al fatto che ¢ puo essere
scritto come wug(p)e~""x oppure come v,(p)et® @1 e in ciascuno dei due
casi devono esistere (lo abbiamo appena visto definendo u; 2 e ’1)1,2) i due
possibili stati up e down, e dunque 4 stati possibili. Il fatto che ci sembri
di aver raddoppiato le condizioni sullo spin, rispetto la MQ, ¢ dato dal fatto
che non stiamo studiando sistemi scalari, bensi spinoriali, ed é proprio la
presenza dello spin ad includere nelle soluzioni dell’equazione di Dirac non
solo 1 campi con energia positiva (con due stati di spin), ma anche quelli
ad energia negativa (con altri due stati di spin). Ci sono entrambi i segni
dell’energia perché abbiamo la relazione di mass-shell inglobata nella teoria,
poiché ¢ portata dentro dal gruppo di Lorentz.

Notiamo ancora una cosa importante. Se prima interpretavamo il ter-
mine e~"P"?x come un’onda entrante e e+ come un’onda uscente, ora li
interpretiamo come e~""®u il termine di particella con energia positiva (ad
esempio) e et?"%« come il termine di particella ad energia negativa. En-
trambe le soluzioni (energia positiva e negativa) sono gia di base inglobate
nella teoria per via del fatto che costuiamo le equazioni di campo basandoci
sulle invarianze del gruppo di Poincaré, e dunque della Relativita Speciale.
In piu esse ci sono sempre entrambe e non posso eliminarle, proprio perché
la relazione di mass-shell le considera entrambe e noi con la rappresentazione
spinoriale del gruppo di Lorentz siamo in una rappresentazione irriducibile.
Quindi, quando facciamo una teoria quantistica e relativistica ci sono, per
costruzione, fin dall’inizio sia le particelle che le antiparticelle.

Ovviamente non vogliamo vivere sempre nel sistema di riferimento di
riposo, ma la Fisica che ci piace avviene in sistemi di riferimento generici.
Operiamo un boost su us(0) e v5(0) in modo da portarli dal sistema di rife-
rimento di riposo ad uno generico, in cui 'impulso del sistema & p* = (E, ).
Occorre perod ricordare come possiamo rappresentare una trasformazione di
boost. Possiamo dare una rappresentazione matriciale di S(A) in una direzio-
ne generica 7. Per farlo, conviene utilizzare la rappresentazione del gruppo
di Lorentz SO(3,1) data da SL(2,C), che appunto fornisce una rappresenta-
zione bidimensionale e spinoriale. La rappresentazione che fornisce SL(2,C)
¢ data da matrici 2x2 della forma:

S(A) = e 575 (6.7.10)

x'= (é) , xt= <(1)) (6.7.9)

"Ricordiamoci che erano:
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in cui ci sono sia le rotazioni che i boost. Abbiamo il vettore 77 = || = nn.
Nel nostro caso siamo interessati ad un boost, per cui utilizziamo solamente
i generatori associati, ossia +7j - Z, e abbiamo:

VIS

S(A) — ET (6.7.11)
t8d (6.7.12)

i L/oq N (T
(6.7.13)
(

- lcoshg i&-ﬁsinhg 6.7.14)
in cui il primo termine (1cosh 7) ¢ un termine diagonale che raccoglie tut-
te le potenze pari in cui (0!)?® = 1 Vi, mentre il secondo é un termine
off-diagonale e raccoglie tutte le potenze dispari in cui (¢)?"*! = ¢ Vi.
Passando alla rappresentazione di SO(3, 1) data dalle matrici v* (vedi I’Ap-
pendice F), in cui i generatori dei boost sono dati da %O'Oi il ragionamento é

lo stesso. Infatti, in tale rappresentazione abbiamo:

0 o

i i L o i i i
MO =K'= 50'0 :—5 —O'i 0 = Z[ 077] (6715)
S(A) = e woic’ (6.7.16)

in cui i parametri wy; possono essere scritti in forma esplicita tramite la
rapidita:
wOl

7= (W, w2, W) (6.7.17)

e ricordiamo che 7 € la quantita additiva per boost successivi. Ad esempio,
per un boost lungo la direzione z abbiamo:

K3 =—i (6.7.18)

_ o O O
o O O O
o O O O
o O O

e conseguentemente:

S(A) = =103 K — 1 cosh % — iK?®sinh %. (6.7.19)
Torniamo al risultato che abbiamo trovato per una direzione generica
(6.7.14) e scriviamolo esplicitamente in forma matriciale (puoi vedere i conti

espliciti e un’appunto sulla convenzione nel file di conti):

S(A) = ( (6.7.20)

lcoshd & -nsinhg
&-nsinhd  1cosh
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dai legami tra rapidita e massa di riposo ed energia di un sistema visti
nell’Appendice E, ossia:

E+m

n |
cosh 5 o+ siho - (6.7.21)
possiamo riscrivere la matrice S(A) come:
E 1 G-y Ezm
S(A) = 4/ = Em (6.7.22)
2m G- Emm 1

E+m 1 .
—/ o ( g E+1rm> (6.7.23)
E+4+m

in cui abbiamo usato:

E—m 1P| R
= - n. 7.24
VE+m E+m [P -7 (6.7.24)

Ora, applichiamo il boost (6.7.23) agli spinori di base nel sistema di
riferimento di riposo, cosi da portarli in un sistema di riferimento generico,
in cui il loro impulso é p. Indichiamo:

X' = <(1)) L = (?) (6.7.25)
1= (é) , = (?) . (6.7.26)

Applicando S(A) agli spinori us(0) e v5(0) otteniamo:

wlp) = VBT 2% ) (6727

E—i—mX

vs(p) =VE +m <Ei;7g ) (6.7.28)

in cui attenzione, abbiamo fissato la normalizzazione di us(p) e vs(p) senza un

pezzo 1/4/2m, per convenzione, che in base alle relazioni viste in precedenza
saremmo portati a dire esserci. Si veda la sezione §6.7.1 per motivazioni.

Possiamo "facilmente" verificare che us(p) e vs(p) soddisfano le relazioni:

(p —m)us(p) =0 (6.7.29)
(p +m)vs(p) = 0. (6.7.30)

Per verificarlo dobbiamo ricordare che:

|1
E—m— = 7.31
me e 0 (6.7.31)
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e notare che:

N N 2.2 3.3 Dz Do — 1Py
g-pD=0 +o0 +o = . 6.7.32
p=op p p (m ipy  —p > ( )

e di conseguenza:

Lo P2A (pr—ipy)(Px +ipy)  (Px +ipy)Ps — D2 (Dx + ipy)
p:(px +ipy) — (px — ipy)p:  (Px + ipy) (pe — ipy) + D2

(6.7.33)

5
= (% ;) (6.7.34)
=172 (6.7.35)

Utilizzando (6.7.31) e (6.7.35) possiamo vedere che (dimenticando il fat-
tore /E 4+ m che sarebbe davanti a tutto):

(p —m) us = (Evo —p-7—ml) < 5.);» S) (6.7.36)
E+mX
26 5) (5 0) 6 ) ()
0 -1 - 0 0 1 T X’
(6.7.37)
_(Fom o) (X (6.7.38)
p-o —E-m)\gZox

E—m— 2 x°
- (L bf:m} (6.7.39)

5o (1 Fm)
=0 (6.7.40)

Analogamente si dimostra che:

(p+m) vs(p) = 0. (6.7.41)

Appunto importante é che noi abbiamo utilizzato la rappresentazione di
Dirac per le matrici v, ma ovviamente si giunge allo stesso risultato anche
utilizzando la rappresentazione di Weyl.

Notiamo anche che (6.7.27) e (6.7.28) sono ancora soluzioni dell’equazione
di Dirac, anche se moltiplicate per una fase globale .

Prima di parlare di normalizzazioni vediamo che avremmo potuto utiliz-
zare un piccolo trucco per arrivare ad un’espressione di us(p) (e vs(p)) in un
generico sistema di riferimento®. Infatti, valendo 'identita:

(p—m)(p+m)=0 (6.7.42)

8Questa cosa potrebbe tornare utile soprattutto allo scritto del corso di Fondamenti di
Teoria Quantistica dei Campi.
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dimostrabile semplicemente:

(p—m)(p+m) = pp — m? (6.7.43)
= vy’ Dy — m? (6.7.44)
=Y pupy —m? (6.7.45)
—~—
simmetrico
1
=5 (" ") pupy — m? (6.7.46)
1
= pupvy {777} = m? (6.7.47)
=p?—m?=0 (6.7.48)
otteniamo:
(p—m)(P+mus(0)=0 , s=1,2 (6.7.49)
e ricordando che:
(p —m)us(p) =0 (6.7.50)
possiamo porre:
us(p) = C(p +m)us(0) (6.7.51)
cosi che:
w(p)=c (EFm =97, 0 E=p">0  (6.7.52)
S p O—_‘ . ﬁ _E + m S M p s

che con 'opportuna scelta:
C= —— (6.7.53)

porta allo stesso risultato visto prima, ossia (6.7.27).

6.7.1 Normalizzazione spinori

Possiamo fissare la normalizzazione degli spinori us(p) e vs(p) richiedendo
che:

ul(p)ug (p) = 2Ed s (6.7.54)
vl (p)vy (p) = 2B6s0 (6.7.55)
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che possiamo effettivamente verificare esplicitamente (ricordando che (&-p) =

(@ p)"):

oD Xs'
ul(p)ug (p) = (E+m) (xl , b ) < 55 ) (6.7.56)
E+mXS
= 2
—(E SO LAY g 6.7.57
(E+m) [xsx X )X ( )
P
=(F Osg | 1 + —— 7.5
(E+m) ( +<E+m)2> (6.7.58)
E? +m? + 2mE +
= (E Ogs' 6.7.59
(B m) = (6.7.59)
ricordiamo p* = E? — m? (6.7.60)
2E(E +m)
= . 6.7.61
(E+m) ( )
=2Fésy (6762)

e analogamente per vl(p)vsr (p). Possiamo notare che, la densita di proba-
bilita, ossia ¥, non & un’invariante di Lorentz, ma si trasforma come la
componente 0 di un quadrivettore (j*), in accordo con il fatto che Phpd3z
sia lo stesso in ogni sistema di riferimento inerziale; cid che accade é che se il
volume V subisce una contrazione relativistica, allora 114 si dilata e compen-
sa la variazione di V. Ne riparleremo quando tratteremo la normalizzazione
delle soluzioni dell’equazione di Dirac.

A questo punto possiamo definire gli spinori aggiunti us e U5 come:

us(p) = ul(p)y’ (6.7.63)
vs(p) = vl(p)y° (6.7.64)
per cui valgono:
Us(p) (p —m) =0 (6.7.65)
Ts(p) (p+m) =0 (6.7.66)

(6.7.67)
(6.7.68)
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infatti:
(p—m)u) = ul((")pe—m)=0 (6.7.69)
ricordiamo (y#)1 = ~0y#~° (6.7.70)
[ul ('yowuyopu — m) = O] ’yo (6.7.71)
ui’yop'yovo —ulmy? =0 (6.7.72)
Ty (p—m) =0 (6.7.73)

e analogamente per vs.

T T

Come per ug e vg possiamo vedere che le condizioni di normalizzazione
per usug € Vgvg:

ﬂs(p)us’ (p) = 2mdsy (6'7'74)
Us(p)vs (p) = —2mdbsy (6.7.75)

che possiamo notare essere una condizione di normalizzazione Lorentz inva-
riante, poiché coinvolge ¥ e 1. Vediamo:

wu) =@+ (4 dZ2) (5 ) (25 ) erm)

E+mX5,
> = Xs!
=(E+m)(xs , —xi-2 <5.~ ) 6.7.77
Erm () (e (6.7.77)
N
G-p
= (5 m) (b X v (6.7.78)
[p1*
= ds9 (F 1——— 7.
) (6779
usiamo ancora E? — |p]? = m? (6.7.80)
E? 4+ 2mE + m* + m* — E?
2m(E +m
= 635/(E’(_|_Tn)) (6782)
= 2méy (6.7.83)

e analogamente per Tsvy. Nota che il 2m esce fuori perché avevamo rimosso
v/2m nella normalizzazione delle soluzioni (6.7.27) e (6.7.28), ma & semplice
convenzione.

E facile dimostrare la relazione di ortogonalita tra gli spinori us e v,
ossia vedere che vale la relazione:

s (p)vs (p) = Us(p)ug (p) = 0. (6.7.84)
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Limite non relativistico Possiamo notare che nel limite in cui |p] < m,
il rapporto E‘i’; ¢ molto piccolo, quindi lo spinore us(p) avra le componenti
superiori (xs) largamente dominanti, che vengono chiamate grandi compo-
nenti. Per lo spinore vs(p), nella stessa situazione, le componenti dominanti
sono quelle inferiori (¢s). Dunque nel limite non relativistico ritroviamo le
nozioni di Meccanica Quantistica non relativistica che gia conoscevamo.

6.7.2 Normalizzazione soluzioni

Avendo visto quali sono le condizioni di normalizzazione degli spinori, pos-
siamo vedere quali sione effettivamente le condizioni sulle soluzioni. Consi-
deriamo le soluzioni ad energia positiva, di tipo us:

5 () = Nug(p)e ™" (6.7.85)

la costante di normalizzazione N ¢ fissabile richiedendo che in un volume
infinito si abbia:

8T s’ 5
[aru @i @) = 0,056 - (67.56)
da cul ricaviamo:

[0 @u) @) = INPul e () [ e DT 087
= |N|?2E6,y (27)%8% (5" — P) (6.7.88)

e dunque:
1 1

|IN| = e (6.7.89)
Una prova analoga vale per le soluzioni di tipo vs.

Come gia accennato, la normalizzazione che abbiamo imposto € giusti-
ficata dal fatto che, come abbiamo gia visto, ©f¢) non ¢ un’invariante di
Lorentz, ma varia sotto trasformazioni di Lorentz come la componente tem-
porale di un quadrivettore, avendo dV 11, se il volume V si dilata, allora
YT si contrae per compensare la variazione di V, in modo da mantenere
invariante dV 1T+ per ogni sistema di riferimento inerziale (in moto relativo
rispetto all’altro). Se il volume V' va ad infinito, allora 1t si contrae in
modo da garantire che I'integrale su tutto lo spazio sia una delta di Dirac.

6.7.3 Interpretazione soluzioni
Vediamo in questa sottosezione come interpretiamo le soluzioni (6.7.1) dell’e-

quazione di Dirac. Potremmo ripetere cose gia accennate nella sezione §6.7.

Facciamo solo attenzione che non possiamo ancora parlare in modo lecito
di particelle o antiparticelle, potremo farlo solo quando avremo quantizzato
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il campo, poiché siamo ancora in presenza di un campo classico. Pero, quello
che stiamo facendo noi é: imporre le simmetrie del sistema e dire che gli stati
fisici sono dati da una qualsiasi delle rappresentazioni irriducibili del gruppo
di simmetria del sistema, nel nostro caso, del gruppo di Poincaré. Quella che
facciamo noi é una procedura molto potente e generale, talmente potente che
é valida a priori, sia che siamo in presenza di un campo classico che di uno
quantistico.

Ad ogni modo, le soluzioni di tipo ¥ = uljge*ip“‘”“ rappresentano, in
modo relativistico, un campo libero di spin 1/2, quadrimpulso p#, massa m
ed energia F. Infatti, e 7P"%» = e~ UEt—FT) & 1a tipica forma di un’onda piana
che si propaga nella direzione Z in avanti nel tempo. Le due proiezioni di
spin del campo sono date dagli spinori bidimensionali che abbiamo chiamato
X1 € X2, rispettivamente up e down.

In modo analogo, le soluzioni di tipo ¢ = vl,ge”pul’“ hanno le stesse
caratteristiche delle precedenti, ma segno opposto per tutte le componenti
di p*, vuol dire che abbiamo p* — —p* e lo stesso vale per le componenti
dello spin. Avendo —p* 'onda si propaga in direzione —Z e —t, cioé evolve
indietro nel tempo. L’evoluzione indietro nel tempo avviene a meno che non
si assuma F < 0. Dirac interpretd queste soluzioni ad energia negativa come
campi che rappresentavano antiparticelle, cioé¢ oggetti con la stessa energia,
impulso e spin delle soluzioni ulyge*ip“m“, ma con carica opposta. La pro-
va sperimentale di questa interpretazione arrivo nel 1932 da Anderson, che
scopri il positrone, 4 anni dopo la congettura di Dirac. Facciamo pero atten-
zione che il fatto che parliamo di particella (energia positiva) e antiparticella
(energia negativa) questo non é legato al fatto che uno spinore sia left o
right sono due discorsi completamente differenti, faremo maggiore chiarezza
su parti left e right di uno spinore nella sezione §6.8.2.

Notiamo che in Meccanica Quantistica, o banalmente in Meccanica Clas-
sica, potevamo rimuovere una delle due soluzioni che trovavamo da equazioni
di secondo grado, banalmente imponendo delle condizioni iniziali. Ad esem-
pio, nelle buche di potenziale risolvendo ’equazione di Schrodinger trovava-
mo degli esponenziali entranti o uscenti, ma potevamo eliminare una delle
due soluzioni semplicemente dicendo di non avere ’onda riflessa; oppure,
anche nello studio del moto uniformemente accellerato avevamo equazioni di
secondo grado nel tempo, ma eliminavamo le soluzioni con ¢ < 0 banalmente
chiedendo che il tempo scorresse in avanti. Ora, che stiamo costruendo la
Teoria Quantistica dei Campi, non possiamo eliminare le soluzioni negati-
ve che vengono da E = +4/p? + m?2 imponendo a mano dall’esterno delle
condizioni, 'unica cosa che imponiamo sono le invarianze e le simmetrie del
sistema, ma tutto cid che ne consegue ce lo dobbiamo tenere.

Notiamo anche che nel formalismo relativistico lo spin & gia compreso
nella teoria senza che noi dobbiamo fare nulla; nella Meccanica Quantistica-
non relativistica non era cosi, infatti, lo avevamo dovuto aggiungere ad hoc a
posteriori in modo da spiegare la degenerazione che incontravamo studiando
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alcuni fenomeni, come Stern-Gerlach o 'effetto Zeeman anomalo.

6.7.4 Proiettori su stati ad energia positiva o negativa

Abbiamo visto che le quantita us(p)uy (p) € Us(p)vy (p) sono numeri, vedi
le relazioni (6.7.74) e (6.7.75). Pero, non ci siamo chiesti quale tipo di in-
formazione fisica possa essere contenuta in questi prodotti. Notiamo che
ug (p)us(p) e vy (p)Us(p) sono matrici 4x4 e ci diamo degli indici o e f.
Definiamo gli operatori:

APl = 3 W (6.7.90)
s=1,2
A @as=— > W. (6.7.91)
s=1,2

Applicando (6.7.90) allo spinore u (p) otteniamo:

L () (7) = Z ﬁ)uﬁ ﬁ)uﬁﬁ (6.7.92)

=y talp)2mdey (6.7.93)

2m

/

=¥ (p) (6.7.94)

mentre se lo applichiamo a v* (p) otteniamo:

Ay (P)v* () =0 (6.7.95)

per via dell’ortogonalita di u e v. Inoltre possiamo vedere i proiettori sono
idempotenti, ossia sono tali che:

Ay (p)]? =1 QZU (D @Zu (P)as (P) (6.7.96)

4 A2 Z o (D) wy(D)uy () ug; (p /(P) (6.7.97)
8:8"5p 2mdg s

S A AT (6.7.98)

= A+(P) (6.7.99)

e diciamo che Ay é un proiettore su stati ad energia positiva. Notiamo che
vale:

(p—m)AL(p)=0 (6.7.100)
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come conseguenza di (6.7.29). Se ricordiamo il trucchetto (6.7.42) possiamo
rappresentare A (p) come:

_ptm
 2m

AL (P) (6.7.101)

che chiaramente soddisfa tutte le proprieta di cui sopra.

Per la definizione (6.7.91) possiamo fare gli stessi discorsi di A4, ma in
questo caso 'operatore A_(p) proietta su stati ad energia negativa, o meglio
su stati di tipo vs. In questo caso possiamo rappresentarlo come:

—p+m
2m

A_(P) = (6.7.102)

Notiamo anche che valgono le seguenti proprieta. La relazione di com-
pletezza:

AP +A_(P)=1 (6.7.103)

che si puo facilmente vedere da:

_ptm  —ptm
Ar(p)+A_(p) = S + o 1 (6.7.104)
e la relazione di ortogonalita:
A+ (PA-(P) = A_F)A+(7) =0 (6.7.105)
visibile da:
+m)(—p+ —pp +m? —m? 4 m?
Prm)cptm) _ —pptm’ _ mmiamt 06
4m? 4m?  pp=m>  4m?

6.8 Chiralita ed elicita

In questa sezione parleremo della chiralita e dell’elicita, del loro ruolo nel-
lo studio dell’equazione di Dirac e il loro collegamento con la massa delle
paricelle.

6.8.1 Autostati e proiettori di chiralita

Utilizziamo per questa sezione la rappresentazione di Weyl:

70:<2 é) , 75:<_01 2) (6.8.1)

Nella sezione §4.4.3 avevamo definito i proiettori:

1 5
ke P, = (6.8.2)

P
R 2 ’ 2
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che ci consentono di "estrarre" le componenti left e right dello spinore:

Y= (2;) (6.8.3)

e che possiamo notare essere collegati come:
Pyt =~"Pg (6.8.4)
poiché per via del fatto che {'75, '7“} = 0 si ha:

5
nlty
2

L= =t
2 2 2
Abbiamo infatti:

b = 1_275@& = (3 8) (i;) = (%L) (6.8.6)
YR = 127510 = (8 2) (i;) = <¢OR) : (6.8.7)

Pr,.r sono proiettori nel senso che vale Pi r = Pr.Rr e inoltre P, + P =1
con Py, Pr = PrPr, =0.

La distinzione tra spinori left e right é valida in qualsiasi rappresentazio-
ne, come abbiamo visto nell’Appendice F, e in analogia a 1) possiamo definire
gli spinori uy, e ug tramite i proiettori:

ur(7) = Pru(p) (6.8.8)
ur(p) = Pru(p)

Pyt = ¥ =~"Pr (6.8.5)

da cui possiamo ottenere:

ur(p) :uTLvO = <1_275U>T’y0 :uT1_27570 (6.8.10)
= uT’yOﬂ = () Pr (6.8.11)
quindi:
ur,(p) = u(p)Pr (6.8.12)
ur(p) = u(p)PrL (6.8.13)

6.8.2 Fermioni chiriali ed equazione di Weyl

Studiamo in questa sezione come si riducono le equazioni di Dirac se scri-
viamo lo spinore ¥ nelle sue parti left e right e analizziamo che equazioni
abbiamo nel caso massless. Analizziamo il significato e il legame tra chiralia
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ed elicita. Potrebbe risultare utile aver ripassato la sezione §3.6.3. Potrebbe
sembrare uno studio abbastanza inutile quello di particelle fermioniche, di
spin 1/2, e massless, dal momento che in natura ce ne sono poche, pero,
come vedremo, lo studio di sistemi di questo tipo € particolarmente rilevante
perché é una situazione in cui ci si ritrova nel limite di altissime energie, in
cui £ > m e la massa m ¢ irrilevante.

Un fenomeno ¢ detto chiriale quando non ¢ identico alla sua immagine
speculare, indotta da una trasformazione di parita. Sappiamo bene che nella
rappresentazione di Weyl, o rappresentazione chiriale, lo spinore di Dirac v ¢
dato da due componenti ¢, left e ¥ right che trasformano in modo differente
sotto trasformazioni di Lorentz (lo abbiamo visto nella sezione §6.1), e a
proposito ricordiamo che ¥ e ©¥gr sono legati attraverso una relazione di
complessa coniugazione. Possiamo riscrivere I’equazione di Dirac in termini
di ¥, e ¥g (utilizziamo la rappresentazione di Weyl per le +):

("0 —m)9h(x) =0 (6.8.14)
-ml i(6g+d-V 1 ()
i (ao — G- ﬁ) ( O_ml ) (w;(x)) =0 (6.8.15)

da cul otteniamo:

i(8o+37-V)vr(x) — myp(z) =0
i(8y—-V)vr(z) —mip(z) =0

(6.8.16)

che ci sta in qualche maniera dicendo che la massa "mescola" le componenti
left e right nell’equazione di Dirac.

Solo se facciamo il limite m — 0, ossia guardiamo il caso mass-less, ¥y, e
1R si disaccoppiano e otteniamo le equazioni:

i(8o+3-V)vr(x)

=0
q (6.8.17)
i(0y—&-V)vL(x)=0

che vengono solitamente chiamate equazioni di Weyl per particelle a mas-
sa nulla. Le equazioni (6.8.17) sono molto importanti poiché permettono di
vedere il fatto che ’equazione di Dirac ci sta dicendo che in natura esistono
solo due tipi di particelle massless, un tipo sinistrorso e uno destrorso. Pos-
siamo riscrivere l'equazione (6.8.17) ricordando che per particelle libere, che
sono autostati dell’impulso, possiamo porre:

Y(w) = P(p)e?" = y(p)e PHIT (6.8.18)
e se la loro massa & nulla anche:

E*—|p?=m?> = E=|p (6.8.19)
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cosi che le equazioni (6.8.17) diventano:

(E¥0 p)Yro(p) =0 (6.8.20)

che scrivendo E = [p] e p' = |p|p, con p direzione del moto, diventano:

7 P¥L=—Yr (6.8.21)
0-DPYRrR=1"YR.
Se chiamiamo operatore di elicita® I'operatore:
g.p=227L (6.8.22)

171

allora la riscrittura delle equazioni di Weyl in termini di esso (6.8.21) ci
permettono di vedere che una particella destrorsa ha elicita positiva e una
particella sinistrorsa ha elicita negativa. Facciamo solo attenzione che le
stessa relazioni (6.8.21) per antiparticelle hanno segni scambiati:

—ORr

6.8.23
o (6.8.23)

& X
Il

—N—
Qi Q
= D
- ©

Le equazioni di Weyl (6.8.21) sono molto importanti, esse ci dicono che
per particelle libere massless, gli spinori ¥1, e ¥ g sono autostati dell’operato-
re di elicita, ed il loro spin é completamente allineato, o antiallineato, lungo
la direzione del moto. E molto importante ricordare che questa interpreta-
zione ¢ valida solo ed esclusivamente per particelle a massa nulla, poiché per
m = 0 lo spin non é ben definito, a differenza del caso m # 0.

Possiamo vedere che nel caso m = 0 i concetti di chiralita ed elicita
coincidono. Infatti, se prendiamo m = 0 e indichiamo con 4 una generica
soluzione dell’equazione di Dirac, per esempio di tipo u o v, allora I’equazione

9Vedi il seguito del capitolo per capire come esso pud essere generalizzato anche in 4
dimensioni.
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di Dirac (6.1.1) diventa (nota che puoi identificare id,, = p,,):

por=0 = (VYE-7-p)1by=0 (6.8.24)
= (P =T P) by =0 (6.8.25)
= (1-9"9-p)p+ =0 (6.8.26)

1P = 8.
= s ) Yy =0 (6.8.27)
= ~[1- 55—'}? =

y 0% 7 Yy =0 (6.8.28)
5 E-p

— (’y - p) vy =0 (6.8.29)

s_E-7
= =75 (6.8.30)

in cui in (6.8.27) abbiamo inserito 4°v° = 1 e identificato 5 =509, 11
conto ci mostra, sempre con ¥ definita da (6.4.7), che, nel caso m = 0, la
chiralita (7°) e lelicita:

ML

P

1]
generalizzata in 4 dimensioni coincidono, anche se sono concettualmente di-
verse. Notiamo solo che, come gia accennato, 5. p generalizza a 4 dimensioni
il prodotto & - p.

(6.8.31)

Facciamo ora delle osservazioni riguardo chiralitd ed elicita nei casi di
m=0ed m # 0.

L’elicita non ¢ un’invariante di Lorentz, infatti ci dice solo se lo spin e
I’impulso della particella sono allineati o antiallineati, e per questo essa di-
pende dal sistema di riferimenti in cui € misurata. Infatti una particella di
massa m (per stati massless ¢ diverso) puo essere boostata in un sistema
di riferimento, differente da quello iniziale, in cui lo spin non cambia, ma
I'impulso fa p’ — —p e di conseguenza in cui l’elicita & cambiata di segno.
Possiamo vedere esplicitamente questa cosa facendo una trasformazione di
parita. Infatti, per parita lo spin (rappresentato dalla matrici o o se voglia-
mo X)) non cambia segno, perd l'impulso si, dunque, quando facciamo una
trasformazione di questo tipo quello che abbiamo é:

og-p — —a-p (6.8.32)
quindi Delicitd cambia di segno e se prima una particella era destrorsa, quin-
di autovalore dell’elicita era 41, quindi spin ed impulso allineati, dopo una
trasformazione di parita, I’autovalore dell’elicita ha cambiato segno, lo spin
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sara antiparallelo all’impulso, e la particella sara sinistrorsa. Questa co-
sa € visibile nella figura 6.1. Un’altro piccolo appunto: la trasformazione
Y R ? YR, € uno dei motivi per cui abbiamo bisogno di uno spinore a

quattro 'componenti per 'equazione di Dirac. Infatti, per via della trasforma-
zione possiamo dire che abbiamo le stesse proprieta per una certa particella
se sottoposta a trasformazioni di parita.

A ﬁ
S T Trasformazione S T
di parita

m=20 )
~— P

R oL

—

P ¥

y
~

Figura 6.1: Trasformazione di paritd di una particella massless

A differenza, la chiralita é un’invariante di Lorentz e 1, e ¥g sono au-
tostati di 4° in qualsiasi sistema di riferimento. Infatti la matrice v° com-
muta con tutti i generatori di Lorentz o#* = [y*,4"] (ricordiamoco che >
anticommuta con tutte le y*).

Quindi in conclusione, nel caso di particelle massive, m # 0, gli autostati
di chiralita, cioé gli autostati di 4 (che se utilizziamo la rappresentazione di
Weyl ¢ diagonale), ¥, e ¢r non sono autostati di elicita.!”

Pero attenzione, perché se é vero che per stati massivi ’elicitd non € un’in-
variante relativistica, per una particella relativistica 1’elicitd, non lo spin, é

una costante del moto. Si pud dimostrare infatti che [H , ) ﬁ] = 0 ricor-

dando che ¥ ¢ la matrice che in (6.4.7) avevamo definito come la matrice di
spin. In altre parole, se una particella relativistica, o massless, ha una certa
elicita in un istante ¢, essa rimarra nello stesso stato di elicita a qualsiasi ¢/
successivo.

Per concludere la sezione facciamo un attimo delle precisazioni e della
attenzioni. Tutto il discorso sulle interpretazioni che diamo delle energie
positive e negative non é collegato con il fatto che abbiamo parte left e
parte right di una particella. Quando abbiamo cominciato a vedere come si
separasse 1’equazione di Dirac se spezzavamo lo spinore 1 in parte left e right
noi stavamo comunque parlando di una singola particella e i due stati left
e right sono due stati possibili di una singola particella. Le interpretazioni
che diamo delle soluzioni di Dirac sono una parte di particella e una parte

0Ad eccezione del limite ad altissime energie, £ > m, in cui la massa m pud essere
trascurata.
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di antiparticella rispettivamente ad energia positiva e negativa, ma questo
tipo di interpretazione non centra assolutamente nulla con il fatto che un
sistema sia rappresentato da uno spinore left piuttosto che uno right. Come
avremo modo di vedere in corsi successivi, un elettrone & descritto da una
sovrapposizione di stato left e uno right, ossia il suo stato oscilla tra parte
left e parte right. Un altro modo che abbiamo di accorgerci che left e right
non centrano con particella e antiparticella é che i proiettori su stati ad
energia positiva (6.7.90) o negativa (6.7.91) sono ben diversi dalle definizioni
che abbiamo dato dei proiettori left (6.8.2). In particolare i proiettori sulle
energie positive o negative non dipendono per nulla dalla chiralita 7%, che
¢ una proprieta fondamentale che diventa fondamentale quando m = 0 e
separiamo l’equazione di Dirac in parte left e right. Per particelle massless,
come ad esempio il neutrino, abbiamo un comportamento differente rispetto
le marticelle massive, come l’elettrone, e non vediamo un’oscillazione tra
parte left e right bensi, le particelle con m = 0 si trovano solamente in uno
dei due stati e le due parti (left e right) non sono mescolate.

Notiamo solo che anche se abbiamo particelle con m # 0 possiamo co-
munque proiettare il loro stato, che mescola ¥y, e ¥r, su parte left e parte
right, ma troveremo che queste particelle non sono descritte da autostati
dell’operatore di elicita.

6.9 Momento angolare e spin

Vediamo in questa sezione, con le sue sottosezioni, alcune cose da ricordare
e da tenere con noi riguardo lo spin e il momento angolare.

6.9.1 Operatore di spin

Avevamo recuperato il concetto di spin nella sezione §3.6.3 parlando dell’o-
peratore di Pauli-Lubanski'!:

1
WH = — 2" P, My (6.9.1)

in cui P, ¢ il quadrimpulso e M, sono i generatori del gruppo di Lorentz.
Tramite (6.9.1) avevamo definito 'operatore di Casimir:

W2 = —m?s(s+1) (6.9.2)

del gruppo delle trasformazioni di Lorentz. Infatti, per una particella massi-
va, che sappiamo poter mettere in un sistema di riferimento di riposo in cui

P = (m,0), il vettore (6.9.1) diventa:

. 1 .
W= —imso”ijk. (6.9.3)

HRicordiamo anche che il segno meno & solo una convenzione, avremmo anche potuto
mettere un +.
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Noi a suo tempo avevamo individuato €Oijijk con l'operatore 25? di spin
poiché soddisfavano la stessa algebra di momento angolare, ma %% M/ j non
sarebbe potuto essere un momento angolare orbitale poiché nel sistema di
riposo L = 0. Avevamo scritto quindi:

Wi=—ms’ (6.9.4)
e l'operatore di Casimir:
W2 = —ms(s+1) (6.9.5)

che ci permette di etichettare con i suoi autovalori gli stati fisici di spin della
particella. Avevamo anche visto che gli stati fisici di una particella massiva
sono etichettati da 3 autovalori, la massa m (corrispondente a 1l’operatore di
Casimir P?), lo spin s(s + 1) (corrispondente a W?) e la terza componente
dello spin S che pud assumere valori —s, ...,s. Per questo avevamo detto
che la particella massiva ha 2s 4+ 1 gradi di liberta.

Pero, a questo punto della nostra teoria ci siamo messi nello spazio delle
matrici v e vogliamo scrivere 'operatore W*# in termini di esse. Ricordiamo
che:

1 .
MW = St = L[yt ] (6.9.6)
2 4
e che vale: )
i o -
Y = = gEmne?" Y = iy (6.9.7)
da cui possiamo ricavare che!?:
5 _uv __ i uvpo
Vot = e g (6.9.8)

Grazie a (6.9.8) riusciamo a riscrivere il vettore (6.9.1), nel caso generico,
come:

1

WH = 2" P, Myq (6.9.9)
1 7

— _15” pUPVa'pJ (6.9.10)

:% st (6.9.11)

dunque abbiamo 'operatore di Pauli-Lubanski:

W = %750“”PV. (6.9.12)

2% difficile da dimostrare in generale, ma la si pud verificare per due valori specifici di

we v, ad esempio per =0 e v = 1 cosi che v°0%' = —4243,
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Nel sistema di riferimento di riposo, dove P* = (m, 0), 'operatore (6.9.12)
diventa:

WH(m,0) = %750“0m = —i’y‘r’m[’y“,*yo] (6.9.13)
dunque:
0 0) —
{ZZ((:;L:(E)))) ; E%mfy‘r)q/i'yo = -—mS" (6.9.14)
come fatto per (6.9.4) identifichiamo:
Py’ = =% (6.9.15)

che vuol dire identificare v°4*y° con lo spin. Definiamo quindi 'operatore

di spin:
- 2 - g 0
Y= EW = <0 5) (6.9.16)

come avevamo gia visto (6.4.7). Notiamo che l'operatore (6.9.16) si ottiene
replicando le matrici di Pauli e le estende in 4 dimensioni; inoltre ha questa
forma sia nella rappresentazione di Weyl che di Dirac.

Notiamo che se consideriamo una particella massless, lo spin non é un
numero quantico ben definito e non possiamo utilizzare la relazione (6.9.16),
pero possiamo ricorrere all’elicita h, come visto nella sezione §3.6.3, definita
dalla relazione:

£7_
W,=hP, = h:W:E-p (6.9.17)

ossia, come la proiezione dello spin 3 sulla direzione dell’'impulso p.

6.9.2 Momento angolare orbitale e spin

Ricordiamo alcune cose gia dette nel capitolo §3 riguardo il momento an-
golare orbitale e lo spin, in generale dei generatori del gruppo di Lorentz e
come tutto sia collegato alla matrice di spin X.

Ricordiamoci che la forma piu generale dei generatori delle trasformazioni
di Lorentz é:

My =i (2,05 — £50,) + Sps (6.9.18)

in cui identifichiamo il termine dipendente da coordinate e derivate come il
momento angolare Lpa13 e il secondo termine S,, come lo spin.

3Ricordiamoci che per p, o indici spaziali, allora L,s € proprio 'operatore di momento
angolare orbitale.
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Pero, ora sappiamo che lo spin del campo fermionico viene identificato
con il generatore o*”. Per trasformazioni infinitesime possiamo scrivere:

P (2)) = (1 - iwwa’w + %ww (xH0¥ — x”@“)) P(x) (6.9.19)

e possiamo identificare I'operatore di momento angolare totale con:
N7 1 iz s av Vo
Jioe = —50 + i (20 — a2V 0"). (6.9.20)
Concentriamoci sulla parte spaziale di (6.9.20). Sappiamo che per p =

v = i il termine i (z*0” — 2¥O") ¢ il momento angolare orbitale L'. Per
quanto riguarda la parte di spin ricordiamoci che vale:

1 , i 4 i ,
St = Zfz‘jkajk = gCuk [’Yj77k] = Zfz‘jk’)’]’Yk (6.9.21)
che coincide con: 1 )
St = 521‘ = 5757%1‘. (6.9.22)
Riscriviamo quindi (6.9.20) come:
. 1o =
Jrot = 52 + L (6.9.23)

in accordo con ’algebra del momento angolare.
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Capitolo 7

Seconda quantizzazione

Non I’ho mai fatto, ma vorrei iniziare questo capitolo con una citazione:

The career of a young theoretical
physicist consists of treating the
harmonic oscillator in ever
increasing levels of abstraction.

Sidney Coleman

Vediamo in questo capitolo il processo che dobbiamo fare per passare da
una teoria classica, con campi classici, alla teoria di campi quantistici e rela-
tivistici che tanto stiamo inseguendo. Come vedremo, sard un passaggio che
a parole sembra banale e solo concettuale, ma nella pratica ci metteremo un
po’. Puo essere utile ricordare quanto detto nella sezione §4.2 in cui vediamo
I’idea dietro un campo classico. Nel corso del capitolo il primo tipo di campo
di cui parleremo ¢ il campo scalare scarico, motivo per cui alcuni concetti
li introdurremo, e dunque spiegheremo pit in dettaglio, con esso e li appli-
cheremo velocemente ai campi che tratteremo in seguito; questo é il motivo
per cui la sezione del campo scalare é pitt ampia delle altre. Successivamente
vedremo campi scalari carichi e campi spinoriali. Parleremo per ultimo an-
che dell’interpretazione che daremo dei risultati introducendo formalmente,
finalmente, i concetti di particella ed antiparticella tramite I'interpretazione
di Feynmann!. Nota importante: la sezione di interpretazione §7.6 puo es-
sere letta come prima sezione o come ultima, non contenendo nessun conto.
Ho anche scritto una sezione riassuntiva dei risultati delle varie sezioni.

Tn realta 'interpretazione che studieremo & stata data anche dal fisico svizzero Ernst
Stuckelberg a cui spesso non si da molto merito e che ha contribuito anche in altri modi
alla Teoria Quantistica dei Campi; infatti, ha anche dato una sua formulazione di quelli
che chiamiamo diagrammi di Feynmann, ha formulato un analogo della teoria di Yukawa
che considera particelle messaggere, ha anche "scoperto" il gruppo di rinomalizzazione e
la conservazione del numero barionico.
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I riferimenti per questo capitolo sono il Peskin e Schroeder Physical law
should have mathematical beauty.Peskin:1995ev, lo Srednicki Physical law
should have mathematical beauty.Srednicki:2007¢s, ma anche il Lancaster e
Blundell Physical law should have mathematical beauty.Lancaster:2014pza
per discorsi pitt qualitativi, discorsivi e di interpretazione.

7.1 Quantizzazione di una teoria di campo

Tramite i capitoli §4 e §5 abbiamo sviluppato tutti gli strumenti necessari per
costruire i funzionali di azione S in termini di invarianti per trasformazioni
di Poincaré, cosi da assicurarci la consistenza con i principi della Relativita
Speciale. Pero tutto cid che abbiamo detto e dimostrato ci ha fatto fare un
passo indietro rispetto la Meccanica Quantistica, infatti, abbiamo sviluppato
tutto secondo una teoria di campo classica, ovviamente non applicata alla
descrizione di una singola particella (un singolo punto materiale), ma piut-
tosto ad un campo e dunque ad un sistema esteso. Pero tutto va secondo i
piani, ora dobbiamo solo rendere tutti i nostri oggetti quantistici.

Il metodo formalmente piu elegante é la quantizzazione attraverso il path-
integral, che vedremo nel corso di "Fondamenti di Teoria Quantistica dei
Campi". Il metodo degli integrali di cammino ha il vantaggio di essere ba-
sato su prinicipi molto semplici ed intuitivi, ma comporta lo svantaggio che
i calcoli sono molto complicati. La sua potenza é che si pud applicare a
teorie di campo interagenti. L’integrazione funzionale & una cosa matema-
ticamente molto delicata, che a rigore non esiste nello spazio Minkowskiano
(ricordiamoci che per fare i conti facevamo sempre la rotazione di Wick).

Noi utilizzeremo un metodo piu diretto, forse meno elegante, basato su
principi primi detto quantizzazione canonica. E il metodo che ricalca i
passaggi che storicamente sono stati fatti per arrivare alla Teoria Quantistica
dei Campi, e mette in luce in modo esplicito la natura di questo procedimen-
to. Il problema che si porta dietro & che & un processo molto semplice e
funziona molto bene per campi scalari e spinoriali liberi, ma diventa lungo e
complesso per lagrangiane interagenti o pitt complesse.

Riassumento, quantizzare vuol dire: interpretare i campi, che rappresen-
tano le variabili canoniche estese al continuo, come degli operatori; fissare
opportunamente le relazioni di commutazione; e risolvere la teoria trovando
autovalori e autovettori dell’hamiltoniana.

7.1.1 Quantizzazione canonica

n Meccanica Quantistica la quantizzazione canonica ¢ 'operazione che ci
In M tistica 1 t I h

permette di passare dal formalismo lagrangiano a quello hamiltoniano, pro-
prio come in Meccanica Classica partivamo dalle coordinate generalizzate ¢*
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e passavamo ai momenti coniugati p;. In Meccanica Classica avevamo:

nella teoria di campo imporremo ai campi e ai loro momenti coniugati del-
le relazioni di commutazione (o anticommutazione) analoghe a queste, a
simboleggiare anche il passaggio ¢* — ¢(z*) e p; — m(zH).

La quantizzazione canonica é anche chiamata seconda quantizzazione,
riferendosi alla prima quantizzazione come all’operazione che si é fatta in
Meccanica Quantistica elevando F — 0; e p — 0, al ruolo di operatori. I
passi che dobbiamo seguire per svolgere la quantizzazione canonica sono:

1. Scrivere una lagrangiana £ in funzione degli invarianti di Lorentz co-
struiti tramite i campi che ci interessano. Questa ¢ la parte creativa del
processo perché possiamo sbizzarrirci facendo questa cosa, dal momen-
to che esistono diverse combinazioni per creare invarianti, tutte sono
possibili, ma non tutte porteranno a risultati interessanti o sensati
fisicamente.

2. Partendo da £ e dai campi calcoliamo la densita di impulso 7 e di
hamiltoniana #.?

3. Promuoviamo i campi e i loro impulsi coniugati al ruolo di operatori.
Dovremo dunque imporre le appropriate condizioni di commutazione
tra i campi ¢ e i momenti 7, in modo da renderli operativamente
quantistici.

4. Sviluppiamo i campi in funzione di operatori di creazione e distruzione,
tramite un’analisi dei modi normali di oscillazione e le trasformate di
Fourier. Questi operatori creano e distruggono particelle e ci permet-
tono di utilizzare il formalismo dei numeri di occupazione e di lavorare
nello spazio di Fock?.

5. Risolvere la teoria, il che vuol dire diagonalizzare I’hamiltoniana H, tro-
vando autovalori e autovettori, con la precisazione del normal ordering
che ci consente di eliminare gli infiniti che si vengono a creare.

2Nota che scrivere la teoria con il formalismo hamiltoniano & comodo, ma meno bello
dal punto di vista visivo perché ci nasconde le invarianza che abbiamo. Nella lagrangiana
abbiamo gli invarianti a vista, in H no.

3Per motivi di tempo e anche di brevita non riporto tutta la trattazione relativa agli
operatori a e a' e allo spazio di Fock, ma fard come la maggior parte della letteratura e
mi limiterd a intrudurre solamente gli oggetti e le relazioni utili ai miei fini. Lo spazio
di Fock permette di "riorganizzare" lo spazio di Hilbert e di trattare sistemi di paricelle
identiche con un nuovo formalismo, trattando la funzione d’onda, nel senso della MQ,
come un campo. lo ho scritto nell’Appendice G un breve riassunto delle cose chiave che
ci serviranno nel capitolo, ma una trattazione piu soddisfacente puo essere trovata nelle
note del corso di Meccanica Quantistica 2 del Prof. Sciuto. Se avete seguito il corso di
IFIF sara sufficiente rivedere gli appunti.
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L’obbiettivo di una qualsiasi teoria quantistica € risolvere lo spettro del-
I’hamiltoniana. Nella teoria di campo che stiamo costruendo questo non sara
sempre possibile, anche ostacolati dal fatto che sono presenti infiniti gradi di
liberta. Pero, esistono alcune teorie semplificate in cui riusciamo a diagona-
lizzare H che sono le teorie libere, guarda caso quelle che analizzeremo nel
corso del capitolo. Le teorie di campo libere sono "facili" perché le lagran-
giane che scriviamo tipicamente sono quadratiche nei campi e le equazioni
del moto di conseguenza sono lineari.

7.2 Campo scalare

Per fare la quantizzazione canonica di un campo scalare ¢ di Klein-Gordon
dobbiamo spostarci dalla formulazione lagrangiana, in cui abbiamo £ mani-
festamente Lorentz invariante, alla formulazione hamiltoniana, in cui saremo
costretti a perdere 'invarianza. La lagrangiana del campo scalare é:

1 1
L= 3 PO — §m2¢2 (7.2.1)

e a partire dal campo ¢(x) costruiamo il suo canonico coniugato. Dob-
biamo ricordardi che il campo ¢(z) ¢ 'estensione al continuo della varia-
bile cinematica x di un sistema discreto, e se prima avevamo p = g—g ora,
data L(¢(zH),du¢(x#)), possiamo costruire 7(z#) il campo canonicamente
coniugato a ¢(x*) come:

(&, 1) = _9k (7.2.2)

99(Z,1)

che possiamo anche interpretare come densita di impulso associato al campo
¢. Facendo la derivata rispetto ¢ stiamo rompendo l'invarianza di Lorentz,
poiché non stiamo pitt tenendo spazio e tempo sullo stesso piano, ma ne
stiamo preferendo una rispetto l'altra, infatti (b = %. Presa la lagrangiana
(7.2.1) possiamo riscriverla come:

L= % PO — ém2¢2 (7.2.3)
— % (0090°¢ + 0;00" ) — %qubQ (7.2.4)
_ 1 12 1 = \2 . 1 2,2
= 56 2(v¢) Sm’o (7.2.5)
che ci fa ottenere:
m(Z,t) = $(Z,1). (7.2.6)

Calcolato m(z#) possiamo scrivere ’hamiltoniana:

H=nd—L= % 72 1 (V)2 +m2e?) . (7.2.7)
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La transizione da Meccanica Classica a Meccanica Quantistica avviene
formalmente elevando i campi al ruolo di operatori* e postulando le oppor-
tune relazioni di commutazione tra il campo ¢ e il suo momento coniugato
m, che vuol dire specificare il loro comportamento. Postuliamo:

o, 1), 7 (7, 1)| = i6°(& - ) (7.2.8)

dove abbiamo preso i campi a tempi uguali, posizioni diverse e abbiamo
omesso di scrivere nel termine di destra un A poiché stiamo lavorando in
unita naturali. Abbiamo scritto la (7.2.8) in analogia al caso discreto in
cui [, pj] = i6;5, ma ora avendo i campi ¢ e 7 che descrivono sistemi con-
tinui; abbiamo normalizzato il commutatore alla § di Dirac. Ovviamente,
dobbiamo definire anche le regole di commutazione:

|6(&,1), 6(7.1)| = (7.2.9)
[ (Z, 1), #(5,1)] = 0. (7.2.10)

I commutatori (7.2.9) e (7.2.10) garantiscono la causalita, o meglio ga-
rantiscono che la misura di ¢ nel punto ¥ all’istante ¢ sia completamente
indipendente dalla misura di ¢ nel punto ¢, con i # &, nello stesso istante
t. Quando diciamo misure intendiamo misure in senso quantistico. Viene
rispettata la causalitd poiché se t, = t, allora (a# — y*)? < 0, cioé & un
intervallo di tipo spazio. Le misure a tempi diversi sono legate al concetto
di commutatore (vedi i prossimi capitoli).

Facciamo una piccola precisazione facendo riferimento al capitolo §5 del
Schwichtenberg Physical law should have mathematical beauty.symmetry. In
realtd per quanto possa sembrare buttata a caso la regola di commutazione
(7.2.8), non solo discende dalla generalizzazione del commutatore fondamen-
tale della Meccanica Quantistica, ma anche da cido che abbiamo imparato
nella sezione §5.2.1 riguardo i displacement di un campo. Ricordiamo di

. . . .9 . .
aver visto che la trasfromazione ¢ — ¢ — ie, generata da —i5 implicava che

la densita di momento coniugato 7 = J si conservasse.

Noether ebbe un’idea incredibile che ci ha guidato verso la QFT. Infat-
ti, essendo nei problemi di Fisica sempre guidati dalle quantita conservate,
e dunque grazie a Noether abbiamo imparato a ricercare delle simmetrie,
proprio Emmy ci dice che possiamo provare ad identificare tali quantita con-
servate con i generatori della trasformazione stessa. Non € altro che cio che
gia abbiamo imparato a fare identificando p; = —id; o E = idy.

Possiamo dunque fare I'identificazione:

]
9 (x)

4Che agiscono nello spazio di Fock, in cui la base degli autostati ¢ formata da stati di
un numero definito di particelle.

() — —i

(7.2.11)
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e possiamo calcolare il commutatore di 7 con il nostro campo ¢ servendoci
di un oggetto ausiliario ¥ (non ¢ il campo spinoriale):

o) w1 = |60), s v (72.12)
= (o) g + s (B0 (1213)
= i(z — y)v (7.2.15)
e abbiamo quindi trovato:
[6(a), 7(0)] = i6(x — ) (7.2.16)

ovvero il commutatore (7.2.8).

Ora, diamo una rappresentazione esplicita ai campi operatoriali in ter-
mini di trasformate di Fourier, ovvero, in termini di uno sviluppo in onde
piane. Ma perché? Ci sono moltissimi modi di rispettare le regole di commu-
tazione (7.2.9) e (7.2.10), ma ¢ pit comodo cercare un’espressione di ¢(x*)
e (x*) in termini di trasformata di Fourier e sovrapposizione di onde piane
perché Doscillatore armonico ¢ soluzione dell’equazione di Klein-Gordon® e
possiamo scrivere una generica soluzione di essa ¢(x) come sovrapposizione
infinita di oscillatori, questo & anche uno dei motivi per cui compariranno gli
operatori di creazione a' e di distruzione a.

In realta il motivo per cui si scrive 'operatore di campo QAS proprio nel mo-
do che troveremo mi é sembrato leggermente oscuro al mio primo approccio,
ma sicuramente ¢ un limite mio. I modi in cui ho cercato di risponder-
mi, prendendo spunto dalle varie fonti sono spiegati nell’Appendice H. Nel
seguito della sezione cerco di seguire il discorso fatto dalla professoressa ag-
giustando il tiro sulle cose che non capivo.

Ci sara utile per la nostra trattazione riprendere dalla Relativita Speciale
il quadrivettore numero d’onda:

-,

k= (K%, k) (7.2.17)

incui E=hk" =k =wpep= hk = k in unita naturali. Ricordiamo anche
che:

-

kyat =wpt — k- & (7.2.18)

5Lo si puo vedere a pagina 22 delle note di Tong Physical law should have mathematical
beauty.Tong.
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che & un binomio di propagazione di un’onda, ed é Lorentz invariante. Ab-
biamo anche che nello spazio degli impulsi®:

R4+m?> — K -m’ (7.2.19)
La relazione di mass-shell risulta:
E:-m?=p? — K -m?>=0 (7.2.20)

Per scrivere un’espressione del campo quantizzato possiamo ragionare
con le soluzioni dell’equazione di Klein-Gordon (5.3.7), che avendo soluzio-
ni onde piane, essendo un’equazione di teoria libera, ci permette di poter
dire che il campo sard una combinazione di onde piane, o meglio, sara uno
sviluppo di Fourier. Sviluppare con Fourier vuol dire che stiamo integrando
nello spazio di k, ovviamente k*, e quindi con una misura di integrazione Lo-
rentz invariante d*k. Ovviamente dobbiamo considerare anche altri aspetti.
Innanzitutto, consideriamo delle normalizzazioni davanti i termini di onda
piana, che non saranno altro che i coefficienti dello sviluppo di Fourier, che
avranno ruolo di operatore. Saranno proprio i coefficienti, che chiamiamo A
e AT, che daranno la natura operatoriale a ¢. Poi, dobbiamo ricordarci che
la nostra teoria vogliamo che sia non solo quantistica, ma anche relativistica
e quindi vogliamo che valga la relazione di mass-shell (7.2.20), di cui pos-
siamo garantire la validita scrivendo d(k? — m?) (che assicura proprio che
una particella di massa m assuma solo i valori di k* tali per cui k2 = m?2,
oltre al fatto che sia soddisfatta 1’equazione di Klein-Gordon). Notiamo che
la condizione di mass-shell nello spazio dei quadri-momenti corrisponde ad
un’iperboloide’, come possiamo notare dalla figura 7.1.

P2 =m?

mass shell

Figura 7.1: Iperboloide del mass-shell k2 = m? nello spazio dei quadri-
momenti.

0 anche meglio 9 + m?® — m* — k? poiché facciamo k,, = —id,.
"Per discorsi riguardante la causalita e la relazione di mass-shell puoi leggere la sezione
2.4 di Peskin e Schroeder Physical law should have mathematical beauty.Peskin:1995ev.
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Sarebbe anche carino che il campo contenga grandezze che fisicamen-
te siano sensate, ci serve per questo richiedere che I’energia sia positiva® e
lo facciamo tramite il termine #(k°). Mettiamo anche la normalizzazione
1/(2m) della trasformata di Fourier, che ovviamente sara alla terza visto che
integriamo su uno spazio tridimensionale.® Scriviamo il campo:'°

4
o(z) = / (‘;W’; 5(k* —m?) 0(k) [A(k;)e—“f“% + AT (k) =n| - (7.2.21)

Ovviamente possiamo scrivere un po’ meglio il campo (7.2.21), possiamo
infatti analizzare meglio la delta e la theta, ma possiamo anche definire
meglio gli operatori Ae At

Abbiamo detto poco sopra che ci assicuriamo che valga la relazione di
mass-shell (7.2.20) scrivendo 6(k% —m?) e che I'energia sia positiva con 0(k°),
dunque, la misura di integrazione che abbiamo in gg é:

d*k6(k* — m?)0(k°) (7.2.22)

che é Lorentz invariante. Possiamo a questo punto utilizzare §(k* — m?) per
integrare su una delle 4 componenti di d*k e scegliamo kY. Per poter fare il
conto é necessario ricordare la relazione:

5(f(k))zzm , fla)=0 (7.2.23)

possiamo vedere che gli zeri di k%> — m? sono:

B —-m?=F")? -k -m?P=0 = K=+\k2+m2 (7224
e dunque scriviamo:
6 (K= VEZ+m?) 8 (K4 VE - m2)
2K0 2k0

8 Abbiamo fatto tutto il corso dicendo che esistono anche le soluzioni ad energia negativa
e che le interpretiamo come antiparticelle, come mai ora le eliminiamo da campo? La
risposta ¢ che non le stiamo eliminando. E vero che interpretiamo gli stati ad energia
negativa come antiparticelle, ma sistemando opportunamente i segni tra energia, carica
elettrica ed impulso noi vediamo anche l'antimateria come sistemi ad energia positiva.
Vedi il proseguio del capitolo per capire meglio. E necessario che E > 0 perché stiamo
trattando una teoria libera, ma soprattutto ancora classica, e non vogliamo energie non
fisiche.

9Noi inseriamo il (27r)3 a questo punto della trattazione, ma potremmo anche evitarlo,
non mettere nulla e fare finta di nulla. Troveremmo, se usassimo l'approccio gnorri, un
fattore (27)%/2 di normalizzazione per gli operatori A" quando andiamo a studiare gli
stati ad impulso definito. Dunque, in qualche modo la normalizzazione, prima o dopo,
sbucherebbe.

19Noi scriviamo ¢(z) intendendo & = z* = (t,#). Si potrebbe seguire il proce-
dimento fatto nel Lancaster e Blundell Physical law should have mathematical beau-
ty.Lancaster:2014pza al capitolo 11.1 in cui definisce prima <Z;(:E’), per vedere meglio ’ana-
logia con gli oscillatori armonici, e poi facendo agire gli operatori di evoluzione temporale
(nella rappresentazione di Heisenberg) trova ¢?(t, Z).

a

S(E* —m?) = (7.2.25)

_l’_
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che se utiliziamo anche la 6(k?), che manda a 0 il termine corrispondenta
alla soluzione negativa, é:

6 (K0 = VR +m?)

2k0

S(k? —m?) 9(k%) = (7.2.26)

in cui possiamo indicare:

KO = wp =\ K2 + m2. (7.2.27)

Utilizzando (7.2.26) per integrare su k% abbiamo:

+oo b S —w) 1
dk® 5(k* +m?)6 (k" :/ Ak ————t = —. 2.2
[ s mtou) = [ o = (1229)
Dunque, ci rimane la misura di integrazione:
B3k a3k
— = — 2.2
2k0 2wk (7 9)
e il campo é:
() = / Ak [Alk)e 0 4 AT () e] (7.2.30)
(2%)32wk

Ora, ci resta da capire chi effettivamente siano gli operatori A e At che
compaiono in (7.2.30). Uno dei modi che abbiamo ¢ quello di guardare le
relazioni di commutazione tra il campo e il suo coniugato. Abbiamo:

~ 3 A . A .

() = / (2:)3’;% [A(kye e 4 Af ()= (7.2.31)
3 A . A .

A(x) = / (;l)“gmk [—A(k)e—zk”% +AT(k)e“f”ﬂ (7.2.32)

e controlliamo le relazioni (7.2.8), (7.2.9) e (7.2.10). Notiamo che per como-
dita possiamo scrivere (cambiando la variabile di integrazione nel secondo
termine dei campi):

~ 3 A A .

) = [ g (A + AT e (72:33)
3 A A .

it(z) = / ((217:;“% [‘A(k)+AT(—’f)] e (7.2.34)

cosl vediamo:

9@ 7] = / B [AGk) + A7 (—k), ~A(K) 4+ AT(-H)] e 0500

(2m)6 2wy

(7.2.35)
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[6(), 7 ()] = / d?;:;f/ ;t’)’“k { = [A), Aw)] + [A@), Atk -
- [AT(—k;), A(k')} + [/ﬂ(—k), AT(—k’)} } e~itkrentk yn) (7.9 36)

I1 commutatore ¢ (7.2.8), a meno di fattori numerici, solo se valgono:

[A(k),fi(k;’)} —0 (7.2.37)
[A(k), AT(k’)} =Bk - F) (7.2.38)
[AT(k), AT(k')] ~0 (7.2.39)

come possiamo effettivamente verificare, ma ricordando prima che [A, B] =

—[B, Al

b)) = [ CRS R {0+ [AGw. A )]+

+ [A(k;’),fﬂ (—k)] +0} ik Ttk ) (7.9 40)

S d3k A3k dwp oo 2 N ikt
[b(2). 7)) = / o o [P ) 8R4 B e )
(7.2.41)

grazie alla simmetria della ¢ scriviamo (notando che I'applicazione della §
toglie un’integrazione d3k’ e cambia un segno nell’esponenziale):

. 3 31. ; , - . ) ,
[qﬁ(m),fr(y)] - / SRR o537 4y =itk ntkn) (7.9 49)

(2m)6 2wy
_ / (;i’;} i:fe—z‘k“(mu—yu) (7.2.43)
- (2;)3 / (gjf)se—ik“(%—w (7.2.44)
ricrodandoci la definizione della ¢:
§3(2) = / ((;jr];e"’ﬁg (7.2.45)

e il fatto che il commutatore tra i campi € preso a tempi uguali, ossia xg =
Yo = t (quindi nel prodotto scalare k(z,, —y,) perdiamo la componente k°),
allora vediamo che:

. X i s
90, 7)| = 0@ -9 (7.2.46)
che ¢ esattamente il commutatore (7.2.8) che volevamo apparte quel fat-
tore (27)3, ma cid non é un problema perché possiamo buttarlo dentro la
definizione di A e Af.
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Ma quindi, chi sono Ae AT? Come anticipato, la loro identita la possiamo
identificare nei commutatori (7.2.37), (7.2.38) e (7.2.39), che é facile rendersi
conto essere identici a quelli soddisfatti dagli operatori di creazione dL e

distruzione a;, descritti nell’Appendice G.4. Possiamo cominciare a scrivere:

—.

A(k) o (27)%ay, (7.2.47)
AT (k) o (2m)/a] (7.2.48)

tenendo conto della normalizzazione che ci siamo resi conto debba esserci.
Pero non é finita, perché quando nell’Appendice G abbiamo parlato di &L eay
li abbiamo descritti come operatori che creavano e distruggevano particelle
ad impulso fissato (in questo caso), quindi ci piacerebbe che gli stati |k) ad
quadri-impulso (k = k") fissato siano ben normalizzati. Richiediamo che
(ricordando qual ¢ la misura Lorentz invariante che abbiamo visto prima):

/ (d?’k k) (k| = 1 (7.2.49)

27)3 2wy,

che a sua volta richiede che anche lo spazio degli stati a quadri-impulso
definito sia Lorentz invariante. Se la norma degli stati a tri-impulso fissato

ol
<k
12

allora per gli stati a quadri-impulso fissato dobbiamo avere*<:

E’> =53k — &) (7.2.50)

k) = (27)3/2\/2wr ‘E> (7.2.51)
affinché valga (7.2.49). Sapendo che:
al 10y = }E> (7.2.52)

allora vediamo che anche dL dev’essere opportunamente normalizzato (in
parallelo anche ay) e possiamo finalmente scrivere le relazioni che definiscono

gli operatori A(k) e Af(k):

A(k) = (2n)**\/ 2wy, ay, (7.2.53)
AT(K) = (2m)2 /2wy a). (7.2.54)

1Pyoi vedere I’ Appendice H.2 per dimostrare che non ¢ Lorentz invariante.
121 una relazione dimostrabile in modo molto rapido.
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Definiti cosi abbiamo le relazioni di commutazione tra gli operatori'3:

[ag, ar] =0 (7.2.55)

{ak, a;] = 5%k — k) (7.2.56)

laj.al] =o. (7.2.57)

Possiamo scrivere, indicando kx = ktx,, l'operatore di campo e il suo

momento coniugato:

d(z) = / _ &k [& e~ihe | ot e’f} (7.2.58)
RN F -

#(z) = / % [—& e—i’“«’+aTei’ﬂ (7.2.59)
= | Gy, T k : 2.

Possiamo anche invertire la trasformata di Fourier (e trovare le frequenze di

Fourier in questa analisi) e scrivere ay e &}; in termini dei campi:

L etk
. » e—ik:c JEN

(7.2.62)
in cui abbiamo A 0 B = A0B — (0A)B.

7.2.1 Hamiltoniana del campo scalare

Abbiamo appena terminato di vedere che il campo é una sovrapposizione
di fattori oscillanti, e di conseguenza interpretiamo (ZA)(ZC) come un’onda che
si propaga nello spazio e nel tempo. Cerchiamo ora un’espressione dell’ha-
miltoniana, aspettandoci che sia analoga a quella di una somma continua di
oscillatori armonici, poiché il nostro campo ¢ una somma, continua di fattori
oscillanti. Non dovrebbe troppo sorprendere questa aspettativa dal momento
che nell’espressione di é(:c) abbiamo visto comparire gli operatori @ e a' del-
l’oscillatore armonico. Ricordiamo l'interpretazione di campo che avevamo
dato nella sezione §4.2, ovvero quella di infiniti oscillatori armonici, molle,
tutti collegati tra loro. Ovviamente, assoceremo al campo delle particelle (si

13Nell’Appendice G abbiamo descritto gli operatori di creazione e distruzione con la
regola di commutazione [dk, &L/] = 1. Quando passiamo dalla Meccanica Classica, con
uno spazio discreto, alla teoria dei campi (anche classica), le nostre variabili cinematiche

diventano variabili continue e la regola di commutazione si modifica e diventa [dk, dz/] =

63(1_5 — E’), quindi con una delta di Dirac al posto di una delta di Kronecker.
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veda la sezione §7.6) e ciascuna particella corrispondera ad un’eccitazione
del campo qg(x), il quale, contenendo tutti i possibili modi di oscillazione (¢é
una somma continua), contiene gia dall’inizio tutte le particelle possibili (in
questo caso saranno particelle scalari di spin 0). Per l'oscillatore armonico
i vari stati erano classificati in base all’eccitazione del sistema e i vari livelli
energetici li potevamo raggiungere agendo con @ e af, che in quel caso ci
permettevano di "scalare" la scala energetica; ora, i vari livelli eccitati del-
'oscillatore corrispondono a particelle (create o distrutte) e sono sempre a e
at che ci permettono di averle nel nostro sistema piuttosto che no.

Vedremo come interpretare le varie eccitazioni e i vari modi di oscillazio-
ne in una sezione dedicata.

Abbiamo gia ottenuto i seguenti risultati:

H = % [H + (Vo) + m2¢2} (7.2.63)
D) — d’k & —ikz | AT ikx

o(x) _/(27)3/2\/% [ake +age } (7.2.64)
2 d3k . ~ _—ikx ~T ikx

T(x) = / mzwk [_ake ¥ +aJ,r€e F } (7.2.65)

e possiamo calcolare I’hamiltoniana:
H= /d%%. (7.2.66)
Implementiamo i conti'?

H= % / Pz [1* + 0;¢0'¢ + m*¢°] (7.2.68)

1 d3k d3k/ — . .
—— [ a3 [ ( Sk k/) ( —ikx ] zkx) %
2/ T / (27‘(‘)3 ka ka/ WEWE + aie —a,e
% <akle—ik/gg o Glleiklx) + m2 (ake—ikx zk:c) (a —ik'x + ak/ zk :c) :|
(7.2.69)

possiamo integrare prima sulla d3z e sfruttare la definizione della 6:

/ Az R = (271353 (F) (7.2.70)
MNotando che vale:
Vo= 900" = /T\/ﬂ (iF) [ake‘““’ - aze““] . (7.2.67)
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cosl:
- ]- d3k d3k/ — —
o= / [53(k: i) (wkwk/+k k’+m>
X (a};ak'ei(wk W)t —I—aka,t ’(“’k—wk/)t) _

_ 53(E+ l?) (szwk’ + O ) (aT aT eiwrtw)t | akak,e—i(wk—i—wk/)t) }
(7.2.71)

ora, utilizziamo le funzioni 53(E + E’) per fare l'integrale su d3k’:

H= 3/ 20r [(wk—kk +m ) (akak+akak>+
+ (—wp+ B2+ m?) (ool +ara )] (7272)
ci dobbiamo ricordare la relazione di mass-shell:
wi = k2 +m? (7.2.73)

cosi da semplicare un termine e ottenere:

/ — ka akak + akaD (7.2.74)
=5 /dSk‘ Wi (azak + akaD (7.2.75)

possiamo utilizzare la relazione di commutazione (7.2.56), che avendo gia
k = K sara semplicemente 6(0 (0). Abbiamo quindi in conclusione:

H= /d% (@ak + ;5(0)) Wk (7.2.76)

che ha la forma analoga all’hamiltoniana dell’oscillatore armonico.'® Notia-
mo anche un fatto importante, ossia che il termine §(0) da un contribuito
divergenere all’energia, ma a noi questo non disturba pitt di tanto poiché
osservando sempre delle differenze di energia eliminiamo la divergenza con
uno shift (infinito) del valore dell’energia di punto zero. Il termine 6(0) ci
saremmo potuti aspettare sarebbe uscito, perché 7.2.76 non ¢é altro che una
somma continua di oscillatori armonici, quindi se sommiamo gli operatori
ata otteniamo una somma continua sui valori di k e a};ak, ma quando som-
miamo in modo continuo le energie dello stato fondamentale %* otteniamo

15Che ricordiamo essere:

H= (afa + %) w. (7.2.77)
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il pezzo con la §(0). Torneremo, dopo aver calcolato il momento coniugato,
su questo discorso degli infiniti dell’energia.

Sappiamo che 'hamiltoniana & la componente 0 del tensore energia im-
pulso (vedi la sezione §5.2) e per questo possiamo considerare le altre 3
componenti di 7", e con un calcolo perfettamente analogo possiamo trova-
re I'impulso canonicamente coniugato. Il teorema di Noether, applicato al
campo scalare, ci dice che I'impulso, o meglio le 3 componenti dell’impulso,
sono le cariche conservate associate alle traslazioni spaziali:

Pt = / SRE A (7.2.78)
con T", tensore energia-impulso:
oL
—-TH, = ———0,¢6 — L, 7.2.79
50,5) (7:2.79)
1 1
= O O, — 58“@58,@ + §m2¢25ﬂy (7.2.80)

dunque:
P= —/dSaz 00 = —/d% V¢ = —/dSaz 70;b (7.2.81)

alzando l'indice della 0O:

Pl = / dPrrd'p (7.2.82)

Bk w , -
_ 3 k —ikx t ikx
— /d T / (277)3/2 N ch (—ake +age ) X

4k Zk/z —ik'x t ik'x
| Gor s (Cove e rabet) 2

_ _/ &k d°F ok [ dPe [akak/e‘”(“’“') 4 alal ginlhtr’) _
(27)3 v/ 2w/ 2w kK

— akaL,e_m(k_k/) — azak/em(k_k/)} (7284)

possiamo integrare in d3z e usare la definizione della §:

. d3l{;d3k/ k”(Z )3 _53(E+E/) —i(wiFwyr )t +
=] 203 ey T ‘ e

— 83 (k + l_c")e”(w’“*wk’)tazaz, + 63k — /Z')e_i(“’“_“’k’)takal,—i-
+ 03k — E’)eﬂ(w’“_“k’)talak/ (7.2.85)
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utilizziamo le §° e integriamo in d3k’:

/ Q—wkkz e 2wkt qia ) — e+2iwktaLaT_k + akaz + azak} (7.2.86)
W

d k 2wyt +2iwpt T 1 d3k 7 T T
=— 5 —kK { apa_j+e Tk aka_k]—i— Tk {akak—i—akak} (7.2.87)

ora, I'integrando del primo pezzo & dispari in ke quindi 'integrale va a zero.
Ci rimane quindi, usando di nuovo la regola di commutazione (7.2.56):

j /d3k ki [a;ak + %53(0)] (7.2.88)

Anche ora con (7.2.88) abbiamo il problema del contributo divergente all’e-
nergia. Ovviamente, anche in questo caso questo termine corrisponde alla
somma continua su tutti i modi normali delle energie associate a ciscuno
stato fondamentale, che ¢ consistente con l'interpretazione di campo inteso
come somma di infiniti oscillatori armonici (estesi al continuo).

La presenza di infiniti in una teoria ¢ sempre inquietante e porta a du-
bitare molto, anche se sappiamo che in questo caso si tratta di una quantita
non osservabile. Notiamo che nei casi esaminati, il termine divergente (che
eliminiamo facendo uno shift infinito dell’energia di punto zero) derivava dal
commutatore (7.2.56), ed é quindi legato all’ordinamento degli operatori di
creazione e distruzione che compaiono all’interno delle espressioni di quﬁ, Te
H. Operativamente possiamo eliminare questo termine indesiderato dando
una prescrizione sull’ordine in cui mettere gli operatori, sto parlando del
normal ordering o ordinamento temporale. Parliamo del normal ordering
nella sezione §G.5 dell’Appendice G, ma sostanzialmente si tratta della pre-
scrizione che ci dice di mettere tutti gli operatori di distruzione sulla destra
(cosi nel caso in cui agiscano sullo stato di vuoto |0) diano 0) e tutti gli
operatori di creazione a sinistra. Il normal ordering ci permette di eliminare
tutti i contributi privi di significato da un prodotto di operatori di campo
quantizzati.

Completiamo il processo di quantizzazione canonica interpretando H
secondo il normal ordering, quindi da:

N 1
H= 3 /d3l<:wk [akaz + azak} (7.2.89)

facciamo:

CH:= /d%wkalak = /d?’xwkﬁk (7.2.90)

in cui I'operatore nj = &L&k é 'operatore numero che conta quante parti-
celle, o meglio quante eccitazioni, corrispondenti ad un certo modo normale
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k ci sono in un generico stato. In modo analogo troviamo l'operatore impulso
canonicamente coniugato normal ordered:

i &’k 1 t
P' = Tk [akak —i—akak} (7.2.91)

P = /d% kKalay = /d3k k' y,. (7.2.92)

Determinata ’hamiltoniana (normal ordered, quindi senza infiniti) pos-
siamo concentrarci sullo spettro dei suoi autovalori. Ovviamente stiamo trat-
tando una teoria libera e lo spettro di H é quello dato dall’impulso, quindi gli
autovettori di H sono gli stati |k) ad impulso fissato (poiché I’hamiltoniana
¢ libera e i suoi autostati sono anche autostati dell’impulso).

Ripassiamo brevemente quello visto nella sezione §G.4 dell’Appendice G
riguardo stati ad impulso fissato. Abbiamo definito lo stato di vuoto |0)
come uno stato non occupato da alcuna particella, o da alcuna eccitazione
del campo di Klein-Gordon (e nel senso dell’oscillatore armonico della MQ
lo stato di energia minima). Vale la condizione:

ax |0y = 0. (7.2.93)
Definiamo lo stato di un particella con impulso £ fissato come:

al 10y = )l%'> (7.2.94)
e uno stato ad n particelle, ciascuno con impulso k;, sara dato da:
af al ...al [0) = )E1E2En> (7.2.95)

e I'insieme degli stati ad 1,2,...,n particelle forma lo spazio di Fock. Te-
niamo anche a mente che la quantizzazione canonica quantizza stati a molte
particelle, il cui numero non ¢ generalmente fissato, mentre la prima quan-
tizzazione si riferisce ad una dinamica di una particella singola che, con
fatica, puo essere esteso a pitl particelle, infatti, il motivo per cui introducia-
mo il formalismo dei numeri di occupazione (vedi I’Appendice G) & proprio
per risolvere le difficolta che incontriamo quando vogliamo descrivere siste-
mi quantistici a molte particelle identiche, che come facilmente visibile, se le
particelle sono pit di 2 o 3 il tutto diventa estremamente lungo e complicato.
E anche utile per comodita futura capire la sezione §G.5.1 dell’ Appendice G
in cui analizziamo ’operatore numero che conta le particelle che popolano
un certo stato (o sistema); per renderlo "attuale" rispetto i discorsi che stia-
mo facendo, riguardo stati ad impulso k fissato, basta sostituire la nozione
di stato generico ¢, di cui si parla nell’Appendice, con la nozione di stato
generico con impulso k.
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Abbiamo quasi finito la sezione riguardante il campo scalare (137 di cui
daremo un’interpretazione nella sezione §7.6. Vediamo per concludere cosa
succede quando applichiamo il campo ¢ sullo stato di vuoto |0). Vediamo:

R d3k . )
() [0) = / G e + afe™] o) (7.2.96)

d3k o |
= [ —=5=—=¢"1k 7.2.97
/(27T)3/2\/2wke > ( )

dunque, (Z)(x) quando agisce su |0) crea una sovrapposizione lineare, conti-
nua, di stati di singola particella ad impulso (ora stiamo guardando quadri-
impulso) definito nel punto #. Se nella sovrapposizione selezioniamo uno
specifico stato |k') possiamo calcolare ’ampiezza, opportunamente norma-
lizzata. Dobbiamo usare la relazione (7.2.51):

(K| = (27)%/2\/ 2wy <1§’( (7.2.98)

e vediamo:
(K| $(x) 0) = / ke (F|E) (7.2.99)
= / Pk e* 63 (k — k) (7.2.100)
= ¢h'e (7.2.101)
dunque, €% ¢i da’ il peso del modo k’-esimmo all’'interno dello stato creato

dall'operatore ¢(z) fatto agire sul vuoto |0). Dunque, in base ai discor-
si che abbiamo fatto nella sezione §G.6 nell’Appendice G, é evidente che
I’operatore é ¢ legato alla funzione d’onda intesa come nella MQ non relati-
vistica, dal momento che la funzione d’onda e’*'* (soluzione dell’equazione di
Klein-Gordon nel senso della MQ) ¢ esattamente il peso di ciascun operatore
di creazione (o di distruzione, facendo un discorso analogo) presente nella
sovrapposizione di (5

7.2.2 Teorema spin-statistica

Notiamo una cosa importante. Questo formalismo di quantizzazione, che
abbiamo utilizzato, ci permette anche di stabilire la statistica rispettata dalle
particelle. Infatti, se consideriamo uno stato con 2 particelle con diverso
impulso k e k' dato da:

alal, [0y . (7.2.102)

Per via del commutatore:
afal,| =0 (7.2.103)
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allora (per discorsi analoghi a quelli che abbiamo fatto nella sezione §G.4
dell’Appendice G parlando di bosoni e fermioni) lo stato (7.2.102) ¢ perfet-
tamente identico a:

al,al 10y . (7.2.104)

cioé allo stato in cui le due particelle sono scambiate.

Inoltre, ogni singolo "modo normale" k pud contenere un numero arbitra-
rio di particelle (vuol dire che non siamo vincolati dal principio di esclusione
di Pauli):

alal...al o) (7.2.105)

e per questo il campo di Klein-Gordon descrive bosoni, cioé particelle, di
spin intero, che obbediscono alla statistica di Bose-Einstein.

7.3 Campo scalare carico

I riferimenti per questa sezione sono il Kaku Physical law should have ma-
thematical beauty.Kaku:1993ym e il capitolo §7, §11, §12 del Lancaster e
Blundell Physical law should have mathematical beauty.Lancaster:2014pza.

Possiamo generalizzare i discorsi fatti nella sezione §7.2 pensando che ci
sia pitt di un campo scalare. I campi che tratteremo in questa sezione li
chiameremo carichi, ma attenzione perché stiamo ancora trattando campi
scalari, dunque con carica elettrica nulla, e quando ci riferiamo alla carica
intendiamo dire carica generalizzata nel senso del teorema di Noether. Im-
maginiamo di prendere due campi ¢1(z) e ¢2(x) reali ed indipendenti, ossia
tali per cui:

[¢1, ¢2] = 0. (7.3.1)

Presi i due campi possiamo definire:

¢ = —= (¢1(x) +iga(x)) (7.3.2)

1
V2
1 .

¢ = NG (¢1(x) —iga(x)) (7.3.3)
che possiamo verificare essere indipendenti, ossia commutanti, grazie al fatto
che anche ¢; e ¢9 lo siano:

[qfa qﬂ =0. (7.3.4)

I due nuovi campi che abbiamo definito possono essere rappresentati sul pia-
no di Arnald-Gauss, con il campi ¢ sull’asse reale e ¢9 sull’asse immaginario,
come mostrato in figura 7.2.

La lagrangiana in questo caso sara:

L=0,6'0"p —m?¢To (7.3.5)
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(a) Imagj;linary

by T gw

V2

Figura 7.2: Rappresentazione dei campi complessi nel piano di Arnald-
Gauss.

e la teoria che ne deriva viene chiamata anche teoria di campo scalare com-
plessa (o carica). In questa teoria anziché parlare dei 2 campi ¢1 e ¢g,
immaginiamo di fonderli e di trattarne solamente uno, ossia ¢ (e poi ¢'). Il
vantaggio di passare dalla trattazione di due campi ad uno € che il nuovo
campo ¢ ora ha 2 gradi di liberta e la lagrangiana possiede la simmetria
U(1), ma ne parleremo meglio dopo.*®

Avremo nella nostra teoria due momenti coniugati, uno per ciascuno di

¢ e ol

o — ‘Zg — gl (7.3.6)
oc .
"o = g = (7.3.7)

e hamiltoniana sara la somma dei contributi relativi ai due campi'”:

H=rmpd+myd — L (7.3.8)
=31+ ¢d' — Té+ VoIV + m?eT¢ (7.3.9)
=l + VoIVe + m2ple (7.3.10)

in cui abbiamo usato il commutatore (7.3.4).

Notiamo solo un paio di cose. Il fatto che ¢ abbia due gradi di liberta anziché uno,
come i cambi ¢;, lo rende un campo pitt complesso, nel senso che possiamo assegnare
un’etichetta a questi gradi di liberta, e trattare campi piu ricchi di quelli scalari. Notando
che £ gode della simmetria U(1), che ricordiamo ¢ anche chiamato gruppi delle trasfor-
magzioni di carica, allora possiamo arbitrariamente chiamare il grado di liberta intrinseco
di ¢ carica (nel senso di Noether) e trattare una teoria di campo carica, in cui esisteranno
particelle di tipo a e particelle di tipo b con carica opposta ad a. Quando vogliamo fare
una teoria di campo carica (quindi con gradi di liberta aggiuntivi) dobbiamo sempre avere,
o in qualche modo rendere, i campi complessi.

"Ricordandoci che in Meccanica Quantistica abbiamo imparato che ’hamiltoniana &
additiva.
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Possiamo promuovere i campi al ruolo di operatori e fissiamo le regole di
commutazione:

(0(7,0), 74(5,0)| =i6%(7 - ) (7.3.11)
[aﬁ(f, ), 71 (7, t)} = i63(Z — 7)) (7.3.12)

e tutti gli altri commutatori (a tempi uguali) sono nulli. Grazie ai lun-
ghissimi discorsi che abbiamo fatto nella sezione §7.2 riguardo i fattori di
normalizzazione possiamo scrivere:

n dgk ~_—ikx 7 ikx
600 = [ Gy ™+l ] 3
" dgk ~ ikx 7 _—tkx
w(w)_/(%)?)/?\/m [aLe*’“ + bre ’“} (7.3.14)

in cui gli operatori a e b sono di natura diversa. Nel caso scalare avevamo
trovato che l'operatore (7.2.58) era un’operatore hermitiano; ora, nel caso di
campo complesso non ¢’é motivo per cui ¢ e ¢ siano hermitiani. Pero, per
definizione sono I'uno 'hermitiano coniugato dell’altro.

Possiamo prendere le definizioni (7.3.13) e (7.3.14), imporre che siano

indipendenti, quindi che commutino, e verificare che gli operatori @ e b
soddisfino le relazioni di commutazione:

(g, | = [bn. 8| = 0* (F - F) (7.3.15)
e tutti gli altri loro commutatori sono nulli.

Con un conto del tutto analogo a quello fatto nella sezione §7.2 e con
I’applicazione del normal ordering possiamo ottenere I’hamiltoniana:

Tl = /d?’kwk (&Laﬁz};z}k) (7.3.16)
- /d%wk (7 +ap) (7.3.17)

con Ny ed ﬁa che contano, rispettivamente, il numero di particelle a e b.
Notiamo la simmetria di H per scambio a <— b, il che ci dice che 'hamilto-
niana non distingue tra i due tipi di operatori e possiamo dire che i due tipi
di particelle hanno la stessa energia wy.

In pit notiamo che, avendo un’algebra di oscillatore armonico (7.3.15),
I’hamiltoniana giustamente ¢ formata dalla somma di due hamiltoniane di
oscillatore armonico. Cio che abbiamo imparato é che, nonostante il campo
contenga al suo interno sempre sia il contributo di particella a che di anti-
particella b, le regole di commutazione ci dicono che tali particelle convivono
tranquillamente ed in modo indipendente.
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7.3.1 Simmetrie, teorema di Noether e cariche conservate

Abbiamo accennato prima al fatto che il campo scalare complesso abbia una
simmetria interna di tipo U(1), infatti per questo la lagrangiana ¢ invariante
per trasformazioni:

& —> %9 (7.3.18)
¢l — e gl (7.3.19)

che possono essere rappresentate nel piano di Arnald-Gauss come delle ro-
tazioni, come mostrato in figura 7.3.

(b) Imaginary

[

by TS g¢

\/E (0}

Figura 7.3: Rappresentazione dei campi complessi nel piano di Arnald-
Gauss sotto una trasformazione del gruppo U(1).

Facciamo un’osservazione rapida. Il fatto che la lagrangiana sia invariante
per trasformazioni di U(1) ¢ la stessa cosa che dire che I'invarianza la si ha per
rotazioni nel piano di ¢1 — @2 che sono invece rappresentate dal gruppo SO(2)
(ricorda che SO(2) ¢ il gruppo delle rotazioni bidimensionali). Sono la stessa
cosa perché il gruppo U(1) é un gruppo unidimensionale di trasformazioni
unitarie che ¢ isomorfo al gruppo SO(2), il che li rende dal punto di vista
matematico, e fondamentale, uguali.

La lagrangiana ¢ anche invariante per trasformazioni infinitesime (sempre
di U(1)):

¢ — ¢ = +iag — A¢p=i¢p (7.3.20)

ot — o' = ¢t —iagh — Al = —igl. (7.3.21)

La corrente di Noether, utilizzando la relazione (5.2.5) valida quando abbia-

mo una simmetria interna, €:

- oL oL

= T APt e AP 7.3.22

00,6 90,07 (7:3:22)

= i(0"pN)p — (") (7.3.23)
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La carica conservata ¢ di conseguenza:
Q= /d3fc5° (7.3.24)
—i / dz [(@°61)6 — (0°6)0] (7.3.25)
utilizzando le espressioni (7.3.13) e (7.3.14) e facendo il normal ordering:
O = /d3k: (B,ték fa;ak) (7.3.26)
- /dSk (ﬁz —ﬁz). (7.3.27)

Quindi la carica conservata sara data dal numero di particelle b (che inter-
preteremo come antiparticelle) meno il numeri di particelle a (particelle).
Questa quantita é proporzionale alla carica totale del sistema. Tutto questo
garantisce la conservazione della carica all’interno del sistema, perché? Le
particelle, che associamo ad @ hanno un certo segno della carica di Noether,
per conservare la carica totale del sistema, abbiamo bisogno di un’altro tipo
di eccitazione (le antiparticelle) del campo che abbia segno della carica di
Noether opposta in modo che cancelli il contributo di particella. Discende
da cio che se assumessimo la non esistenza dell’antimateria allora la carica
di Noether non sarebbe conservata.

Notiamo che, nonostante particelle e antiparticelle contribuiscano con
segno opposto alla carica di Noether, essi contribuiscono con lo stesso segno
all’energia totale (7.3.17).

E naturale, anche se lo analizzeremo meglio in §7.6, interpretare i "quan-
ti" corrispondenti agli operatori di tipo a e b, come l'uno I’antiparticella
dell’altro. Noi possiamo associare (per pura convenzione) ad a il ruolo di
particella e a b quello di antiparticella. In particolare vediamo dall’espressio-
ni (7.3.13) e (7.3.14) che P’azione del campo ¢ & di distruggere una particella
(per la presenza di @) e di creare un’antiparticella (per via di b) nello stesso
punto Z. Ovviamente, (ﬁ fara 'opposto, ovvero crea una particella e distrug-
ge un’antiparticella. Ripeto, motivazioni pit dettagliate le vediamo in §7.6,
per ora fidati.

Come accennato all’inizio della sezione, quando parliamo di carica non
ci riferiamo alla carica elettrica, infatti, finché non parleremo del campo di
Dirac e dell’interazione con il campo elettromagnetico non possiamo parlare
di carica elettrica, ma solamente di carica abeliana.

Interpretare Q, quantita conservata, come una carica abeliana (simile in
qualche modo alla carica elettrica) non ¢ cosa da poco conto. Infatti, il fatto
che Q sia la differenza tra due quantita e quindi possa, potenzialmente, essere
negativa, cred problemi e confusione quando si provo ad interpretare I’equa-
zione di Klein-Gordon come ’estensione relativistica dell’equazione d’onda
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di Schrodinger. Per questo Q non puo essere interpretata come densita di
probabilita e la consideriamo una carica abeliana.

Per convenzione associamo una carica positiva alle particelle scalari (tipo
a) e carica negativa alle antiparticelle scalari (tipo b). Infatti, se vuoi i
segni in (7.3.27) possono essere cambiati e avere Q x Ny — ﬁz; questo si fa
cambiando convenzione in jA“, vedi il capitolo §12.2 del Lancaster e Blundell
Physical law should have mathematical beauty.Lancaster:2014pza.

In base a tutto cio che abbiamo detto, gli operatori tipo b introducono
una nuova forma di materia nella teoria, ’antimateria.

7.4 Campo spinoriale

Consideriamo ora un campo spinoriale di spin 1/2 e seguiamo la stessa stra-
tegia utilizzata per il campo scalare e scalare carico.

In questo caso la lagrangiana ¢ data da:
L= (iv"9, —m)y (7.4.1)

con ¢ = 14Y e in cui ¥ e 1 sono indipendenti, proprio come ¢! e ¢ lo erano
per il campo carico.
I momenti coniugati sono:

oL  — o . &
— 2= = 7.4.2
™= 39 Uy =iy (7.4.2)
Ty = % =0. (7.4.3)
o
L’hamiltoniana corrispondente é:
H=my)— L (7.4.4)
— it _ ia)yTA0~0 — b A0~ 70
= i)' 0o — i1y Otp — i Y Optp + mypTA e (7.4.5)
G (—iyi0y + m) (7.46)

espressione che possiamo ulteriormente semplificare utilizzando 1’equazione

di Dirac:
(i7", —m)p =0 = (i7"9p +i7'0; —m) 1 =0 (7.4.7)
= Y0 = map —ir"0ov
il che ci permette di avere I’hamiltoniana:
H =1 (+i7°9 —m+m) ¥ (7.4.9)
= i1y 00 (7.4.10)
= iyl (7.4.11)
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A questo punto, come sappiamo, dobbiamo elevare al ruolo di operatore
i nostri campi ed imporre le opportune regole di commutazione, o meglio, di
anticommutazione. Infatti, dobbiamo stare attenti e non dobbiamo cadere
in inganno e semplicemente seguire cid che abbiamo fatto per i campi scalari.
L’equazione di Dirac descrive campi fermionici, per i quali ci aspettiamo re-
gole di anticommutazione, poiché abbiamo imparato dalla trattazione quan-
tistica delle particelle identiche (vedi ’Appendice G) che i fermioni hanno
funzione d’onda antisimmetriche per scambio di particelle. Imponiamo che
a tempi uguali si abbia:

{wa@ D, el @} = 8*E - Moy (7.412)
{ws(fv t)v (1 (377 t)} - {wl(£7 t)7 w;r/ (:‘77 t)} =0. (7'4'13)

Per via delle cose imparate nelle sezioni precedenti possiamo fare un’a-
nalisi di Fourier dei campi fermionici:

~ 3 2 . ~ .
dla) = / Wf}f o Z(us@)as(mew+vs<mb£<ﬁ>e+w) (7.4.14)

() = / i \/ﬁZ( (DA} + T (Dba(Pe ") (7.4.15)

dove abbiamo inserito: il prodotto pz = ptz,,; gli spinori'® us(p) e vs(p) che

conferiscono la natura spinoriale a v; gli operatori a(T)(ﬁ) e BS) (p) che confe-
riscono la natura operatoriale a w e che rispettivamente creano/distruggono
particelle e antiparticelle (per seguire la convenzione iniziata nella sezione
§7.3). E dimostrabile che gli operatori () e bs(p) rispettino le regole di
anticommutazione:

{a@.al) | = {b0). 01 } = 6° (5= )3er (7.4.16)
con tutti gli altri anticommutatori nulli.

Possiamo ora scriverci I'hamiltoniana H in funzione degli operatori a(p)
e bs(p) facendo praticamente gli stessi conti della sezione §7.2. Vediamo:

H= / Pz H (7.4.17)

= / 3z iy (7.4.18)

8Nota che li abbiamo messi poiché nel caso dell’equazione di Dirac abbiamo visto che
la soluzione ¢ del tipo (6.7.1), in analogia con il fatto che nell’equazione di Klein-Gordon
avevamo messo solamente gli esponenziali et che erano soluzioni di quell’equazione

differenziale.
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_/d3m/ 2m) (ij%\//f Z ( (p)atet™® + ol (7)bs(p)e™ 1101’) X
X Ey (w0 )dr(ﬁ e — 0 ()b} (F)e ) (7.4.19)

ora, se integriamo su d3z, sfruttiamo la definizione della § di Dirac e poi
utilizziamo le 63(p — p') per integrare su d3p’, otteniamo:

jig % / @ (ul(Pal @ (i (7) — vl @bo(P)or PBL()  (7.4.20)

ricordandoci che u e v sono ortogonali, utilizzando le relazioni di normaliz-

{ul@ur(m = 2E, 0
vl (7)vr (B) = 2B

e facendo il normal ordering (cosi ci liberiamo del termine costante che ci
porta ad un infinito) otteniamo:

zazione:

(7.4.21)

/d3p ZE (a0 + B (:(5)) (7.4.22)

_ / &p Z E, (7%, +7t,) (7.4.23)
s=1

in cui facciamo attenzione al fatto che ci sia un segno piu tra i due termini di
H: questo ci dice che sia al(p) che bl(p) creano particelle/antiparticelle ad
energia positiva, il che non é banale perché ci porta ad avere di conseguenza
energia H definita positiva. Il segno + ¢é dovuto alla scelta di regole di
anticommutazione anziché di commutazione, che avrebbero portato ad un
segno negativo.!?

L’operatore impulso associato al campo é dato da:

P o= / dzyf (~iV) v (7.4.24)
/ 3/2 ZP( (P)as (B) + bL(5)bs (ﬁ)) (7.4.25)

- / ﬁ Z ﬁ(ﬁgp + ﬁgp) (7.4.26)

19Puoi a questo proposito vedere 'inizio del capitolo 3.5 del Peskin e Schroeder Physical
law should have mathematical beauty.Peskin:1995ev in cui c¢’é una sezione intitolata How
Not to Quantize the Dirac Field: A Lesson in Spin and Statistics che mostra come si
arrivi, imponendo delle relazioni di commutazione, ad un’espressione dell’hamiltoniana in

cui si ha H x E, (dl (P)és(P) — bl(p)bs (15')) e quindi ad una situazione in cui & possibile

creare molte piu particelle b' e scendere sempre di pitt nello spettro energetico, non avendo
un’energia definita positiva.
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Nel senso visto nelle sezioni precedenti, e nella sezione §G.4 dell’ Appen-
dice G, intesi gli operatori as(p) e bs(p) come di distruzione (o creazione) di
stati a spin s ed impulso p definito e definito lo stato di vuoto |0) come:

as(p) |0) = bs(1) |0) = 0 (7.4.27)

allora, definiamo uno stato fermionico (particella) e anti-fermionico (antifer-
mionico) a spin e tri-impulso definito come:

17, 5), = al(p)]0) (7.4.28)
|7, s), = bL(P) |0) (7.4.29)
la cui normalizzazione é fissata come:
<ﬁ’ S‘ﬁly T> = 53(17_ ﬁ/)ésr (7430)
(p,slp/,r) = 2E, 8 (5 — p")dsr- (7.4.31)

7.4.1 Teorema spin-statistica

Come nel caso del campo scalare, imporre ben precise regole di anticommu-
tazione tra i campi ¢ e 9T richiede ben precise regole di anticommutazione
tra gli operatori di creazione e distruzione:

{a@,al@)} = {52,515 } = 67~ 5o (7.4.32)
{as(p), ar(P)} = {&l(ﬁ),&,t(ﬁ’)} =0 Vs,r (7.4.33)

{65} = {Bl@). 6@} =0 s, (7.4.34)

da cui ricaviamo che, per via degli anticommutatori {dT, &T} = {I;T, I;T} =0,
abbiamo:

(a;(m)z - (BL(@)Q ~0 (7.4.35)

e cioé che gli stati possono contenere una sola particella a definito spin,
tri-impulso ed energia. Questo non é altro che il principio di esclusione di
Pauli. Infatti vediamo che partendo dal vuoto |0), creiamo una particella
con quadri-impulso p* e spin s definiti:

al(p) |0y (7.4.36)

se aggiungiamo una seconda particella con stesso p* e spin s, allora otteniamo
0:
al(p)al(p) o). (7.4.37)

In pit vediamo che, per via delle regole di anticommutazione abbiamo:

al(p)al,(v') |0) # al, (p)al () 0) (7.4.38)
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e differiscono per un segno.

Quindi, le regole di anticommutazione implicano che le eccitazioni del
campo v (e di 1) siano particelle (e antiparticelle), di spin semi-intero, che
obbediscono alla statistica di Fermi-Dirac.

Un generico stato a molte particelle ed antiparticelle ¢ dato da:
N M
[Tak. ) [0, @)10). (7.4.30)
i=1 j=1

7.4.2 Simmetrie, teorema di Noether e cariche conservate

La lagrangiana di Dirac presenta una simmetria per trasformazioni globalo
U(1): 4

Plx) — Y (z) =€ (7.4.40)
con « costante reale ed indipendente da x. La corrente di Noether corrispon-
dente a questa simmetria é data da:

" =yt (7.4.41)
la cuil carica associata é:

Qi = [ & 3 (alau) - @b (7.4.42)

_ / Ep S (ﬁgp - ﬁ’;p> (7.4.43)

vediamo la forte somiglianza con la carica conservata per il campo scalare
carico (7.3.27). In questo caso la carica conservata ¢ la carica totale, ovvero,
il numero di particelle "-" il numero di antiparticelle. Quando accoppieremo
il campo di Dirac con il campo elettromagnetico potremo confermare il fatto

che la carica (7.4.43) sia effettivamente la carica elettrica (in unita natura-
1i).20

Possiamo anche calcolare il tensore energia-impulso T#” e il momento
angolare associati al campo fermionico:

THY = japyH 3" (7.4.44)

MM — i <m“6” ok _ ;UIW> . (7.4.45)

My =[nv 4 Suv

20Infatti, in QED utilizzeremo il campo spinoriale 9 per descrivere elettroni e positroni.
Le particelle create da as(p) sono elettroni di tri-impulso g, energia E, > 0, spin s = %,
terza componente di spin data da us(p) e carica @ = +1 (sarebbe Q = 1-e se non fossimo
in unita di carica e). Le antiparticelle create da bs (p) sono positroni di tri-impulso p,
energia E, > 0, spin s = %, terza componente di spin data da vs(p) (cioé opposta a quella
di e7) e carica @ = —1 (quindi Q = —e).
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La carica conservata associata al tensore di momento angolare €:
Q; = / d3z MO (7.4.46)
= /d?’x it <a:“8” — Vot — ;a””> P (7.4.47)

rispetto a quello calcolabile con la teoria scalare ora abbiamo il termine di
spin non banale, proporzionale a %UW, che ancora una volta ci conferma che
siamo in presenza di particelle di spin %

Sostituendo 1'espressione di ¢ e 9! in termini di a, af, beble possibile
esprimere il momento angolare totale nel sistema di riferimento di riposo:

J _/d3/ P d3pd3 ’2E . z‘ﬁ’-fe—iﬁ-fz( T( )u:,( )+bT( Jv /(17))

rr!

x % (& By (9) + b, (Por () (7.2.48)
J.al@) o) = ;- (Z ul<6>§;3ur<6>> a1 (9)0) (7.4.49)
da cui si ricava:
J.al(@))0) = i%ag(()) 10) (7.4.50)
LH4(0) 10) = = 551(0) [0 (7.4.51)

che conferma che le particelle, o antiparticelle, associate al campo di Dirac
hanno spin 2 e terza componenti di spin opposta tra loro (ad esempio :I:2 per
un fermione e ¥2 per antifermione). Si veda meglio pagina 60-62 del Peskin
e Schroeder Physical law should have mathematical beauty.Peskin:1995ev.

7.5 Schema riassuntivo

Riassumiamo brevemente tutti i risultati visti in questo capitolo, in modo da
evidenziare i punti chiave in vista dell’interpretazione che ne potremo dare
nella sezione §7.6.

Campo scalare

= /d xwkﬁk. (7.5.2)
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Campo scalare carico

n dgk ~  —ikx T +ikx
o(x) = /(271_)3/2\/m {ake ey bretik } (7.5.3)
i 4’k tkx —ikx
ol (z) = /(%)MW [ al et 4 bre ’f] (7.5.4)
H —/d?’kwk (ﬁg+ﬁ2) (7.5.5)

0= /d% (nk - nk) (7.5.6)

Campo spinoriale

h(x) = / = /2 \/ﬁ Z( (Pas(@Pe™ ™ + v, (PELHeT™)  (7.5.7)
W) = / o o \/ﬁ Z( (PP + T (Dha(Pe ) (758)
= AL, + 1l 5.

/d3p;Ep(sp+ ) (7.5.9)
- / ap Y (A, - it (7.5.10)

7.6 Significato fisico dell’analisi di Fourier

Ora che abbiamo quantizzato il campo siamo autorizzati a parlare di par-
ticelle. Sfruttiamo il riassunto dei risultati elencati nella sezione §7.5 per
darne un’interpretazione. I riferimenti per questa sezione sono il Lancaster e
Blundell Physical law should have mathematical beauty.Lancaster:2014pza
e il Barone Physical law should have mathematical beauty.Barone. L’analisi
di Fourier dei campi la possiamo scrivere come:?!

(Z)({L‘) = Z (Termine efikm> + Z (Termlne e’k‘”) (7.6.1)
k k

Ricordiamoci che sia I'’equazione di Klein-Gordon che quella di Dirac am-
mettono soluzioni ad energia sia positiva che negativa. Se vediamo ¢(z)
come una funzione d’onda quantistica (cosa che in realtd non &) possia-
k7 come il contribuito delle energie negati-
ve. Infatti, sappiamo che la soluzione dell’equazione di Schrodinger libera

mo interpretare?? il termine e

2 Seriviamo ¢(x), ma vale anche per i campi spinoriali.
22Vedi il capitolo 3 di Srednicki Physical law should have mathematical
beauty.Srednicki:2007¢s.
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& ¢ ox e WEWRI-ET) in cyi E(E) ¢ lenergia della particella; se prendiamo
etk — (i(kOt=ik-?) — (i(E(R)-FZ) allora abbiamo un segno meno da associare
all’energia, che quindi diventa negativa. Il termine e~**
che associamo alle energie positive.

Perd, noi nell’espressione primordiale (7.2.21) del campo ¢A> avevamo mes-
so una #(kY) che ci selezionava solamente le energie (e masse, per via del mass-
shell) positive. Dobbiamo risolvere questa contraddizione e dare un’interpre-
tazione non solo alle soluzioni ad energie negative, ma anche, di conseguenza,
al termine et

Per raggiungere il nostro scopo possiamo seguire la strada tracciata da
Feynmann??, che in un certo senso ¢ piti corretta (sempre che possa ritenersi
un’interpretazione piu corretta di un’altra) della visione del mare di Dirac
visto nel capitolo §1. Prima guarderemo le equazioni poi adotteremo un’ap-
proccio pit pittorico.

invece ¢ un termine

Cominciamo con il ricordarci che: date le equazioni di una teoria i segni
che adottiamo all’interno di essa sono pura convenzione.

Conosciamo gia dalla Relativita Speciale le equazioni del moto di una
particella carica in moto in un campo elettromagnetico, ossia:

d2z# dat
m—s - =qF* ,— 7.6.2

arz ~ vy ( )
in cui 7 ¢ il tempo proprio, ¢ la carica della particelle (assunta come positi-
va) ed F*, il tensore di campo elettromagnetico. Possiamo immaginare di
invertire il segno del tempo proprio (guardiamo un film al contrario):

T — -7 (7.6.3)
il che é lecito dopotutto. Facendo questo cambio vediamo che abbiamo:

2

mM = —qF”V@ (7.6.4)
dr? dr

in cui ovviamente il segno — esce dalla derivata prima, dal momento che la
derivata seconda si compensa da sola. Scrivo I’equazione sul foglio e me ne
dimentico per qualche mese; nel momento in cui riprendo in mano i vecchi
appunti e vedo ’equazione (7.6.4) mi sono scordato da dove sbuca quel segno
meno, ma ¢ del tutto lecito il fatto che io ora lo associ alla carica elettrica g
e pensi il tempo che scorra in avanti e con segno positivo. Quindi, in questo
senso, vedere una carica elettrica ¢ positiva che si muove indietro nel tempo
(il che ci sembra in qualche modo innaturale, o per lo meno strano), possiamo
vedere una carica —¢q negativa che invece si muove avanti nel tempo (cosa
che ci rende piu sereni).

23Come gia detto, in realta anche il fisico svizzero Ernst Stuckelberg sviluppo in parallelo
un’interpretazione molto simile.
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Per I’equazione di Klein-Gordon possiamo fare un ragionamento analogo.
Prendiamo il termine che associamo alle energie negative:

= /=P ) (7.6.5)
e immaginiamo di fare anche in questo caso il cambio:
t — —t (7.6.6)

che pero, in analogia con quanto detto sopra, possiamo associare all’energia F
e quindi considerare energie —F negative. Ovviamente, dobbiamo ricordarci
di avere una teoria relativistica, quindi non possiamo cambiare segno solo al
tempo, ma dobbiamo fare in realta il cambio:

t — =k (7.6.7)

Facendo il cambio (7.6.7) possiamo vedere che la velocita ddi: non cambia
di segno per via del fatto che sia posizione che tempo cambiano di segno.

Grazie a (7.6.7) il nostro esponenziale associato alle energie negative ora é:

et _ Gi(—Et+pd) _ —i(Bt—p7) (7.6.8)

in cui possiamo associare i cambi di segno che ci sono stati uno all’energia e
I’altro all’impulso della particella, avendo quindi:

E—-FE , p— —p. (7.6.9)

Pero non é ancora molto chiaro tutto sto discorso, anche perché con il
cambio (7.6.7) I'altro esponenziale e~ ¢ diventato e®?*. Quindi, forse non
abbiamo risolto il problema del segno nell’esponenziale, perd, abbiamo capito
che i due esponenziali della soluzione di Klein-Gordon appartengono a due
gruppi distinti.

Guardiamo un’altra cosa. Prendiamo dal Lancaster e Blundell Physical
law should have mathematical beauty.Lancaster:2014pza ’espressione per la
corrente di Noether elettromagnetica per una carica positiva, con energia
positiva:

Ty = (FO2ANPP = (+0)2N(E, ) (7.6.10)

che per una carica positiva, ma ad energia negativa é:
Ty = (FQ)2IN*p" = (+9)2|N (- E, p). (7.6.11)

Ora, per avere quantita fisicamente osservabili dobbiamo avere energie posi-
tive, quindi possiamo immaginare di raccogliere un segno meno dal quadri-
impulso:

Tar = (—@)2IN*p" = (+¢)2|N|*(E, —p) (7.6.12)
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in questo modo ci é chiaro che se associamo il segno negativo alla carica
elettrica g, possiamo vedere che le soluzioni ad energia negativa le possiamo
vedere come particelle, che chiamiamo antiparticelle, ad energia positiva,
ma con carica elettrica e tri-impulso cambiati di segno.

Bene, ora abbiamo capito che le energie negative le possiamo vedere co-
me positive e associate a delle particelle con carica elettrica e tri-impulso
cambiato di segno, perd non ¢ molto limpido sto discorso. Continuiamo a
ragionare. Nella sezione §G.4 dell’Appendice G abbiamo parlato degli opera-
tori di creazione e distruzione d;r, e a,, che appunto creavano e distruggevano
particelle ad impulso definito (nel caso di campi spinoriali anche a spin fis-
sato); ora, nei campi che abbiamo studiato sono presenti sia d}; e a, che altri
operatori 3}; e Bp, che abbiamo appurato essere associati a termini (gli espo-
nenziali) corrispondenti ad energie negative, quindi sono operatori di natura
diversa da &;2 e a, e possiamo dire che creano e distruggono antiparticelle ad
impulso fissato. Pero, nei campi qAS e 1[1 che ruolo hanno questi operatori di
creazione e distruzione? Ovviamente come dice il nome hanno il compito di
creare e distruggere particelle e antiparticelle ad impulso (e spin) definito.
Per verificarlo basta applicare i campi allo stato di vuoto |0). Pero perché
i campi <13 e 1/3 distruggono particelle e creano antiparticelle e non il con-
trario??* La risposta rapida & che possiamo ragionare per analogia con gli
operatori a e b. Infatti, abbiamo detto che gli operatori senza croce distrug-
gono particelle e quelli hermitiani coniugati le creano, quindi é logico che d)
e ¢ distruggano particelle e che qu e wT le creino. Pero perché per le anti-
particelle fanno il contrario? Rispondiamo a questo sfruttando diagrammi di
Feynmann presi brutalmente dal Lancaster e Blundell Physical law should
have mathematical beauty.Lancaster:2014pza. Immaginiamo i sistemi come
delle palle che possano assorbire ed emettere dei quanti, ossia particelle e
antiparticelle. Possiamo rappresentare un sistema ad energia &, carica Q) ed
impulso ¢ come una palla, tipo quella in figura 7.4.

Figura 7.4: Raffigurazione pittorica del sistema ad energia £, carica @ e
tri-impulso q.

Se il termine e~ %7 ¢ interpretato come una particella entrante nel siste-
ma, quindi come un’onda progressiva che arriva da —oo e si sposta verso
x — 400, allora e’** sara un’antiparticella che esce dal sistema, ossia un’on-
da che si sposta da z = 400 verso x = —oo. Con il termine "entrante" ci

Z4Notiamo che parlare di antiparticelle con il campo scalare & un po’ forzato non essendo
campi con carica elettrica, e per cui ogni particella é l’antiparticella di se stessa, possiamo
fare riferimento ai campi scalari carichi per questo.
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riferiamo, nel senso dei diagrammi di Feynmann, ad una particella (associata
a e~ che arriva nel sistema e viene assorbita (quindi annichilita grazie a
a), come possiamo vedere nella figura 7.5 in cui viene assorbita una particella
di energia F, carica e e impulso p.

BEFORE AFTER
E+FE
Q+e
q+p
E,e,p

Figura 7.5: Raffigurazione assorbimento di una particella di energia F,
carica e e tri-impulso p.

Ovviamente una particella uscente dal sistema sarebbe raffigurabile come
in figura 7.6, in cui il sistema emette (quindi creata grazie a a' presente in
Y1) una particella di energia E, carica e e impulso .

BEFORE AFTER
E,e,p
E-—F
Q—ce
q—p

Figura 7.6: Raffigurazione emissione di una particella di energia F, carica
e e tri-impulso p.

Quando invece diciamo che al termine et associamo un’antiparticella
"uscente" significa che essa viene creata (grazie a b presente in 1)) nel sistema
e poi ne esce al di fuori. Questa situazione la possiamo vedere nella figura
7.7

BEFORE AFTER

Ea_ev_p E—E
Q+e
q+p

Figura 7.7: Raffigurazione emissione di un’antiparticella di energia FE, ca-
rica —e e tri-impulso —p.
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Notiamo perd che l'assorbimento di una particella ad energia negativa
equivale ad emettere una particella ad energia positiva, ma con carica ed im-
pulso cambiato di segno, che interpretiamo come antiparticella. Quest’ultima
analogia la possiamo vedere nelle figure 7.7 e 7.8.

BEFORE AFTER
E—F
Q+e
q+p
_E7 €, p

Figura 7.8: Raffigurazione assorbimento di un’antiparticella di energia —F,
carica e e tri-impulso p.

In questo senso troviamo anche consistenza con gli operatori che sono
associati ai termini e~*** ed et?? infatti abbiamo rispettivamente d}; che
crea una particella (entrante nel sistema) e by, che distrugge un’antiparticella.
Un altro modo di vederlo ¢ che in realta il campo qg distrugge sia le particelle
che le antiparticelle, rappresenta quindi le figure 7.5 e 7.8, ma per via del fatto
che tra le due energie F = ++/p?c? + m2c*, che derivavano dall’equazione
di mass-shell, hanno senso fisico solo quelle positive, allora interpretiamo
I’annichilazione delle particelle ad energia negativa come la creazione di anti-
particelle ad energia positiva, carica elettrica e tri-impulso cambiati di segno,
dunque in conclusione otteniamo che il campo qAﬁ rappresenta le figure 7.5 e
7.7.

Alla luce di cid possiamo scrivere in senso del tutto generale:2

efikx eJrik:E
gzg () = Z particella entrante Z antiparticella uscente
- ad energia positiva ad energia positiva

annichilita creata
(7.6.13)
Dunque, il campo ¢ sviluppato in termini di operatori di creazione e distru-
zione di particelle (e antiparticelle), ciascuno dei quali ¢ associato ad una
frequenza di Fourier associata all’onda piana e~ o et#?

Le particelle, e antiparticelle, sono le eccitazioni, a frequenza definita, del
campo. Proprio perché le particelle e antiparticelle sono create e annichili-
te, il sistema, una volta quantizzato, non corrisponde ad un numero fissato
di particelle. Come gia accennto in una sezione precedente, assoceremo al
campo particelle e antiparticelle, ciascuna corrispondera ad un’eccitazione
del campo, il quale, contenendo tutti i possibili modi di oscillazione (& una

25 Anche in questo caso vale anche per il campo spinoriale.
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somma continua), contiene gia dall’inizio tutte le particelle possibili (nel caso
di d; saranno particelle scalari di spin 0, mentre per 1[1 sono particelle fermio-
niche si spin 1/2). Un’ultima cosa da ricordare per completezza della sezione
é I’analogia del campo con l'oscillatore armonico. Per 'oscillatore armonico
i vari stati erano classificati in base all’eccitazione del sistema e i vari livelli
energetici li potevamo raggiungere agendo con @ e af, che in quel caso ci
permettevano di "scalare" la scala energetica; ora, i vari livelli eccitati del-
oscillatore corrispondono a particelle (create o distrutte) e sono sempre a e
al, cost come b e b, che ci permettono di averle nel nostro sistema piuttosto
che no.

Pero attenzione, potremmo chiederci se il fatto che cambiando il segno
del tempo e questo corrisponde a cambiare segno dell’energia sia casuale.
Per questa risposta facciamo riferimento alle sezioni §2.8, §2.9 e §4.14.4 del
Barone Physical law should have mathematical beauty.Barone.

In particolare, nella sezione §2.8 possiamo vedere quando viene rispettata
la causalita tra due eventi nello spazio tempo. Infatti, se prendiamo due
eventi in un certo sistema di riferimento K, ad esempio I’emissione di un
segnale in (tq,%a,Ya,2qa) € arrivo dello stesso segnale in (tp, p, Yp, 21), €
assumiamo che il segnale si propaghi solo lungo x, con velocita u costante,
allora abbiamo:

xp — g = u(ty — tg). (7.6.14)

Supponiamo che 'evento B avvenga dopo I’evento A. Prendiamo un secondo
sistema di riferimento K’ in moto rispetto K con velocitd v costante lungo
x e vediamo che dalle trasformazioni di Lorentz abbiamo:

vy
2

At =~ (1 - ) At (7.6.15)

c
che ci dice che se la velocita del segnale u e del moto relativo tra i due sistemi
di riferimento v sono minori della velocita della luce ¢, allora At ha lo stesso
segno di At e l'ordine degli eventi & preservato. Se u dovesse essere maggiore
di ¢, allora potremmo trovare un sistema di riferimento in cui I'ordine degli
eventi non é preservato e dunque un sistema di riferimento in cui la causa
succede all’effetto, perderemmo dunque la causalita della teoria. E quindi
una conseguenza alla richiesta che la causalitd sia sempre rispettata che
qualunque segnale, e quindi particella, si muova sempre a velocita inferiori
a quella della luce.

Nella sezione §2.9 invece fa un breve riassunto di quali sono i vari tipi
di intervalli che si possono avere. Riporto un breve riassunto (in base alla
nostra metrica):

o As? = c2At? — Ar? dove r = (z,y, 2).

e As? > 0 intervallo di tipo tempo.
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e As? =0 intervallo di tipo luce.
e As? < 0 intervallo di tipo spazio.

Ricordiamo anche che per via del fatto che gli intervalli sono invarianti, anche
la loro classificazione lo é. Dunque se un intervallo ¢ di un certo tipo in un
sistema di riferimento inerziale, allora lo sara anche in tutti gli altri. Teniamo
bene a mente che due intervalli sono connessi causalmente solo se separati
da intervalli di tipo tempo o luce.

Nella sezione §4.14.4 comincia la parte che ci interessa di pili, ma in cui
non ci preoccuperemo di dimostrare i teoremi, ma ci concentreremo solo sulle
interpretazioni. Prendiamo, sempre per semplicita, una particella soggetta
ad una perturbazione nel punto (¢1, ¥1) e successivamente nel punto (ta, £3),
in cui to > t;. B possibile calcolare, secondo la formulazione degli integra-
li di cammino della Meccanica Quantistica non relativistica, I’ampiezza di
probabilita di trasizione dalla perturbazione 1 alla 2:

(] e~ #0270 | 7)) = A(ty, 71, by, o) (7.6.16)
d3p ) oL o
~ | 5 epl-i(B(t — 1) — 7 (T2 — 1))}
(7.6.17)

A questo punto é cruciale un teorema dell’analisi di Fourier, che ci dice che:
Data una funzione F'(w) limitata, al quadrato integrabile e nulla per w < 0,
allora la sua trasformata di Fourier:

ft) = /+OO dw e ™ F(w) (7.6.18)

—0o0

non pud annullarsi solo in un itervallo finito di ¢, a meno di non essere
identicamente nulla. La parte fondamentale per noi é che F(w) = 0 per w <
0, poiché in questo modo f(¢) diventa un’integrale a sole frequenze positive.
Riprendendo 'integrale (7.6.17), cambiano la variabile di integrazione da p
ad FE e ricordando che dobbiamo imporre che le energie siano positive affinché
abbiano senso fisicamente, allora possiamo applicare il teorema visto sopra
e concludere che (7.6.17) ¢ non nulla al di fuori del cono luce del punto 1, in
cui abbiamo:

As? = 62(t2 — t1)2 — (fg — 51)2 <0 (7619)

ovvero intervalli di tipo spazio. Dalle motivazioni viste poco fa sappiamo che
per la Relativitd Speciale due eventi sono causalmente connessi solo se sono
separati da intervalli di tipo tempo o luce, ma quello trovato con (7.6.17)
sembra contraddire cid e quindi rendere l'ordine temporale di due eventi
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dipendente dal sistema di riferimento.?% Effettivamente & cosi, avendo due
eventi separati da un’intervallo spaziale, allora possiamo trovare un altro
sistema di riferimento inerziale in cui la successione temporale degli eventi
1 e 2 sia inverita. Consideriamo un sistema di riferimento K’ in cui I’evento
2 accada prima dell’evento 1, dunque con t, < t|. La rappresentazione dei
due sistemi di riferimento ¢ in figura 7.9.

Cono-luce *~
(a) (b)

Figura 7.9: Rappresentazione diagrammatica di un processo in cui una
particella ¢ soggetta a due perturbazioni successive (1 e 2). Il sistema di
riferimento (a) gli eventi sono ordinati con ¢; < t2, mentre in (b) con t§ < #].

Possiamo osservare che nella figura (b) nel punto 7, vengono create due
particelle, una che si muove avanti nel tempo (la linea verticale), mentre
laltra indietro nel tempo andando da #) a @ (la linea inclinata che collega
1 e 2). Seguendo il diagramma temporale (che come vedremo sara come
un diagramma di Feynmann) dal basso verso 'alto, com’é il verso dell’asse
temporale, osserviamo: partiamo con una particella che si muove avanti nel
tempo (la linea verticale), avviene 'evento 2 e si creano due particelle che
si muovono una avanti nel tempo e una indietro, successivamente avviene
I’evento 1 in cui la particella con cui siamo partiti si annichilisce con una
di quelle create in 2 e ci rimane soltanto una particella che si muove nel
verso positivo di ¢’ (ossia la linea verticale che parte da 2). Il punto di
questo discorso é che la particella che viaggia indietro nel tempo puo essere

26Infatti, intervalli di tipo spazio, per la RS, collegano due eventi non causalmente
connessi, perd, come abbiamo appena visto con (7.6.17) per la MQ due eventi sono cau-
salmente connessi anche se sono collegati da intervalli di tipo spazio, cid é reso possibile
dalla non localita della teoria quantistica. Infatti in Meccanica Quantistica nulla vieta che
una particella "virtuale" contribuisca all’ampiezza anche in regioni di tipo spazio, sebbene
con un’ampiezza molto piccola e in modo che non violi la causalitda macroscopica. Tali
contributi sono possibili ma esponenzialmente soppressi. Questo significa che il formali-
smo quantistico relativistico permette che ci siano contributi "virtuali" alla propagazione
di una particella anche in regioni non connesse causalmente nel senso classico.



7.6. Significato fisico dell’analisi di Fourier 209

interpretata come un’antiparticella che si sposta avanti nel tempo da @, a
7). Per via dell'invarianza della massa e della conservazione della carica
in processi di assorbimento ed emissione possiamo, in generale, associare
ad ogni particella una corrispettiva antiparticella, con massa identica, ma
carica elettrica opposta. Quindi, dalla coesistenza della MQ e della RS e
dalla richiesta che esistano solo stati ad energia positiva emerge che sono
possibili processi di creazione e annichilazione di coppie, e si deve quindi
concludere che sia necessaria ’esistenza delle antiparticelle.
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Capitolo 8

Teoria del propagatore in una
teoria libera

Disclaimer. Ci sono diverse convenzioni seguite per definire e calcolare le
funzioni di Green per le teorie di campo, per questo potrei aver fatto confu-
sione e ci potrebbero essere delle 7 che non tornano. Ad ogni modo, apparte
delle i volanti, tutto il resto ¢ corretto (sempre entro i miei limiti).

Ora che abbiamo quantizzato i campi (con spin 0 e 1/2) ad un istante ¢
fissato ed interpretato i risultati ottenuti in termini di particele relativisti-
che, siamo interesati a studiarne I’evoluzione temporale, il che ci portera ad
introdure la nozione di propagatore (che abbiamo gia visto ad MQ2). L’e-
spressione esplicita del propagatore per il campo scalare e spinoriale ¢ uno
dei risultati pitt importanti a cui arriveremo in questo corso e sara alla base
delle regole di Feynmann per il calcolo della sezioni d’urto dei processi di
scattering tra particelle relativistiche.

In generale ci sono due modi per studiare I’evoluzione spazio-temporale
di un sistema:

e [’uso di un’equazione differenziale, che da un’indicazione dell’evoluzio-
ne per intervalli infinitesimi.

o [’utilizzo dell’ampiezza di transizione, in cui non guardiamo l’evolu-
zione passo passo, ma abbiamo un’informazione piu globale.

In elettromagnetismo sappiamo che un sistema lo possiamo studiare tramite:
e Equazioni di Maxwell.
e Principio di Huygens-Fresnel.

In Meccanica Quantistica il corrispettivo é:

e Equazione di Schrodinger.

211
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e Utilizzo del propagatore K.

In MQ relativistica 'utilizzo del propagatore & cruciale, anche perché non
abbiamo la possibilita di utilizzare ’equazione di Schrodinger. Nella QFT,
in particolare nelle teorie interagenti (in teorie libere ’equazione differenziale
¢ ancora utilizzabile), risolvere ’equazione differenziale ¢ molto complicato
per cui K diventa l'unica via percorribile. Il propagatore K ci permette
di scrivere un principio di Huygens-Fresnel generalizzato al caso quantistico
relativistico, ossia & un modo che ci fa studiare ’evoluzione dei fronti d’onda
pensandoli come inviluppo delle onde generate da ciascun punto del fronte
d’onda precedente. Quindi, vorremmo scrivere le funzioni d’onda, in realta i
campi, come inviluppo degli stessi, ma a tempi precedenti.

Utilizzeremo per lo studio dell’evoluzione, per motivi di convenienza, la
rappresentazione di Heisenberg per gli operatori di campo quantistici.

La sezione é organizzata in modo da vedere la definizione di propagato-
re prima in Meccanica Quantistica, poi cominciamo a parlare di operatori
di campo e vediamo come essi evolvono nello spazio-tempo definendo i vari
propagatori nei 3 diversi casi (campo scalare neutro, scalare carico e spino-
riale), ma sempre liberi. Sara presente al termine della sezione un riepilogo
di risultati.

I riferimenti per questa sezione sono i capitolo §16 e §17 del Lancaster e
Blundell Physical law should have mathematical beauty.Lancaster:2014pza e
Peskin e Schroeder Physical law should have mathematical beauty.Peskin:1995ev.
Puo essere anche utile rivedere gli appunti relativi al propagatore fatti al
corso di MQ2.

8.1 Propagatore in Meccanica Quantistica

Come sappiamo bene dalla Meccanica Quantistica il propagatore é stretta-
mente legato alla funzione di Green dell’equazione che stabilisce ’evoluzione
spazio-temporare del sistema. In MQ2 avevamo visto che il propagatore
(sempre inteso come ampiezza di probabilita che una particella, che si trova
in Z; a t;, evolva nel tempo propagandosi nel punto Z; al tempo tf) ¢ la
funzione di Green dell’operatore di Schrodinger:

<i§t - H) (8.1.1)

cioé€:

(zaat —H) Gz —y) =04z —y). (8.1.2)
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Nel caso della MQ non relativistica trovavamo una forma del propagatore:

K(1,2) = (& U(t1, 12) |7:) (8.1.3)
_ (g emHAw) |7, (5.1.4)

= (@] e~ iHlt2mt) ZWM (thn|Zs) (8.1.5)
_Ze wEn(t2=t1) xf|wn> <¢n|xz> (816)

—Ze“En“Q DT Yn () (8.1.7)

che se imponiamo che il tempo scorra in avanti, otteniamo la funzione di
Green ritardata:

Gi(xitiyxp,ty) = K(ty, Zpits, @) = 0(t — ;) an wT(f) —nEn(ta—t1)

(8.1.8)
scritta in termini degli autostati stazionari dell’hamiltoniana. Ovviamente ci
sono scritture del propagatore K (1,2) pitt 0 meno convenienti per fare i conti
e verificare (8.1.2), possiamo trovarne una in cui togliamo di mezzo il tempo
e inseriamo l’energia. Prendiamo il propagatore K (t¢,Zs;t;, Z;), mettiamo

t; = 0 e t; =t per semplicita e facciamo una trasformata di Fourier!:

+o00 )
K(E, %, %) —/ dt e P K (t, %0, 7;) (8.1.9)
400 ) i
:/ dt eP0(t) Y v (Ep) 0, (£;)e™ nPn (8.1.10)
oo it(E—F.
= 3" (@) () /0 it ¢t E=En) 8.1.11)
t T 4 B Entio
= li (T 7 dt (B~ Entic 8.1.12
Tim 3 (@)1 (7) /0 ‘ (5.1.12)
1 i
— 1 it(E—Epn+ie)
egr(I)Lan (E E, +ze)6 o
(8.1.13)
i
= li " - 1.14
6_1>r(1)1+21/) E E, + i€ (8 )

in cui al punto (8.1.11) avendo un’integrale non convergente, avendo una
divergenza sul cammino di integrazione per £ = F,, e oscillando a t — oo,

!Come z e p in MQ non relativistica sono legati da una trasformata di Fourier, anche
t ed E lo sono.
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bisognava regolarizzarlo, per questo si & utilizzata la tecnica del damping
factor, il che consiste nel traslare i poli dell’integrando verso il basso mol-
tiplicando il tutto per un fattore e~ (ovviamente mandando ¢ — 0% nel
conto). Il termine +ie a denominatore di (8.1.14) ¢ fondamentale, non so-
lo perché regolarizza 'integrale rimuovendo la singolaritd, ma anche perché
garantisce la causalita. L’azione dei damping factor puo essere vista nella
figura 8.1.

Im(F)

Figura 8.1: Traslazione dei poli nel piano complesso dell’energia tramite il
metodo dei damping factor

L’espressione che abbiamo trovato:

K(E,Zf,%;) = hm an (@)

7

B — 8.1.15
E—FE, + ¢ ( )

spesso si chiama anche propagatore di Feynmann e ci insegna molte co-
se riguardo 'utilita del propagatore. Quello che stiamo per dire si vede se
mandiamo € — 07. Innanzitutto vediamo che le singolarita del propagato-
re sono gli autostati dell’hamiltoniana E = F,,, per cui se abbiamo per le
mani K (F,x) e non conosciamo lo spettro energetico del sistema possiamo
facilmente trovarlo. In secondo luogo possiamo vedere che i residui del pro-
pagatore sono proporzionali a iy, 1, (Z f)zpjl (Z;), ossia alle funzioni d’onda,
il che ci dice che possiamo fare tranquillamente Meccanica Quantistica uti-
lizzando il propagatore, dal momento che contiene piu informazioni della
singola funzione d’onda essendo essa contenuta in K (1,2).

Ricordandoci il significato fisico del propagatore, ossia, che ¢ quell’oggetto
che ci dice 'ampiezza di probabilita che il sistema quantistico transisca dallo
stato iniziale a (Z;,t;) a quello finale a (Zf, %), allora possiamo raffigurarlo
graficamente con un disegno che ¢ quello in figura 8.2, e di cui studieremo
meglio le varie parti quando parleremo dei diagrammi di Feynmann e de-
gli sviluppi perturbativi nel corso di Fondamenti di Teoria Quantistica dei
Campi.

Prima di passare alla QFT parliamo ancora del propagatore in MQ, ma
nello spazio degli impulsi. Possiamo scrivere il propagatore, indicando con ¢
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Y, by
Gt (x,y)

Y, ty

Figura 8.2

il tri-impulso iniziale nella posizione y al tempo ¢, e p il tri-impulso finale in
T a ty, come:

8.1.16
8.1.17
8.1.18
8.1.19

G+(patx§ Q7ty) = p‘ U(tﬂc - ty) ‘q>

ple =t |g)

o~~~

—iEq(te—ty) <

e plq)

—~~ o~
_— o ~—

in cui notiamo che §(p — ¢) non rappresenta altro che la conservazione del
tri-impulso.? C’¢ di pii, perché la conservazione dellimpulso implica la
conservazione dell’energia, visto che se utilizziamo la delta, allora otteniamo
E, — E,. Questa cosa ¢ molto importante e va tenuta a mente:

1l propagatore libero, in Meccanica Quantistica non relativistica
(ma anche in QFT) garantisce la conservazione del tri-impulso e
dell’energia (quindi del quadri-impulso), dunque se lo rappresentia-
mo come una linea che congiunge due vertici (z,t;) e (y,ty), che
sono punti dello spazio tempo, allora questo ci dice che il sistema
conserva p ed E nella propagazione (libera) da un vertice all’altro.

Come abbiamo fatto con il propagatore K (z,t) andando ad ottenere
K(z,E), possiamo fare la stessa cosa ora. Facciamo una trasformata di

2Molti libri omettono questa delta nelle relazioni dell’impulso semplicemente dando per
scontato la conservazione dell’impulso e per semplicita di scrittura.
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Fourier tra ¢t ed E' (mettendo ¢ =0 e t, = 0 per semplicita):

+0c0 )
GﬂﬁEﬁi/ dt e’P'GT(p, t,0) (8.1.20)
= / dt eFt9(t) 63 (p)e vt (8.1.21)
_ 63(15»)/ dt ezt(E—Ep-‘rze) (8.1.22)
0
, +00

_ 3 —t i(E—Ep+ie)

Jm P 5, e ) (8.1.23)

= lim 6°(p) !

_ 8.1.24
e—0+ FE — Ep + 7€ ( )

che ¢ un’espressione di notevole importanza poiché gia relativistica.

Sommario propagatori in Meccanica Quantistica

Riepiloghiamo tutte le espressioni che abbiamo trovato per il propagatore
valide in Meccanica Quantistica indicando con Z, t, e ¢ posizione, tempo e
tri-impulso iniziali, mentre con ¥, t, e p’posizione, tempo e tri-impulso finali:

GH (T, ty, T, ty) = Oty — to }:e*%Eﬁ%*M)¢T@ﬂwn@D (8.1.25)
+(7 (7

G (3,7, gﬁiﬂnw 12E+% (8.1.26)
G (G, ta, Py ty) = O(te — t,)5(5 — @el@tw%) (8.1.27)

G(q,p, F) = lim 6(p— @) (8.1.28)
e—0t

E—@+k

8.2 Campo scalare neutro

Vediamo in questa sezione tutto cid che riguarda ’evoluzione temporale e
spazio-temporale del campo scalare neutro. Come gia successo capitera che
la sezione sul campo scalare sara leggermente pit lunga rispetto le altre
poiché verranno introdotti certi concetti per la prima volta.

8.2.1 Evoluzione temporale del campo di Klein-Gordon

La rappresentazione di Heisenberg ci permette di scrivere ’evoluzione tem-
porale come (in unita naturali):

o(Z,t) = et (z)e M (8.2.1)
t

) = iz (z)e 1 (8.2.2)
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e sappiamo che ’equazione del moto degli operatori ¢ data, in generale per
I’operatore @ da:
.d 4 A -
i=Q(t) = [Q(t),H] (8.2.3)
Da qui in poi eviteremo di scrivere i cappelletti sopra gli operatori per
semplicita.
Possiamo vedere quali siano le equazioni del moto degli operatori di
campo ¢ e 7. Vediamo:

06
“or ~

- [gf)(f, ), / d3x’%{w2(f’,t)+ <6¢(f’,t)+m2¢2(f’,t)>}} (8.2.5)

¢, H] (8.2.4)

sviluppiamo i commutatori:

- / o’ { [6(@), 7*(@)] + [W)’ (%@/))Q] '

= ;/d?’x’{[qﬁ(f, ), w(@, )| m(@,t) + (T, t) [o(Z, t),ﬂ(f’,t)]} (8.2.7)

= ;/d%’ 2i0° (& — &) w(&, t) (8.2.8)

= in(Z,1) (8.2.9)

dunque confermiamo ancora che m = ¢. Per il campo coniugato abbiamo:

2'%7; = [, H] (8.2.10)
- [w(f, ), / d%/% [w2(f’,t)+ (6¢(f’,t>+m2¢2(f’,t))]] (8.2.11)
=2 / d%'{ (@), 7@)] +[x@) . (Fo@) |+
=0 =V¢-Vo

+m?[n (%), 9*(T)] } (8.2.12)
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N |

[ {%«b(f’) (@), Varo@)] + |7(@), Vord(@) | Voro(@) -
— 2im253 (% — :E")gb(:i”)} (8.2.13)

possiamo sfruttare il fatto che la derivata 690/ ¢ fatta rispetto z’ ed ¢ lineare,
quindi possiamo scrivere:

(@), 9r6(2)| = Vo (@), 0(2)] 6214
cosi abbiamo:
- ;/d%’ {2635/(1)(5’)?35/ [77(33’)7(;3(5/)} _ 2im253(f— :Y:’)(b(f’)} (8.2.15)

integrando per parti il primo termine e usando la § per il secondo:

+ / a3z’ { (%)2 &(@)io% (@ — &) —

V infinito

— im?83 (% — :E”)qﬁ(:i"”)} (8.2.16)

= +i (V2= m?) 6(@). (8.2.17)
Abbiamo trovato dunque:

0 -

i = <v2 - m2> &(Z) (8.2.18)

ot

che ricordando che 7 = ¢ non ¢ altro che 'equazione di Klein-Gordon.
Possiamo anche vedere 1’evoluzione temporale degli operatori di creazione

e distruzione:
eMa(k)e 1t = g (k)e 1Bt (8.2.19)
F(k)e "t = af (k)etiPnt (8.2.20)

che sostituite dentro I'espressione dei campi ¢(Z) e #(Z) ci forniscono le gia
note espressioni dei campi dipendenti dal tempo:

~ 3 - . —. .
AT, 1) = / @m?j;j/m <d(k)e"km+dT(k)e+"kz> (8.2.21)
o -

A7) = 07, 1) = &7, 1). (8.2.22)

kKO=E;>0
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Perd ovviamente studiare solo ’evoluzione temporale dei campi non é
congeniale con una teoria relativistica in cui dovremmo trattare spazio e
tempo allo stesso modo. Potremmo fare un calcolo analogo considerando
una traslazione spaziale invece che temporale. Per le traslazioni spaziali il
generatore é P e abbiamo:

e,iﬁ.fd( oHiPE _ d(}%’)eiﬁf (8.2.23)
T

)
B)etiP? = ot (R)e~iPZ (8.2.24)

da cui otteniamo la corretta relazione tra ¢(z#) e ¢(0):

—

q@(a:“) _ ei(Ht—P~;f’)Qg(o)e—i(Ht—]i;i’) _ eiP“a:Hqg(O)e—iP“zu (8.2.25)

in cui abbiamo indicato con P l'impulso associato al campo, mentre con k
¢ I'impulso associato al singolo modo normale del campo, ossia alla singola
frequenza di Fourier.

8.2.2 Definizione di propagatore

Possiamo definire®, viste le cose imparate fino qui, I’ampiezza di proba-
bilita che una particella si propaghi da x a y (intendiamo con particella
un’eccitazione del campo scalare neutro):

Az —y) = (0] ¢(x)d(y) |0) (8.2.26)
d3kd3k/ —ikx +ik'y |7

:/<2n>3mm< ‘e ha o tik k> (8.2.27)

_ [ Lk ey 8.2.28

_/(27T)3 2By (8.2.28)

in cui abbiamo usato la definizione vista del campo scalare neutro (7.2.58)
e la definizione di operatore di creazione di particella ad impulso fissato
af (k) |0) =

Perd che cosa fa effettivamente A(x — y)? Presa la definizione (7.2.58)
e la sua espressione di evoluzione temporale (8.2.1) ci sara semplice vederlo.
Stiamo parlando di campi scalari scarichi, quindi per ora parlare di particelle
o antiparticelle é la stessa cosa. Abbiamo:

E> Notiamo anche che A(x — y) ¢ un’invariante di Lorentz.

Az —y) = (0] ¢(z)d(y) |0) A (8.2.29)
= (0] et g(@)e e (e M1 |0) (8.2.30)
— (0] &1t (@) e (= —t) (i) e Ht |0) (8.2.31)

vediamo cosa vuol dire andando da destra verso sinistra:

3 Alcuni libri lo definiscono come A(z — v).
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0.

ety |0) fa evolvere lo stato di vuoto fino al tempo ¢, =

(;B(gf)e*m tv|0) al tempo 3° crea una particella nel punto 3 di impulso
fissato.

o ¢ H(ta=ty) fy eyolvere la particella creata in ¢ dal tempo y° al tempo

ty = z0.

o il thg(f) distrugge la particella di impulso fissato nel punto &, sempre
al tempo 2. Ci rendiamo conto che & necessario che 3° < x° affinché
sia rispettata la causalita e che la particella sia assorbita (distrutta)
dopo essere stata creata. Se y° > 2% allora il principio di causalita ¢
violato.

e (0] ci permette di "chiudere il panino" e vedere quale sia 'ampizza di
probabilita del processo, ossia, la probabilita che partiamo da uno stato
di vuoto, creiamo una particella "test" al tempo y° e in ¥, la facciamo
evolvere fino a 20 e la distruggiamo in #, dopodiche ci chiediamo quale
sia la probabilita che non sia successo nulla e ci troviamo ancora nello
stato di vuoto.

Quello che abbiamo detto ¢ circa quello che facciamo con una particella test
in presenza di un campo elettrico ad esempio. Prendiamo la particella test,
la buttiamo in una certa regione, la osserviamo mentre si muove, la tolgo e
dopo mi chiedo quale sia la probabilita che il sistema sia rimasto nello stesso
stato di partenza.

Pero facciamo un’attimo attenzione. Preso A(x — y) abbiamo detto che
dobbiamo stare attenti all’ordine temporale, per questo motivo definiamo il
prodotto temporalmente ordinato che garantisce che soltanto 1’ordine
causale venga considerato nei prodotti come:

To(x)d(y) = 0(z" — y°)(x)d(y) + 0(y° — 2°)(y)d() (8.2.32)

e notiamo che il contributo che aggiungiamo (rispetto al pezzo iniziale) é il
termine di antiparticella, poiché abbiamo detto che fisicamente le antipar-
ticelle le vediamo come particelle che si muovono indietro nel tempo. Que-
sta informazione la abbiamo anche nella rappresentazione grafica del pro-
pagatore, vedi la figura 8.5. Possiamo definire il propagatore di Feynmann
come:

iAp(x —y) = (0] To(x)d(y) [0) - (8.2.33)
Dotati della presa di coscienza (8.2.33) e ricordando (8.2.28) allora pos-

siamo dare una rappresentazione esplicita del propagatore libero nel caso di
teoria libera:

d3k . A
Alr — — 9 0,0\, —tk(z—y) 0 0 .0\, +ik(z—y) )
@)= im0 e +0(° — 2%)e ( | |
8.2.34
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Inoltre, possiamo calcolare* A(z —y) in due casi opposti, ma ugualmente
semplici:

e se abbiamo (z — y)? > 0, quindi un’intervallo di tipo tempo, come ad
esempio se 2¥ = y¥ =t e (¥ — ) = 0, allora possiamo vedere che:

Alx —y) ~ e ™ (8.2.35)

t—o00

quindi, la propagazione pud avvenire nel cono luce.

e Se abbiamo (z — y)? < 0, quindi un’intervallo di tipo spazio, come ad
esempio se 1° =y = 0 e (¥ — i) = 7, allora con conti leggermente piil
complicati:

Alx—y) ~ e™ (8.2.36)

r—00

quindi, la propagazione fuori dal cono luce corrisponde ad un’ampiezza
che va a zero esponenzialmente, ma non é nulla. Vedi i discorsi finali
della sezione §7.6. Ma la relazione (8.2.36) ci dice che stiamo rompendo
la causalita con la nostra nuova teoria oppure stiamo solo guardando
nella direzione sbagliata? Approfondiamo nella sezione §8.2.3.

8.2.3 Causalita per il campo scalare neutro

Vedi la sezione §2.4 del Peskin Physical law should have mathematical beau-
ty.Peskin:1995ev, in cui parla di causalita.

Ricordiamoci che per la Relativita Speciale due eventi sono connessi cau-
salmente solo se connessi tramite intervalli di tipo tempo o luce e non per
intervalli di tipo spazio. Quello detto alla fine della sezione precedente po-
trebbe far pensare che siamo in presenza di una teoria in cui rompiamo il
principio di causalitd, ma in realtd non €& cosi, perché la non localita della
teoria quantistica rende possibile una connessione causale anche per inter-
valli di tipo spazio. Per controllare che il principio di causalita sia rispettato
nella propagazione dei quanti associati al campo scalare, dobbiamo capire
non tanto se essi possono propagarsi al di fuori del cono-luce (cioé su di-
stanze tipo spazio, con (z — y)2 < 0), ma piuttosto se una misura compiuta
in un punto x possa avere effetto su una misura effettuata in un punto y
separato da una distanza tipo spazio (ci poniamo una domanda coerente con
una visione quantistica). Dobbiamo quindi calcolare il commutatore:

A~

[6(x), (1) (8.2.37)

a tempi diversi. Se il commutatore va a zero, allora una misura non pud
avere effetto sull’altra ed esse sono indipendenti. Naturalmente sappiamo

4Vedi il file di conti.
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gia che il commutatore va a zero a tempi uguali, ma ora facciamo il calcolo
in generale:

. . 3 31./
[5@).60)] = [ G e

, (a(E’)e—i’f’y+aT(E')e+“€’y)] (8.2.38)

sopravvivono solamente due termini per cui:

By, [a*(%)@(/%")} = Bk -F)  (82.39)

e dunque
~ ~ 3 . .
0(2), ()] ==]/(gﬂ§322%(e‘”“m‘y)e*”“x‘w) (8.2.40)
=Az—y)— Ay —2). (8.2.41)

Notiamo che sia A(x — y) sia A(y — x) sono invarianti di Lorentz. Nel caso
in cui abbiamo distanze di tipo spazio, quindi con (z — 3)? < 0, possiamo
fare una trasformazione di Lorentz continua® su A(z — y), grazie al fatto
che i due propagatori siano Lorentz invarianti individualmente, tale per cui
(x —y) = —(x — y). In questo modo A(z — y) e A(y — z) diventano uguali
e si cancellano dando un commutatore nullo. Questo ci dice che al di fuori
del cono-luce (in cui (z — y)? < 0) il commutatore ¢ nullo e il principio di
causalita € rispettato anche se la teoria della Relativitd Speciale ci direbbe
di no.

Per trasformazioni di tipo tempo (quindi per cui (z —y)? > 0) non esiste
alcuna trasformazione di Lorentz continua che possa fare (x —y) — —(x—y).
In questo caso il commutatore é proporzionale a e~ — et per il caso
(Z — ) = 0. La propagazione, quindi, pud avvenire nel cono luce senza
violare la causalita.

Concludiamo per questo che misure nella teoria di Klein-Gordon non
possono influenzarsi se avvengono al di fuori del cono luce.

8.2.4 Funzione di Green per Klein-Gordon

Ricrodando quello visto nella sezione §8.1 guardiamo ora il caso di campo sca-
lare, facendo lo stesso discorso. Partiamo dall’equazione di Klein-Gordon a
cui aggiungiamo una sorgente J(x) classica, che agisce per un breve intervallo
e su corto range:

(O +m?) ¢(z) = J(x) (8.2.42)

5Abbiamo parlato di trasformazioni di Lorentz sui diversi intervalli alla fine della
sezione §7.6.
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e dalla teoria delle funzioni di Green sappiamo che questa equazione diffe-
renziale puo essere facilmente risolta nel caso in cui riuscissimo a conoscere
una funzione G tale per cui:

(O+m?) Gz —y) = =z — y). (8.2.43)

In questo caso la soluzione ¢(x) sara data da:

d(x) = dolz) + / dly Gl — )J () (8.2.44)

come si pud dimostrare applicando (D + m2) ad entrambi i membri. Abbia-
mo indicato con ¢o(x) la soluzione dell’equazione omogenea, cioé dell’equa-
zione di Klein-Gordon nel caso senza sorgente. Nota che scrivendo la soluzio-
ne (8.2.44) non abbiamo fatto nulla, se non aver sostituito ad un’equazione
differenziale un’equazione integrale.

Risolviamo I’equazione:

(O+m?) Gz —y) = —6*(x—y) (8.2.45)

considerando la trasformata di Fourier del primo e secondo membro. Al
primo membro definiamo:

4
Gz —1y) = / (;’;4 e k@G (k) (8.2.46)

in cui G(k) & I'antitrasformata di Fourier di G(z — ). A secondo membro
abbiamo che la funzione §%(z —) ¢ la trasformata di Fourier di una costante:

4
oz —y) = kb, (8.2.47)
T—y (2%)46

Abbiamo quindi:
(O +m?) Gz —y) = 0* (v — y) (8.2.48)

4 . 4
(Dx—i-mQ)/ dﬂk e RN G (k :/ d k e~ ke=v) 1 (8.2.49)

4
/dk (—k* +m?) eik(wwG(k):/ k e~ ey 1 (8.2.50)

(2m)4 (27r)4
-/ (3;];4 D) (12— i) G = (317434 e (B25))
N (kQ _ m2) é(k) = 41 (8.2.52)

troviamo dunque:

(8.2.53)
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in cui:
k2 = k0% — g2 (8.2.54)
che ci permette di vedere i poli di G(k), ossia:

B -m?2=0 = =k +m? (8.2.55)

K0 = +4/ k2 4+ m? (8.2.56)

che si trovano sul cammino di integrazione, avendo l'integrale d*k sull’asse
reale. Noi questi poli (la relazione di mass-shell) 1i sposteremo con la pre-
scrizione di Feynmann (nota che ci sono 4 modi per spostare le singolarita,
ma Feynmann ci dice che solo uno é quello fisicamente corretto in modo da
rispettare la causalita®):

B —m? — kK —m® e (8.2.57)

con € > 0. Il fatto che solo uno dei 4 modi possibili di spostare le singolarita
vada bene, ci dice che il fattore € non é solamente un trucchetto matematico,
ma ha anche un significato fisico. Trovata (8.2.53) possiamo trovare la fun-
zione di Green G(z — y) facendone 'antitrasformata di Fourier. Integriamo
sulla sola componente k? e, come gia detto, spostando leggermente i poli,

uno in alto ed uno in basso. Scriviamo”:
~ 1
Gk)= +——"-—— 8.2.60
(k) k2 —m? + ie ( )

1 1 1
— _ + _ (8.2.61)
2k? (ko—\/k2+m2+in KO+ k:2+m2—z'n>

e abbiamo quindi singolarita come quelle rappresentate in figura 8.3.

Per via del lemma di Jordan il cammino di integrazione andra chiuso nel
semipiano superiore nel caso (t; —t,) > 0, mentre andra chiuso nel semipiano
inferiore se (t; —t,) < 0. Facciamo i conti con il teorema dei residui:

4
Gz —y) = / (;17:; e *RE=V G (k) (8.2.62)

5Questa scelta si puo evitare facendo i conti espliciti come nella sezione §8.2.6
"Utilizzando i fratti semplici, infatti:

1 1 N 1 s 21"
2k° kO —VE24+m2+in kO +VE2+m2 —in 2k° k02 — (VE2 — m? — in)?
(8.2.58)
! L (8.2.59)

H — -
n—0 koz—E2—m2+2in*/EQ+m2 k2 —m?2 + e

che ¢ esattamente I’espressione di @(k) con € riscalato in modo da dare il termine 2in, /..
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Im{k°}
X
Re{k"}
X
Figura 8.3: Singolarita di G(k).
=0O(t, —t )/ d'k e—ik(fc—y)i 1 +
V] (2m)d 2k0 ko _ /B2 4+ m2 +in
ko 1 1
Oty — ts Fik(z—y) 8.2.63
ot )/(277)46 R e 520
= —(27m)if(t,—t,)Res 1 ! /dgke—ik(ﬂﬁ—y)_
o 2k° KO — \/];3'24—77712 +11 ) po—_4 /K2 +m2+tin (2w)42Ek
1 1 d3k :
—i(27r)9(ty—tI)Res{ — } /elk(wy)
2](?0 k(] + k2 +m2 _ “7 kozm—in (27T)42Ek
(8.2.64)
d3k ’ d3k ,
— o, —t) [ SR ik e / —ik(z—y)
i y)/ (2r)32E, © 0ty ~ta) | Gy, ©
(8.2.65)

in cui: il fattore 2mi viene dal teorema di Cauchy e il segno meno viene
dal fatto che proviamo a prendere il cammino in senso orario. Possiamo
riscrivere l’espressione anche come:

G(r —y) = —if(t, — t))A(x —y) —i0(ty — to)A(y — x). (8.2.66)

Dunque possiamo dire che particelle con energia positiva si muovono in avanti
nel tempo, mentre particelle con energia negativa si muovono indietro nel
tempo, e cio & coerente con tutto cido che abbiamo detto con l'interpretazione
di particella e antiparticella, anche se con il campo neutro non ha molto
senso parlare di cariche.

L’espressione che identifichiamo con il propagatore di Feynmann é:

4 .
Glx—y) = / K ! e~ k(@=y), (8.2.67)
(2m)4 k2 —m? + i€
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Prima di passare oltre notiamo che in MQ non relativistica, o in mec-
canica classica, le condizioni al contorno ci costringerebbero a scegliere solo
uno dei due pezzi che abbiamo trovato in G(z — y).

8.2.5 Confronto tra funzione di Green e definizione di pro-
pagatore

Cerchiamo ora di trovare un collegamento tra la funzione di Green (8.2.65)
e la definizione di propagatore di Feynmann che avevamo visto (8.2.33).

Abbiamo che il propagatore di Feynmann é la funzione di Green dell’e-
quazione del moto solamente nel caso libero, ma quando tratteremo teorie
interagenti questo non sara piu vero.

Se prendiamo il commutatore [q@(aj), q@(y)} €SSO € un numero e possiamo

dire che:

~

[6(2), 8] = (O] |9(x). ()] I0) (8.2.68)

che & un’oggetto semplice da maneggiare poiché sappiamo gia come gli ope-
ratori di scala agiscono sullo stato di vuoto. Supponiamo z° > 3° e vediamo:

TR k1 " :
— [ = = (eik(z—y) _ otik(z—y)
o1 [5@).6w)] 10 = [ g (e D) (3260)
3
:/dlz/2 Le—ik(w—y) + 1 e ik(z—y)
(2m) 2F} KB, —2FE} W__E,
(8.2.70)

e possiamo vedere che questa espressione ¢, a meno di un fattore —z, esat-
tamente la funzione di Green (8.2.65). Definiamo quindi il propagatore del
campo scalare neutro come:®

iAp(z —y) = (0| Th(x)d(y) |0) (8.2.71)

in cui, come gia detto, T indica il prodotto temporalmente ordinato, ossia
mettiamo gli operatori pitt vecchi a destra e i pitl giovani a sinistra:

(y) = {q}(m)ﬁ(y) se >y (8.2.72)

d(y)p(z) sey® > al

mentre il fattore ¢ ¢ messo per convenzione, ma non ¢ detto che in tutti i
testi ci sia.

$Nota che avendo ancora campi scalari, dunque scarichi, vale T (x)p(y) = [¢(x), (ﬁ(y)] .
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8.2.6 Calcoli espliciti propagatore di Feynmann

Nelle sezioni precedenti siamo stati molto rapidi a fare le nostre considera-
zioni e i nostri conti, ma ora facciamo un passo indietro e vediamo bene tutti
i conti espliciti, seppur lunghetti, per arrivare all’espressione del propagatore
di Feynmann. Precedentemente abbiamo detto che esisteva una prescrizione
(quella di Feynmann) che era l'unica possibile per giungere ad un risultato
fisicamente sensato, ora, proviamo a rimuovere il "fattore umano" della scel-
ta specifica della prescrizione e cerchiamo di arrivare al medesimo risultato,
ma solamente facendoci trascinare dalla matematica. Sara fondamentale per
questa sezione conoscere la rappresentazione integrale della funzione 6 di
Heaviside.

Partiamo dalla rappresentazione pit generica del propagatore, ossia, quel-
lo in cui compaiono le due 6 che impongono la causalita, ovvero la forma
(8.2.34), ma in cui poniamo per comodita:

M =gt — yh. (8.2.73)

Possiamo fare due cose: o lasciamo la 8 separata nei conti e poi dall’esterno
cambiamo i segni e togliamo i pezzi che non vanno bene; oppure, scriviamo
la € in un modo uniforme e la buttiamo dentro il conto.

Per scrivere la 6 in una forma integrale possiamo sfruttare quello che
sappiamo dall’analisi complessa. Possiamo costruirci un’integrale con una
funzione integranda con un polo, che possiamo mettere o nel semipiano su-
periore o in quello inferiore. Dobbiamo anche fare attenzione a costruire la
funzione in modo che se chiudiamo sopra l'integrale faccia 1, ma se chiu-
diamo sotto faccia 0. In questo discorso chiudiamo sopra o sotto in base al
lemma di Jordan che ci dice che in base al segno dell’esponenziale (in cui noi
metteremo z° — 3°) chiudiamo sopra piuttostoche sotto. Definiamo:

—+00 1TZ
0(z") = lim 1/ dr = (8.2.74)

e—0t 2T J_ T — i€

e questa ¢ la rappresentazione integrale della § di Heaviside.”

9Possiamo verificare che effettivamente sia la . Quando z° < 0 dobbiamo chiudere
sotto, ma essendo la singolarita in 7 = ie, all’interno della curva nel semipiano inferiore
non c¢’¢ nulla e Cauchy ci dice che lintegrale fa 0. Quando z° > 0 chiudiamo sopra,
circondiamo la singolarita 7 = ie e possiamo utilizzare il teorema dei residui:

e—0+ 2mi T — i€ e—0+ \T—ie e—0+

0
1 1TZ )
0(z° > 0) = 27i lim Res { = } = lim (hm e”ZO) = lim e’ =1. (8.2.75)

Dunque l'integrale da:

6(=°) = {O <0 (8.2.76)
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Riscriviamo il propagatore utilizzando la misura invariante (in 4 dimen-
sioni) che avevamo trovato nella costruzione dell’operatore di campo:

iAp(z

pO(P°)o(p* —m )[G(ZO)e_ipz+0(—z0)eipz]. (8.2.77)

Inseriamo la rappresentazione (8.2.74) all’interno del propagatore:

+oo ) { e—i(pz—TzO) e+i(pz—Tzo)

iAp(z d*p dro(p +

T — 1€ T — 1€

(8.2.78)
come imparato a Metodi2 dobbiamo cambiare i segni negli esponenziali.
Quindi nel secondo termine facciamo il cambio:

pt — —p# , T — —T (8.2.79)
in modo che:
+i(pz—729) —i(pz—TzO) —i(pozo—ﬁ-é‘—rzo) —ip'z
c ¢ = - (8.2.80)
T — i€ —T — 1€ —T — 1€ —T — 1€
0(p°) — 6(—p°) (8.2.81)

in cul abbiamo definito:
70

pW=p"—7 , P=7 (8.2.82)
= p-m?#£0 (8.2.83)

-2
poniamo p/” +m? = wf),. (8.2.84)

Con il cambio di variabili scelto e le quantita definite possiamo vedere che
abbiamo:

2 —
S(p* —m?) = 5(p°" — p% —m?) (8.2.85)
=5((p° + 1) —w?) (8.2.86)
5(p° I — Wy
) W Gt ) (8.2.87)
2wy 2wy

in cui abbiamo utilizzato la proprieta della § e dei suoi zeri. Naturalmente
abbiamo anche:

o) =0 +7) . 0(=p") =0(-p" — 7). (8.2.88)

Sostituendo tutto otteniamo:

d4l

1Ap(z

2wp, 2wy

T — 1€ —T — 1€

y {eoo' ), e<—p'0 )

dTe_ZpZ{é(p +7‘—|—wp) N 5(p/0—|—7'—wp/)

}x
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in cui sopravviveranno solamente due dei quattro prodotti a causa dell’in-
compatibilita delle funzioni 6 e § (notando anche che wy > 0). Quelli che
sopravvivono sono:

5(p’0+7+wp/)0(—p’0—7) 5(p’0+T—wpr)0(p’0+T)
2wy —T — 1€

. (8.2.90)

2wy T — 1€

Cancellando i termini incompatibili possiamo integrare su 7 sfruttando le §:

“+oo , /0 , 0
iAp(z) = ! /d4p, / dre P Z{ 0" + 7+ wy) 9(_p 7) n
—0o0

(2m)%i 2w,y T — i€

. S+ T —wy) 0(p° +T>} (8.2.91)

2wy T — 1€

1 o1 1 1
— i d4 /e—zp z { + }
(2m)4i / P 2wy | +wy —ie  —p0 4wy —ic
(8.2.92)

1 1 2w, — 21€
= [dYp e { P } 8.2.93
i ] T = (8:2:99)

ricordandoci che stiamo considerando il limite ¢ — 0T possiamo dire che
del termine a numeratore possiamo trascurare 2ie, mentre a denominatore
possiamo trascurare O(€?) e riscaliamo —2wye — —e. Tenendo conto di:

wy =0 =" +m’ - pg (8.2.94)
=0+ m? ] (8.2.95)
=m’—p” (8.2.96)
abbiamo quindi:
1 ip’ 1 2w,
iNp(2) ~ =g [ dYp e ?” P 8.2.97
F( ) (27'(')42 / p 2wp, {w}%, _ 62 — 2wp/i6 — (p/0>2 ( )
1 ., —q
i diple™ S —— 8.2.98
riscaliamo (27‘(‘)4 / pe {m2 o p/2 - ie} ( )

1 je~ i’z
= dp' { —— 8.2.99
(27?)4/ b {p’Q—m2+ie} ( )

e sostituendo, solo alla fine, p’ con p (che arrivati a questo punto & una
variabile di integrazione, per cui muta) abbiamo ottenuto:

, 1 4 ie P
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in cui possiamo notare che il temine ¢¢ origina dalla rappresentazione integra-
le della (2 — °), che definisce il prodotto cronologico, e non da una nostra
specifica scelta. E proprio la presenza di +ie che garantisce la causalita.
Chiamiamo propagatore di Feynmann (nello spazio delle coordinate) il
propagatore di causale (8.2.100).

Il propagatore (8.2.100) ¢ scritto nello spazio delle coordinate, da cui
potremmo intuire la sua forma nello spazio dei momenti. Infatti, vedendo
Ap(x —y) come la trasformata di Fourier del propagatore nello spazio di p,
allora ci rendiamo subito conto che nello spazio dei momenti il propagatore

¢ un termine di polo puro:
AF(p/) — /d4zeip/ZAF(z) — 2; (8.2.101)
p'° —m? +ie

Nota che potremmo prendere la scrittura (8.2.100) e farne ancora l'in-
tegrale su una delle 4 componenti di p. Scegliamo di integrare su p°. In
(8.2.100) vediamo che abbiamo poli in:

P = VP2 — e = wp — i€ (8.2.102)

P’ = =2 +m2 +ie = —wp + i€ (8.2.103)

che possiamo raffigurare nella figura 8.4.

Im{po}

A

> Re{po}

20>0

Figura 8.4: Singolarita di Ap(z).

Per 2% > 0 (2" > %) chiudiamo sotto e l'integrale ¢ dato dal residuo del
polo in p¥ = wp — €. Per 20 < 0 (2° < %) chiudiamo sopra e l'integrale
¢ dato dal residuo del polo in p? = —wp + te. Il risultato che troviamo ¢
identico a quello gia trovato (8.2.65).
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Possiamo, infine, verificare che Ap(z) & proprio una funzione di Green
dell’operatore di Klein-Gordon. Infatti:

1 d*p .
2 . _ 2 2\ —ip(xz—y)
(O +m%) Ap(z —y) (27T)4/p2—m2—|—ie( p*+m?)e
(8.2.104)

a questo punto il termine +ie, che protegge i poli, diventa superfluo poi-
ché (p?> — m?) a numeratore e denominatore si semplificano e lasciano solo
'esponenziale, che per definizione da una §* dello spazio. Quindi:

(Oz +m?) Ap(z —y) = —6*(z — y) (8.2.105)

che conferma il fatto che Ap(z —y) ¢ unal® funzione di Green dell’operatore
di KG. La prescrizione di ordinamento temporale in questo caso ha fissato
le condizioni a contorno in modo che i campi di annullino a t = +oc.

8.3 Campo scalare carico

Vediamo ora il caso leggermente piil interessante di campo scalare carico,
ossia riprendiamo i campi complessi:

’ d’k AN p—tkT | I (1) ik
qﬁ(l‘):/(%)w@ (a(k)e k +bT(k)e+’“> (8.3.1)
1 d3k ~t7 ikx 2N —ikx
qﬁ*(fﬂ):/(%)wm (at (B)e ™ + b(ye) (8.3.2)

in cui a() e b(h rispettivamente creano e distruggono particelle e antiparti-
celle.

8.3.1 Definizione di propagatore

In questo caso il propagatore é definito come il valore di aspettazione sul
vuoto temporalmente ordinato di:

Az —y) = (0| To(2)d"(y) [0). (8.3.3)

In analogia a quanto fatto per il campo neutro possiamo analizzare il signifi-
cato del propagatore (8.3.3). Possiamo esplicitare il prodotto temporalmente
ordinato:

Az —y) = 0(z" = 4°) (01 $(2)d"(y) |0) +6(y° —2°) (0] ' () d(x) [0) (8.3.4)

e considerare i due casi separatamente. Vediamo che:

0Ricordiamoci che ci sono pii funzioni di Green, a seconda, delle condizioni al contorno.
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e Se 20 < 30 allora abbiamo:

Az —y) = (0 ' (y)d() |0) (8.3.5)

e sempre partendo da destra vediamo che, per via delle relazioni:
a(k)10) , b(E)|0) = \E> (8.3.6)

abbiamo che ¢(z)|0) crea un’antiparticella nel punto # nellistante
20, successivamente, facendo agire ¢f(y) |k) » (dobbiamo ricordarci che
#t(y) contiene a' e b) distrugge Pantiparticella!’ all’istante y° e nel
punto . Il processo ¢ causale solo se 0 < 3/°.

e Nel caso y° < 2 abbiamo:

Az —y) = (0] (x)' (y) |0) (8.3.7)

dunque: ¢ (y) |0) crea una particella nellistante y° nel punto ¥, suc-
cessivamente, ¢(z)|k), annichila la particella nell’istante 2° nel punto
Z. In questo caso il processo & causale solo se y° < z9.

Naturalmente i due processi non sono separati, ma per la Meccanica Quanti-
stica sono entrambi contemplati e le relative ampiezze devono essere somma-
te. Per questo motivo la definizione di propagatore ¢ (8.3.4), che possiamo
rappresentare tramite diagrammi visibili in figura 8.5.

t t
(]
+ \ = o
tommm - -
- L
particella antiparticella propagatore

Figura 8.5: Raffigurazione propagatore di campo scalare carico.

In questo caso definiamo il propagatore di Feynmann come:
iAp(z —y) = (0| To(2)d"(y) |0) (8.3.8)

con:
Ap(k) = N
M = 2 T2 y e

d4k e—tk(z—y)
Ap(z—y) = / ) I nE T (8.3.10)

"1n realtad crea anche una particella di impulso fissato, ma poi non essendoci altri

operatori rimane (0|k),, che é nullo.

(8.3.9)
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e dove:
(Oz +m?) Ap(z —y) = —0*(z — y) (8.3.11)

ossia, il propagatore ¢ la funzione di Green dell’operatore di Klein-Gordon,
fissata dalle condizioni al contorno date dal prodotto time-ordered T' (che
garantiscono la causalita).

8.3.2 Causalita per il campo scalare carico

E pit interessante il problema della causalita quando viene studiato per cam-
pi in cui ci sono sia i contributi di particelle che di antlpartlcelle Infatti, nel
caso di campo scalare complesso, le eccitazioni dei campi ¢ qu corrispon-
dono a particella (di tipo a) e antiparticella (di tipo b), che sono distinte
tra loro a differenza del campo neutro. Quando viene quantizzato, il campo
¢(x) ¢ associato alla creazione di particelle con carica positiva (di tipo b) e
alla distruzione di partielle di carica negativa (di tipo a). Per ¢f(y) vale il

discorso opposto. Il commutatore [é(x), qBT(y)] ricevera, contributi non nulli,

che dovranno cancellarsi tra loro al di fuori del cono-luce, per preservare il
principio di causalita. Questi contributi saranno del tipo A(z—y) e A(y—=z),
in cui pero é coinvolta anche la carica della particella corrispondente. Il pri-
mo termine rappresenta la propagazione di una particella di carica negativa
da y ad z, mentre il secondo di una particella di carica positiva da = ad y.
Ovviamente affinché la cancellazione avvenga bisogna che particella e anti-
particella esistano, abbiano carica opposta e la stessa massa (devono anche
avere propagatori uguali, in modo che A(z —y) — A(y — ) = 0). Dunque
concludiamo che: in una teoria di campo, il principio di causalita richiede che
ogni particella abbia la sua corrispondente antiparticella, con la stesa massa,
ma carica opposta (pill in generale con numeri quantici opposti). Ricordiamo
che nel caso del campo reale particella e antiparticella coincidono.

8.4 Campo spinoriale

Vediamo finalmente il caso dei campi 1@ di Dirac. In questo caso dovremo
stare solo attenti ad applicare le corrette regole di anticommutazione e delle
matrici y. Per questa sezione puoi vedere il capitolo del Peskin e Schroeder
Physical law should have mathematical beauty.Peskin:1995ev.

8.4.1 Definizione di propagatore

Anche per questo tipo di campi cominciamo dall’equazione di Dirac a cui ci
aggiungiamo una sorgente classica J(x):

(Y0 — m) Y(x) = J(x) (8.4.1)
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definiamo il propagandosi di Feynmann Sg(x — y) tale per cui:
(iv*0y —m) Sp(x —y) = otz —y) (8.4.2)

che se riusciamo a trovarne una forma esplicita ci permette di scrivere la
soluzione dell’equazione di Dirac (usando la teoria delle funzioni di Green)
come:

vla) = vnla) + [ alySe(e—9)J) (8.4.3)

in cui ¥g(z) & la soluzione omogenea di Dirac. Come gia fatto per il campo
scalare, per trovare un’espressione per Sg(x — y) ricorriamo alla trasformata
di Fourier:

d4p _'p( _y) p +m
_ — wplw _ 4.4
Sr(z =) / (2m)4 ¢ p2 —m?2 +ie (8.4.4)

che soddisfa la relazione:
Sr(x —y) = (i, +m) Ap(x —y) (8.4.5)

in cui Ap(z — y) ¢ il propagatore del campo scalare carico. La relazione
(8.4.5) é facilmente spiegabile se si ricorda che 'equazione di Klein-Gordon
si trova come il quadrato dell’equazione di Dirac.

A questo punto possiamo procedere ad integrare su p°. L’integrazione si
svolge in modo identico a quella fatta per il campo scalare (il denominatore
¢ lo stesso), ma questa volta a numeratore abbiamo p+m.

Se ci ricordiamo quanto imparato nel capitolo §6, in particolare le relazio-
ni (6.7.29) e (6.7.30), possiamo vedere che calcolando i valori di aspettazione

sul vuoto del prodotto T-ordered dei campi 1& e

{<0| du(@)y(@)[0) >

~ R 8.4.6
O[T )ba(@)[0) >t (8.4.6)

troviamo:

(27[')3 D %/—’
A (D)

+ o (BT (F) e @Dyt — t)} (8.4.7)
5,—/
AP

3
Sl = o= i [ 5B 3 [ua@m) e o - o)+
k

Bp 1 P o
:/(27532]5 [(“?’x+m)ab€ PE) — (i +m)ape” P >]. (8.4.8)
p

La definizione sembra un po’ ambigua. Quando facciamo vy stiamo
facendo la moltiplicazione di un vettore riga per uno colonna e otteniamo uno
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scalare, invece, quando facciamo 1) facciamo vettore colonna per vettore

riga e otteniamo una matrice 4x4, ossia un’operatore. In realtd, non c’é

nessuna incongruenza tra i due prodotti, perché come succede nell’equazione

di Dirac con il termine m che ¢ in realta m1, anche qua dobbiamo intendere

il prodotto 11 come 111, mentre Y1) & gia di per sé una matrice.
Comunque, giungiamo al risultato finale:

iSp(x — y)a = (0] Tha(2)y(z") [0) (8.4.9)

che ovviamente si espande come:

iSp(z—y) = 0("—3°) (0] D(2)b(y) [0)—0(y°—2°) (0] Y (y)d(x) |0) (8.4.10)

in cui il segno negativo tra i due prodotti T-ordinati viene dall’algebra
anticommutativa che per scambio di due operatori fa cambiare segno.

8.4.2 Calcoli espliciti propagatore di Feynmann

Vediamo i calcoli espliciti che dimostrano che Sp(z — y) é la funzione di
Green dell’equazione di Dirac:

(i = m) [Se(@ —y)r"] = =i 0] (it —m) |}l (1)0(° — °)-
— P y)d@)oE° )] 10y (8.411)

aggiungiamo e sottraiamo il termine ¥ (z)4t (y)0(y° — 2°), con cui ricostruia-
mo 'anticommutatore {@(x),@ZT(y)} Quindi:

(idy —m) [Sk(z —y)V°] = =i (0| (i@, — m) [@@(@W(y)*
= 0(y° = 2 { (@), BT }] 10) (84.12)

in cui possiamo riconoscere nel primo termine ’equazione di Dirac, per cui
il primo pezzo ¢é nullo, e otteniamo cosi:

(il — m) [Sp(z = y°] =i (0] (idhy — m) [0 — 2°){ (@), ' () }] 10)
(8.4.13)
A questo punto possiamo utilizzare un’importante relazione che lega il com-
mutatore del campo scalare neutro (talvolta denominato funzione di Pauli-

Jordan, A¢(x—y) tale che iAc(z—y) = [Qﬁ(x), @/Aj(y)}) con l'anticommutatore

dei campi spinoriali 1 e T, ossia:

(i = m) iAc(z =] 1" = {$@), ¥ () }. (8.4.14)
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La proprieta (8.4.14) si dimostra facilmente tenendo conto che:

. d3p —ip(x— ip(x—
ZAC($ — y) = / m {6 plz—y) — €+ P y)} (8415)

A A 43 i ip(z—
{wa(@,w&y)} 2/(2@3];% {(lz’+m)e T mer ?;}4.7106)

Torniamo a noi e sostituiamo la proprieta (8.4.14) in (8.4.13):

(idy —m) [Sp(x —y)V°] =i (0] (id, —m) [0(y° — 2°) (i@, + m) [iAc(z — y)]7°] |0)
(8.4.17)

= — (0] [i,0(y° — 2°)] [(id, +m) Ac(z — y)7°]1° |0) +
+ (0 [0(y° = 2°) (i@, — m)] [(id, +m) Ac(z —y)y"]1°10) (8.4.18)
possiamo notare che, dal momento che p?> = m?, abbiamo:
(i —m) (id, +m) Ac(z —y) = (—p* + m*) Ac(z —y) =0 (8.4.19)
e anche:
(i7"0,) 0(y° — 2°) = (i7" 0(y° — 2°) = —ir % (y° — 2?) (8.4.20)
abbiamo per questi motivi:

(id, —m) [Sp(z — y)7°] = = (0] [-iv°5(y° — 2°) (i@, + m) Ac(z — y)7°] |0)

(8.4.21)
in cui la §(2° — »°) impone che tutto sia calcolato a tempi uguali, cioé a
20 = 9% A tempi uguali abbiamo che vale:
O:Ac(x —y) = |OhAc + (%Ac] = —(53(f —7)+0 (8.4.22)
20=40 20=y0
e che Ac(z —y) , = 0. Dunque, il risultato finale é:
z0=y
(idy —m) [Sr(z —y)"] = 6*(x — ) (8.4.23)

che conferma che Sp(z —y)7° ¢ la funzione di Green dell’'operatore di Dirac,
cosl come Ap(z — y) lo era per l'operatore di Klein-Gordon.

L’espressione esplicita del propagatore di Dirac possiamo ipotizzare es-
sere:

Sp(z —y) = (id +m) Ap(z —y) (8.4.24)
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verificabile applicando 1'operatore di Dirac (¢ — m) ad entrambi i membri:

(@—m)Sp(z —y) = (@ —m)(P+m)Ar(z) (8.4.25)
= -y =—(0+m?) Ap(z —y) (8.4.26)
che ¢ certamente corretta perché Ap(z—y) ¢ funzione di Green di (O + m?).

Questo conferma l'ipotesi (8.4.24), che possiamo riscrivere, ricordando
(8.2.100), come:

1 e~ w*
—y)= (2 dip ——>— 4.2
Sp(v —y) = (10 +m) (2m)4 / P T mr e (8.4.27)
1 4 —ip pt+m
= wr__ 4.2
(2m)4 /d be p? —m? + ie (8.4.28)

Il propagatore della particella fermionica di spin 1/2 nello spazio degli
impulsi sara:
~ +m
S = 77) 8.4.29
F(p) p2 —m2 ¥+ e ( )
simile a quello di particella scalare, poiché hanno lo stesso denominatore, ma
con diverso numeratore, pitt complesso, che evidenzia la maggior complessita

del campo spinoriale.

8.5 Sommario risultati del propagatore libero

Riassumiamo per comodita tutti i risultati ottenuti per il propagatore di una
teoria libera.

Campo scalare neutro e carico

dgp —ip(x— ip(x—
Az —y) = / W [9(330 —y")e Ple—y) 4 0(y° — 2°)e” n y)]
P
(8.5.1)
dip e PlE-Y)
Alx — ) = 5.2
(=) / (2m)* p?2 —m? +ie (85.2)
~ 1
Campo spinoriale
_ [y P
~ +m
Sr(p) = 4 (8.5.5)
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Capitolo 9

Propagatori interagenti e teorie
perturbative

Vediamo in questo capitolo la teoria del propagatore nel caso di una teoria
interagente. Facciamo riferimento al capitolo §4.2 del Peskin e Schroeder
Physical law should have mathematical beauty.Peskin:1995ev.

9.1 Propagatore in Teoria Quantistica dei Campi

Lo spazio di Fock visto nell’Appendice G, insieme agli operatori di campo,
ci permettono di descrivere la realta a partire dallo stato di vuoto, in cui,
agendo con gli operatori @ e &' possiamo creare e distruggere particella crean-
do eccitazioni del campo stesso. Ovviamente possiamo creare e distruggere
anche antiparticelle. Il problema che sorge quando passiamo dalla MQ alla
QFT é che prima potevamo descrivere ’evoluzione delle particelle utilizzan-
do la funzione d’onda, ma ora che le funzioni d’onda non sono pit utilizzabili
abbiamo bisogno di altri oggetti che contengano le informazioni sulle ecci-
tazioni del sistema. Questi oggetti sono ampiezze di probabilita, denotate
dalla lettera G e chiamati propagatori. Abbiamo visto che G ¢ direttamente
collegato con le funzioni di Green della teoria. I propagatori descrivono il
destino delle particelle in una teoria di campo.

Le teorie libere, in cui V = 0, sono le pitt semplici da trattare e per
esse utilizziamo la quantizzazione canonica, che ci permette di descrivere il
sistema in termini di vuoto, ad esempio creiamo una particella di impulso
fissato come:

a(5)[0) = [7). (9.1.1)

Per le teorie interagenti, in cui V' non ¢ nullo, il tutto é leggermente piu
complicato poiché contengono termini in piil, altamente non banali, che pro-
vengono dalla presenza di V' e non permettono 1'utilizzo della quantizzazione
canonica. Per queste teorie, come vedremo, dovremo utilizzare gli integrali
di cammino. In queste teorie lo stato fondamentale non ¢é lo stato di vuoto

239
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|0), ma uno stato composito |2). Pero, a differenza di quanto succedeva con
la teoria libera, in cui agendo con a' sul vuoto creavamo uno stato di singola
particella con impulso fissato p, ora, matematicamente funziona uguale:

a(p) 1) = 17 (9.1.2)

ma sta volta lo stato |p) non & di singola particella, ma ¢ generalmente una
sovrapposizione di (infiniti) autostati dell’impulso, ossia una sovrapposizione
di molte particelle, i cui impulsi sommano a p.

Vista la difficolta delle teorie interagenti, ricorriamo a metodi perturba-
tivi proprio come facevamo in Meccanica Quantistica.

9.1.1 Propagatore per la teoria di campo interagente

Per costruire il propagatore nel caso interagente facciamo praticamente la
stessa cosa che abbiamo fatto per il caso libero.

Consideriamo un campo generico, che scriviamo con (5, ma che non ¢
per forza scalare. Prendiamo lo stato fondamentale |(2), introduciamo una
particella-test nel punto ¥ allistante ¢, (yY), la facciamo evolvere nel tempo
ed interagire con il sistema (causando l’eccitazione del sistema e turbandolo
anche in modo particolarmente complesso), al tempo t, (z°) quando la par-
ticella si trova in Z la rimuoviamo e per finire ci possiamo chiedere quale sia
I’ampiezza di probabilita che dopo aver fatto questo esperimento il sistema
sia rimasto nello stato di partenza |€2). Scriviamo il propagatore come:

G (2,y) = 0" — ") (2 (2)" (y) [2) - (9-1.3)

Naturalmente questa ampiezza di probabilita dipendera dai complica-
ti dettagli dell’interazione V. Ovviamente come abbiamo detto per il caso
libero dobbiamo considerare anche il contributo di antiparticella e conside-
rare dunque il prodotto T-ordinato. La definizione corretta, che considera
sia il contributo di particelle che di antiparticelle, e che va sotto il nome di
propagatore di Feynmann é:

G(z,y) = (2 To(x)d' (y) ) (9.1.4)
= 0(z" — ) (Q] d(2)' () |2) £ 0(y° — 2°) (2 &7 () () |
(9.1.5)

in cui il segno + sara per i bosoni e il — per i fermioni. Il segno T' é il
simbolo di ordinamento temporale (di Wick) e garantisce la causalita, ossia,
garantisce che particelle e antiparticelle siano prima create e poi distrutte,
ma mai il viceversa.

Infatti, ciascun termine del propagatore di Feynmann rappresenta uno
dei due contributi. Il primo vale per z° > 3" e rappresenta la creazione



9.1. Propagatore in Teoria Quantistica dei Campi 241

e la successiva distruzione di una particella, poiché <ZA>Jf o aleTiPr 4 pe—ip
e quindi agendo su |©2) crea una particella di stato [p) mentre b|Q2) = 0,
successivamente agiamo con gZA) su |p), ma essendo quS o aet P4 pTe~PT ayremo
la distruzione della particella, ma anche la creazione di un’antiparticella |p),
che pero chiudendo il panino con (2| da 0 essendo ortogonali.

Seguendo lo stesso ragionamente vediamo che nel caso 3° > z°, quindi
vedendo come agisce qASngAS sullo stato fondamentale, il propagatore corrispon-
de alla creazione e distruzione di un’antiparticella.

Spesso ci troveremo a lavorare con teorie che non coinvolgono solamente
2 particelle, ma molte, in generale n. Facciamo un attimo chiarezza sulla
notazione.

Quando lavoriamo con con una singola particella parliamo di single par-
ticle propagator oppure two point Green’s function e indichiamo:

G (z,y) = (AT(2)d' (y) |2) - (9.1.6)

Il numero due sta a significare che abbiamo una singola particella che viene
prima creata e poi annichilita, e due € la somma di "gambe" che entrano nel
sistema (la palla) e che escono. Possiamo anche avere pit punti (vertici) per
il nostro propagatore. Ad esempio se abbiamo:

G (1, 9, 13, 24) = (Q Th(21)d(w2) P! (23) B (24) |Q) (9.1.7)

parliamo di four point propagator, e se vediamo la figura 9.1 possiamo vedere
che corrisponde ad una situazione in cui 2 particelle entrano nella regione di
interazione e due escono.

Possiamo scrivere in generale I’ n-point propagator:

G (z1,29,. .., 2,) = (Q Td(x1)p(x2) ... ¢ (2,) Q). (9.1.8)

Figura 9.1: Raffigurazione propagatori ad n punti.
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9.2 Gell-Mann low theorem

Vediamo in questa sezione un teorema molto importante per determinare il
propagatore in una teoria interagente. In particolare vedremo come legare il
propagatore libero con quello interagente, in modo da poter effettivamente
fare i conti. Potrei aver dimenticato, molti, cappellini agli operatori, quindi
ricordiamo che le hamiltoniane e gli operatori di evoluzione temporale han-
no ruolo operatoriale. Il riferimento ¢é il capitolo §4.2 del Peskin e Schroeder
Physical law should have mathematical beauty.Peskin:1995ev.

Quando la teoria che studiamo & una teoria interagente, abbiamo visto
che il propagatore ¢ definito come valore di aspettazione sullo stato fonda-
mentale |2), ricorda la definizione (9.1.4), che non coincide con lo stato di
vuoto |0). Ricordiamo anche che: il propagatore che abbiamo visto ¢ la fun-
zione di Green a due punti G2, rappresenta 'ampiezza di probabilita che
una particella (eccitazione del campo) si propaghi da y* a x* dello spazio-
tempo e ci permette di studiare I’evoluzione spazio-temporale del sistema; e
che essendo |2) lo stato fondamentale, allora ¢ definito da:

HI|Q) = Ey |0). (9.2.1)

Il punto di questa sezione é che il propagatore, in teoria interagente, non
puo essere calcolato esattamente (come fatto per la teoria libera), ma solo in
modo approssimato utilizzando la teoria perturbativa. Per fare questo tipo
di conti dovremo avere un’hamiltoniana del tipo:

H = Hy+ H' (9.2.2)

con Hy hamiltoniana di teoria libera (non interagente), che sappiamo risol-
vere esattamente, e H' perturbazione che dev’essere piccola rispetto Hy e
breve nel tempo.

L’obiettivo che ci poniamo a questo punto ¢ quello di esprimere il propa-
gatore della teoria interagente:

(Q T[d(x)d(y)] [2) (9.2.3)

in funzione dello stato di vuoto |0) e dei campi é scritti in rappresentazione
di interazione, dunque che evolvono alla Heisenberg con Hy. E utile rivedere
I’Appendice I. Dobbiamo quindi:

1. Trovare la relazione che lega lo stato fondamentale |2) della teoria
interagente, con |0), lo stato di vuoto, nonché lo stato fondamentale
della teoria libera, quindi 'autostato di Hy corrispondente all’energia
pitl bassa dello spettro (E = 0).

2. Esprimere i campi ¢ in funzione dei corrispondenti operatori di campo
@7, scritti in rappresentazione di interazione.
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Cominciamo ad analizzare e a studiare il punto 2. Ricordando ’evolu-
zione temporale degli operatori in rappresentazione di interazione (quindi gli
operatori evolvono con Hy e li indichiamo con il pedice I') possiamo scrivere:

Bi(t, 7) = eot=10) (1, 7)1 Holt=to) (9.2.4)
che invertendola ci da:
Oto, @) = e 100Gy (1, @)ool (9.25)

in cui ¢(to, &) & Poperatore di campo ad un’istante ¢y fissato. Ovviamen-
te perd a noi non interessa il campo ¢(to,Z), bensi siamo interessati ad
un’espressione per il campo ¢(t, &), che possiamo ottenere facendo evolvere

¢(to, Z) da to fino t:

o(t, &) = M0 g(tg, F)e~ M1 (9.2.6)
— (iH(t—t0) e—iﬁo(t—to) ¢ 1(t, ) e—i—iﬁo(t—to) o—tH (t—t0) (9.2.7)

UI(‘f:to)
= U} (t,10)d1(t, D) Us (1, 1o) (9.2.8)

avendo definito 'operatore di evoluzione temporale nella rappresentazione di
interazione come:

Up(t, to) = etiflot—to) o—iH (t=to) (9.2.9)

L’espressione (9.2.8) ci permette di esprimere il campo (completo e gene-
rico) &(x“) in funzione di qBI, per il quale conosciamo 1’espressione in termini
di operatori di scala @ e a' (visto che evolve secondo Hy e quindi che sappiamo
diagonalizzare).

Siamo quindi riusciti ad ottenere il punto 2, ma parliamo un’attimo della
definizione dell’operatore di evoluzione temporale. Ovviamente la condizione
di unitarieta:

Us(to, to) = 1 (9.2.10)

é soddisfatta, ma anche ’evoluzione temporale € quella che ci si aspetta nella
rappresentazione di interazione, come si puo verificare facendo la derivata
temporale:

z'gtﬁl(t, to) = eHo(t=t0) (F — fg)e=iH(t=to) (9.2.11)
_ iHo(t—to) f p—iflo(t—to) v ,ifo(t—to) ,—~if (t—to) (9.2.12)
1
_ 6iﬁo(t—to)ﬁ/6—iﬁo(t—t0) X giHO(t—to)e—iﬁ(t—to) (9.2.13)
=H;(t) =Ug(t,to)
z'gtU[(t, to) = Hr(t)U;(t, to). (9.2.14)
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Notiamo anche che se H 1(t) fosse un numero e non un’operatore, oltretutto
dipendente dal tempo, allora la soluzione all’equazione differenziale (9.2.14)
sarebbe semplicemente:

A~ —1 t / /
Uyt t) = e oo 4 HIE) (9.2.15)

come ben sappiamo. Perd come abbiamo visto dobbiamo essere cauti vista
la natura operatoriale di H 1, infatti la notazione esponenziale di U 1(t,to)
é solamente simbolica e la utilizziamo per sottointendere che essa esprime
I'intero sviluppo in serie (che ha senso solo se H; ¢ piccolo e dunque se H’
lo ¢). Inoltre, la dipendenza dal tempo di H 7(t) non ¢ banale, il che ¢ il
motivo per cui possiamo dire che Hy(;) non commuta con H(ts), e nei ter-
mini dello sviluppo in serie (di ordine maggiore di 2) dobbiamo stare attenti
all’ordinamento dei prodotti. Nei propagatori, per rispettare la causalita,
abbiamo bisogno che i tempi siano ordinati da destra a sinistra in modo cre-
scente, motivo per cui modifichiamo leggeremente la definizione esponenziale

di U;(t,to) e scriviamo!:

Ur(t,to)) =T [exp{—i /t: dt’ ﬁf(t’)}] (9.2.16)

t
_ 1+(i)/ dty Hy(t1) + / dtl/ dty T[H (t) Hr(t2)]+
to to

2|

t
dtq

to

dtg dth H] tl)H](tQ)H](tg)]

to to

(9.2.17)

proprio grazie all’ordinamento temporale, che ci rende l'integrale simmetrico,

possiamo scrivere:
t t1 1 t t
/ dt, / dty =+ / dt, / dt (9.2.18)
to to 2 to to

come puoi vedere nella figura 9.2.
In questo modo abbiamo:

Ur(t,to) =T [exp{—i /tt dt’ ﬁj(t’)H (9.2.19)
=1+ (—i) /tt dty Hi(t) + (_2?2 /tt dty dts T[Hy(t2)Hi(t3)] +
’ ' (9.2.20)

Nota che nell’integrale che scrive il Peskin vale t1 > to > t3....
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Figura 9.2: Rappresentazione geometrica dal Rossetti, Rudimenti di Mec-
canica Quantistica, appendice 9.

che ¢ detto sviluppo di Dyson (sviluppo perturbativo).?

Concentriamoci ora sul punto 1 e quindi nel cercare una relazione tra |2)
e |0). Abbiamo gia detto che |0) & lo stato fondamentale dell’hamiltoniana
libera Hy, ossia l'autostato corrispondente all’energia minima, dunque a £ =

0, e per cui vale:
Hy|0) = 0. (9.2.22)

Chiamiamo {|n)} gli autostati di H (intesa come somma di parte libera e di
interazione), essi formano un set completo per cui vale:

> n)(n] =1. (9.2.23)
n
Lo stato |€2) ¢ lo stato fondamentale della teoria interagente, ¢ autostato di
H e corrisponde all’energia (minima della teoria interagente) Ey:
H|Q) =Ey|Q)  Ey=(QHIQ). (9.2.24)

Partiamo dallo stato |€2), che sara una sovrapposizione lineare di (infiniti)
autostati di Hy (e dell'impulso), uno dei quali sara |0). Dal momento che H'
& piccola,? lo stato |Q2) avra sicuramente un overlap con |0), e quindi siamo

2Nota che il termine H;, se ad esempio prendiamo A¢* come teoria interagente, non é
altro che:

. A -
H; = /d4x I¢(:c)4. (9.2.21)

3Nel caso in cui H' fosse grande, potremmo capitare in una situazione in cui il termine
di interazione ¢ dominante e lo stato fondamentale |2) & completamente diverso dallo stato
di vuoto |0).
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sereni nel dire che:

(0) # 0. (9.2.25)

Possiamo partire da |0), e farlo evolvere nel tempo con H ottenendo la serie:

—ZHT|0>—e—%HTZ|n (n|0) = Z e EnT |n) (n]0) (9.2.26)

— —ZHT|0 Ze_ZE" (n|0) |n) (9.2.27)

sfruttando proprio l'overlap tra |2) e |0), possiamo separare la serie nel suo
termine ad energia pitt basso, ovvero Ey corrispondente a [n =0) = [Q2), e
tutti gli altri:

e~ 0) = =BT ) (0[0) + 3 e ) (n]0) (92:28)
n#0

che possiamo notare, siccome Fy < F, Vn > 1, se mandiamo T" — oo, in una
direzione immaginaria generica, allora possiamo trascurare tutti i termini
con n # 0, diventando dominante Fy. Nota che non mandiamo 7" ad infinito
casualmente, ma lo facciamo con un piccolo tilt immaginario (andiamo ad
infinito in una direzione obliqua), che non ci fara divergere alcuni integrali.
Invertendo la relazione (9.2.28) troviamo:

Q= tim (e ) )_16—“” 0). (9.2.29)

T—o0(1—1€)

Pero, dal momento in cui stiamo facendo il limite per 7" molto grande, se lo
shiftassimo di una quantita tg finita, non altereremmo il risultato:

. 1 .
Q) = .- iiorélfie) (eﬂEo(Tm) (Q]0) ) ¢~ H(T+t0) |g) (9.2.30)
= i —iEo(T+to) _1H(t0 (=T)) —HHo(to
Teiér(rll—ie) (e (€210) ) - |O>
U](to,fT)
(9.2.31)
. -1 .
Q)= lim (e BT 0) (010) ) Ui (to, ~T) [0) (9.2.32)

in cui nel passaggio (9.2.31) abbiamo aggiunto ’esponenziale eTiHo(to—(=T))
in modo lecito, poiché tanto eT*H0(to=(=1) |0) ~ 1|0) nel limite di grandi T
visto che Hy \O> |0). Nota anche che avevamo definito U; con gli esponen-
ziali scambiati, ma siamo tranquilli nel dire che [H, Hy] = 0 poiché stiamo
nel limite 7' — oo e quindi con le interazioni trascurabili (in H; dunque c’¢
praticamente solo Hp).

L’equazione (9.2.32) ci dice che possiamo ottenere [€2) semplicemente
evolvendo lo stato di vuoto |0) da un tempo —7' molto grande, fino al
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tempo to (finito) tramite 'operatore di evoluzione temporale U 1(to,—T) e
normalizzando con un certo fattore. In modo analogo possiamo scrivere:

@ = tim (0] 0(T 1g) (e E) (0] )*1 (9.2.33)

T—o00(1—1€)

facendo attenzione al fatto che in questo caso l’evoluzione porta |0) da g a
T (quindi fare attenzione ai segni del tempo).

Possiamo finalmente mettere insieme tutti e due 1 risultati ottenuti e
scrivere il propagatore:

(@ d@)d) ) = tim (|0l 2e ) T x

T—o0(1—i€)

X (0] 0T t0) [01(2°. 10)] ()0 (2. 10) x
X [Uf(yo,to)}Téf(y)ﬁz(yo,to)ﬁ(to,—T) 0) (9.2.34)

Q) d(z)d(y) Q) = T%iir(rll_ig) <| (0]€2) |2@—iE02T)*1 y

~ ~

x (0| UH(T,2%)r ()T (2°,y°) 1 (v)Ur(y°, =T) 0) .
(9.2.35)

Il fattore di normalizzazione si puo riscrivere, sfruttando il fatto che gli au-
tostati di H (e |©2) in particolare) sono ortonormali (usa ’equazione (9.2.32)
insieme a (9.2.33)):

1= (210 = (| ©0l) |2e—iE02T)*1 (O|TU(T, )T (to, ~T)[0)  (9.2.36)

ricaviamo essere:

(101 Pe=2r) " =

- ! : (9.2.37)
(OIU(T, to)U (to, —T) |0)

Possiamo quindi scrivere (9.2.35) come:

Qoo | =t TG @OE Y6 w) 01, ~T) 0

T—o00(1ic) (0 U(T,-T)10)

(9.2.38)
in cui possiamo notare che i campi in ambo i membri sono temporalmente
ordinati, rispettando l'assunzione 3° < z°. Per generalizzare a qualsiasi
2° ed y° possiamo considerare il prodotto temporalmente ordinato (quindi

includere il contributo 20 > 9°) e scrivere:

. 1T [Bi()di(y) e O] o)
QATBEIWI =, i = RETE T

(9.2.39)
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che va sotto il nome di Gell-Mann Low theorem o reduction formula.

Il teorema (9.2.39) pud anche essere riscritto in modo elegante utilizzan-
do la matrice di scattering S. La matrice S viene fuori quando studiamo
delle ampiezze di scattering di un dato processo. Il modo solito di procedere,
come impareremo nel corso di Fondamenti di Teoria Quantistica dei Campi,
é quello di considerare il limite adiabatico del processo, ossia: quando sia-
mo in presenza di un’hamiltoniana del tipo (9.2.2) cosideriamo i due stati
iniziale e finale dello scattering talmente lontani nel tempo che non vedono
I'interazione e che sono governati solo da Hy (motivo per cui non evolvono
nel tempo):

)™ = |pipa)iy (9.2.40)
[hont ™ = 10162) o (9.2.41)

in cui (9.2.40) sono gli autostati di Hy a ¢ = —oo e (9.2.41) gli autostati
a t = +o0o. Possiamo a questo punto definire 'ampiezza di scattering del
Processo come:

A= 20" (g1, g0 S Ipipa)iy™ ™ (9.2.42)
in cui consideriamo gli stati iniziali e finali molto lontani dall’interazione,
quindi liberi, e mettiamo tutta 'informazione sull’hamiltoniana del mondo
reale H in S. Dunque, S gioca il ruolo di un operatore di evoluzione tempo-
rale (poiché contiene l'informazione dell’interazione) e ci dice come evolve il
sistema da un certo stato in in uno out.

Il legame tra S e Poperatore U lo si puod vedere facilmente sfruttando
I’equivalenza delle diverse rappresentazioni:

non int

A= nonint (g1 g0l S |p1p2

= ;)euzfl world <¢| S ‘w>real world

>non int

( )

( )

= O ortd (1) el world ( )
= (¢1(0)|41(0)) (9.2.46)
= (¢1(+00)| Ur(+00,0)Ur (0, —00) [th1(—00)) ( )
= <¢I(+OO)’ 01( , —00) [¢p1(—00)) ( )
( )

= real world <d)| (—l—OO OO) |¢>real world

dunque abbiamo:
S =U(t,—t) , cont— 400 (9.2.50)

ossia, S & I'operatore di evoluzione temporale, nella rappresentazione di in-
terazione, che lega gli istanti t = —o0 e t = +00.
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Nel teorema di Gell-Mann-Low possiamo quindi inserire:
A~ +T A~
$= lim T[exp{—i/ dt H,(t)}} (9.2.51)
T—o00(1—1€) _T
con cui assume la forma:

(0 T(d1(x)$1(y)S] [0)

(QT[e(x)(y)] 1) = (0] S 10)

(9.2.52)

Nota che possiamo spostare a piacimento gli operatori sia perché c’é
il prodotto T-ordinato che ci garantisce comunque la causalita, ma anche
perché siamo nel limite di T grande e il termine di hamiltoniana dominante
¢ Hy.

9.3 Teorema di Wick

Vediamo ora uno dei teoremi fondamentali che ci permettono di fare effet-
tivamente i calcoli e di arrivare ai diagrammi di Feynmann (vedi il corso di
Fondamenti o il file di Complementi). Lo vedremo meglio in seguito, ma
dal momento che gli stati iniziali e finali di un processo di scattering, nella
rappresentazione di interazione e nel limite adiabatico, sono autostati di Hy,
possono essere costruiti agendo con gli operatori di creazione e distruzio-
ne sullo stato di vuoto |0). Allora, per calcolare le ampiezze di scattering
non int ()R ¢ aspettiamo di dover calcolare, in generale, oggetti del
tipo:

(0| T[ABC ... Z]|0) (9.3.1)

che non sono altro che gli oggetti che compaiono nell’espressione del teorema
di Gell-Mann Low (9.2.39); dobbiamo calcolare oggetti che sono valori di
aspettazione sul vuoto del prodotto temporalmente ordinato di una catena
di n operatori (ABC’Z), che non saranno altro che operatori @ e af,
contenuti all’interno dei campi liberi ¢. Siamo certi di questo poiché in Se
contenuta linterazione H I, che ¢ data dal prodotto di campi, che possiamo
individuare dai diagrammi di Feynmann.

Conti tipo (9.3.1) per un numero n = 2 di campi si riducono ad un
propagatore di Feynmann, nel caso n > 2 sono estremamente complicati, ma
il teorema di Wick ci viene in aiuto mettendo in relazione il VEV (vacuum
expectation value) del prodotto T-ordinato con quello del prodotto normal
ordered, il quale & pitt semplice da trattare in quanto é sempre nullo.*

Prima di enunciare il teorema dobbiamo capire di cosa si occupa e che
oggetti utilizza. Per prima cosa rendiamoci conto che possiamo espandere

4Ricorda che l’ordinamento normale pone gli operatori di annichilazione a destra e
gli operatori di creazione a sinistra, e quindi questo VEV ¢ identicamente zero poiché
a0y = 0.
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un qualsiasi operatore di campo nella sua parte di creazione e di distruzione:

or(x) = 97 (x) +&f (&), 4710)=0 (0[¢f =0 (9.3.2)
in cui:
A A3k

n 4’k ikx

(x)= | —mm—=——=—0are" 9.34
Il teorema di Wick utilizza delle quantita che chiamiamo contrazioni,

per capire cosa sono facciamo un esempio. D’ora in avanti facciamo cadere

I'indice I di interazione per semplicita. Prendiamo due operatori di campo

e facciamone il prodotto:

H2)dly) = (6% @) + 67 (@) (67 () + 6~ ()) (9.35)

)+
= ¢t (z)o" ( )+ ¢ ()0 (y) + T (2)d (y) + ¢ (2)d " (y)
(9.3.6)

e possiamo anche calcolare il prodotto normal-oredered dei due operatori:

Nip(@)o(y)] = ¢" ()¢ (y) + 0" ()9~ (2) + 67 (2)¢™ (y) + ¢~ (2)¢™ (1)
(9.3.7)
Possiamo facilmente notare che I'unica differenza tra (9.3.6) e (9.3.7) ¢ solo
I'ordine degli ultimi due operatori nella somma, per questo motivo la loro
differenza da:

O2)dly) — NIo(@)o(w)] = [6~(2), 6+(w)]. (93.8)

Pero, presi due campi d;(x) e gZA)(y), noi possiamo sempre scriverci il loro
prodotto T-ordinato:

v [6@0m) >y
T[¢(z)9(y)] {q@(y)é(x) <y (9.3.9)
e possiamo notare la quantita:
N N (). ot 20> 4,0
T[¢<x>¢<y>]—N[¢<x>¢<y>]={E_Ey};gﬁ WY W

Il punto del discorso ¢ che il valore di aspettazione sul vuoto di (9.3.10) si
riduce semplicemente al valore di aspettazione del prodotto T-ordinato, visto
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che il VEV di un prodotto normal-ordered é nullo, dunque, possiamo scrivere
in modo del tutto generale (e soprattutto giustificato):

(0] (T[0(@)d ()] — N1d(2)d(y)]) 10) = (0] TId(x)d(y)] |0)

_ {<0| 6@t WII0) a0 >y
O 16~ @), 6+ @] J0)  2® <.

Possiamo definire, in modo generico, la quantita (9.3.10) come una con-

(9.3.11)

trazione, che indichiamo con:

[ —

$(2)d(y) = To(x)d(y)] — Nld(«)o(y)] (9.3.12)

che & semplicemente un numero (in realta un c-numero), dal momento che con
la relazione (9.3.10) abbiamo visto essere semplicemente un commutatore,
che avendo a che fare solo con operatori di creazione e distruzione ¢ al pit
una § di Kroneker®. Possiamo scrivere (dal momento che il VEV del prodotto
N-ordinato ¢ nullo):

. 1

$(2)d(y) = d(x)d(y) (010) = (0] (x)o(y) |0) = (0| T[d(2)d(y)] I(é> 313)
9.3.13

Utilizzando la relazione (9.3.12) possiamo scrivere:
T3()d0)] = Np2)dw)] + )i ) (9:8.14)
= N[$(2)d(y) + d(x)o(y)] (9.3.15)

che & una versione a due operatori del teorema di Wick. Possiamo enunciare:

Teorema 2 (di Wick). Vale, per una generica stringa di operatori, la
relazione:

T(h(x1)p(x2)P(w3) . .- P(an)] = N[¢($1)¢(x2)¢3($3) - O(zn)+
tutte le possibili ]

 contrazions di D(x1)d(x2)D(x3) . .. Plan))
(9.3.16)

Dimostriamo (puoi vedere anche le note di Fondamenti) per induzione il
teorema di Wick nel caso generico di n campi. Supponiamo che il teorema di

® Abbiamo a che fare solo con @ e a' (o quelli di antiparticella) perché in una teoria libera
abbiamo ¢ solo in funzione di essi, ma anche in una interagente quando facciamo il limite
adiabatico (andiamo a istanti di tempo molto distanti dalla regione di interazione) siamo
comunque in presenza di campi non interagenti, quindi solo con operatori di creazione e
distruzione.
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Wick valga per n campi e dimostriamo che valga per n+ 1, con n arbitrario.
Supponiamo 9 ; < n Vi e scriviamo per questo:

Tl(z1) ... d(xn+1)] = T[o(@1) ... d(xn)] S(znsr) (9.3.17)
= N[p(z1) ... d(zn)] d(zni1)+

+ ) 0] T [¢(a1)b(x2)] [0) - N [b(x3) ... ()] - (1)

perm

(9.3.18)

fin’ora abbiamo lasciato ¢(x,,41) fuori dai prodotti N-ordinati, ma vogliamo
operare in modo da portarlo all’interno. Scriviamo (9.3.2) sempre con (9.3.3)
e (9.3.4). Un prodotto N-ordinato avra sempre i campi di tipo ¢~ a destra
ei¢" a sinistra:

N{p(x1)... o) =D [ [ " (@i)o~ (x;) (9.3.19)

ABicAjeB

dove A e B rappresentano le partizioni dell’insieme di 1,2,...,n elementi.
Con questa notazione possiamo scrivere:

N¢@1) ... ¢@n)] d@nr) = | DT T] 6" @)o™ @) | (8" (@ni1) + ¢ (20 + 1))
A,BicAjEB
(9.3.20)
in cui ¢~ (x,+1) € gid nella posizione corretta per essere portato all’interno
del prodotto N-odrinato, ma ¢*(z,41) deve migrare verso sinistra. Ogni
volta che ¢+ viene commutato con uno dei campi ¢~ genera un termine
aggiuntivo dovuto al commutatore [¢~,¢T], che ¢ la contrazione definita
sopra, la quale & un c-numero.
Ad esempio vediamo:

¢— ($)¢+ (y) — / d3k dgk, dk &T 6—ik:c e+ik’x (9 3 21)
(27T)3 (4wkwk/)1/2 \,ﬁ e
al ap+03(k—k')

dsk d3k/ "T ~ —ik _,’_k/
— / (27T)3 (4w1€w’€,)1/2 a/k/a:ke ? xe 1 :L‘+

d3k A3k 3 N ko ik
+/ (27)3 (dwpwp ) /2 (k—k)e " e (9.3.22)

= ¢"(y)¢™ (z) + ¢ — numero. (9.3.23)
Se ora prendiamo il valore di aspettzione sul vuoto:

(016~ (2)¢™ () 10) = (0] 6" ()¢~ («) |0) +¢ — numero (0[0) ~ (9.3.24)

-~

=0
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combinando le ultime due relazioni otteniamo:

¢~ (2)0" (y) = " (y)o~ (2) + (0 ¢~ (x)6" (y) |0) (9-3.25)
ossia che ad ogni permutazione del campo ¢* (z,,41) con un campo ¢~ (z;)
si genera un termine (0| ¢~ ()¢ ™ (z5+1) |0).
Tornando alla nostra espressione di partenza abbiamo:

Np(z1) ... d(an)] dnrr) = > [T TI (¢+<xi>¢— ()¢~ <xn+1>)+
A,Bi€AjeB
S TTTT (67 @aé™ (@nrn)om () +
A,BicAjeB
+> I @7 (@) (016~ (z)¢™ (wns1) [0)
k€B j e B
J#k
(9.3.26)
in questa espressione i primi due termini del secondo membro provengono dal
corretto riposizionamento di ¢ (x,11) allinterno del prodotto N-odinato, e
ricostruiscono N [¢(z1)d(22) ... d(zn41)]. Il terzo addendo rappresenta la
somma di tutti i contributi ottenuti nello scambio di posizione di ¢™ (z;,41)
con gli operatori ¢~ (z,) necessari per far migrare ¢+ (x,.1) sulla sinistra.
Tali termini sono tutte le possibili contrazioni dei campi ¢(z1)p(x2) . .. P(xy)
a due a due, in tutti i modi possibili.
Dunque, il teorema di Wick, ora generalizzato ad un numero arbitrario
di operatori di campo, si puo scrivere come (9.3.16).

Nota. Dalla relazione (9.3.16) vediamo che se facciamo il valore di aspet-
tazione sul vuoto del prodotto T-ordinato, allora sopravvivono solo i termi-
ni con tutti i campo contratti (in tutti i modi possibili), poiché altrimenti
avremmo i valori di aspettazione di una cosa tipo:

N[$1620304] = ¢102 N[d304] (9.3.27)
e come sappiamo il valore di aspettazione di un prodotto normal-oredered da

zero. Conseguenza di cio € che sono non nulli solamente i VEV dei prodotti
T-ordinati di un numero pari di operatori.

Proviamo a vedere ’applicazione del teorema di Wick per 4 campi, in cui
per brevita scriviamo ¢(z;) = ¢;:
T[ABCD] = N[$1620304] + N[61020304] + N[1020304] + N [1920304]+
[ — | — [ — [ — ﬁ
+ N[p1020304] + N[p1620304] + N[p1020304] + N[p1d2¢304]+
—F=— —F =]

+ N[p1620364] + N|b1¢adada] (9.3.28)
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1 2 1 2 1 2
(0| T{p1p2¢304} |0) = + + //
3 4 3 4 3 4

Figura 9.3

calcoliamo il valore di aspettazione sul vuoto:

—
(0| T1hah3ha] |0) = (0] N1 dagpsda] |0) +
— = —

+ (0] N[¢1dadb3ha] 0) + (O] N[y dacbscha] [0) (9.3.29)
utilizzando la definizione di contrazione (9.3.12):

—
(0] T[<Z>1<52¢33GE4] 0) = (0] T[¢31¢32<53¢34] 0) +
—= —

+ (0] T (120304 |0) + (0] T[hrdpacbzha] [0)  (9.3.30)

che possiamo anche riscrivere, utilizzando il teorema di Wick, come:

(0] T[91620304] [0) = (0| T[p162] |0) (0] T'[p304] |0) +
+ (0] T[b163] [0) (O] T[d264] [0) + (0] T[d16a] [0) (O] T (23] [0) . (9.3.31)

che, ricordando le definizioni di propagatore di Feynmann per campo scalare
(8.2.33), diventa:

(O] T[(21)d(wa)d(x3)P(4)] [0) = Ap (w1 — w2) Ap (23 — 24)+
+ AF(Scl — Ig)AF(xg — fL‘4) + AF(LE‘l — fL‘4)AF(SU2 — :Eg) (9332)

in cui vediamo bene che tutto il formalismo che stiamo analizzando tramite
il teorema costruisce in automatico un qualcosa di quantistico, poiché dando
come risultati dei propagatori, ci sta semplicemente dicendo che il nostro si-
stema si propaga in tutti i modi possibili, essendo una combinazione lineare
di tutti i possibili propagatori.

All’oggetto visto in quest’ultimo esempio possiamo dare una rappresen-
tazione grafica, tramite i diagrammi di Feynmann, come in figura 9.3. Vedrai
meglio questa cosa nel corso di Fondamenti di Teoria Quantistica dei Campi.



Capitolo 10

Teorie di gauge ed
Elettromagnetismo

In questo capitolo vedremo come formulare ’elettrodinamica quantistica,
ripassando le equazioni di Maxwell, passando per le teorie di gauge, tratte-
remo la teoria elettromagnetica massiva e massless quantizzando anch’esse,
come fatto per i campi scalari e spinoriali e finiremo il capitolo trovando il
propagatore per il campo fotonico. I riferimenti per questo capitolo sono il
capitolo §4 del Peskin e Schroeder Physical law should have mathematical
beauty.Peskin:1995ev, i capitoli §13, 14 del Lancaster e Blundell Physical
law should have mathematical beauty.Lancaster:2014pza sono stati seguiti
durante le lezioni in aula, ma anche il capitolo §7 del Schwichtenberg Physi-
cal law should have mathematical beauty.symmetry ¢ un riferimento molto
valido.

10.1 Le equazioni di Maxwell

Richiamiamo brevemente le equazioni di Maxwell, che sono le equazioni clas-
siche che descrivono il campo A, ossia un campo vettoriale (spin 1) a massa
nulla. Le equazioni sono:

V-E=p (10.1.1)

- -~ OE -

VxB-"2= 10.1.2
X 5 =/ ( )

V-B=0 (10.1.3)

. . OB

in cui E e B sono campo elettrico e magnetico, che sono due trivettori che
descrivono il campo elettromagnetico in termini di 6 gradi di liberta (3 com-
ponenti ciascuno). Come ben sappiamo le equazioni di Maxwell ci dicono: la

255
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quantita p, che compare in (10.1.1), ¢ la sorgente del campo elettrico, ossia
la densita di carica elettrica; la quantita j é la corrente elettrica e I’equazione
(10.1.2) rappresenta il flusso di cariche; ’equazione (10.1.3) ci dice che non
ci sono sorgenti di campo magnetico e 'equazione (10.1.4) ci dice che non
esiste una corrente magnetica. In EM classico abbiamo anche visto che la
corrente elettrica rispetta 1’equzione di continuita:

P iv.j=0. (10.1.5)

Pero con il corso di Fisica3 e la Relativita Speciale sappiamo che grazie al
fatto che il rotore del gradiente e la divergenza del rotore sono nulle entrambe,
allora possiamo scrivere I'EM in modo covariante e sostituire a E e¢ B (6
componenti indipendenti) le 4 componenti di un quadrivettore! A* = (A°, /T)
tale per cui:

E=-VA"- = — FE'=-9'A"-9A" (10.1.6)
B=VxA — B =74, (10.1.7)
(10.1.8)

quindi si ha A* = (A°, /f) = (o, ff), con ¢ potenziale scalare e A potenziale
vettore. Facendo questo scriviamo appunto ’elettromagnetismo in una forma
covariante utilizzando le quantita:

A= (A% A) = (p,]) (10.1.9)
e per cui abbiamo ’equazione di continuitéa:
Ouj" =0 (10.1.10)
e le equazioni di Maxwell non omogenee (10.1.1) e (10.1.4) diventano:
O FH = jv (10.1.11)
in cui definiamo il tensore elettromagnetico:
Fu = 0,4, — 0,4, (10.1.12)

che assume la forma:

0 —-p' —E?> —FE3
E' 0 —-B3 4+B?
E? B3 0 -B!
E?} —-B? B! 0

FH = (10.1.13)

!Dal punto di vista di Lorentz esso ¢ un vettore.
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Il tensore (10.1.12) ¢ un tensore di rango 2, per cui sotto trasformazioni di
Lorentz si trasforma come:

P — AP NG FOP (10.1.14)

secondo la rappresentazine (1,0) @ (1,0) del gruppo di Lorentz, in quanto
FH* ¢ antisimmetrico. Possiamo anche notare 'identita:

eMPo0,[0pAs — 0sAp] =0 = Oy[eMP7F,s) =0 (10.1.15)
che ci permette di definire il tensore duale:
. 1
= ieﬁ“’pana (10.1.16)

rappresentato come:
0 —-B' -B? -B?
B! 0 E3 —E?

P — PR s B B — —F) =
F F¥(E — B;B — —E) B2 _p 0 Bl (10.1.17)
B> E?> —E' 0
il quale ci permette di scrivere:
O F" =0 (10.1.18)

che ¢ equivalente a scrivere le equazioni di Maxwell omogenee (10.1.3) e
(10.1.4).

Ovviamente il processo descritto nel capitolo §4 vale anche per 'elettro-
magnetismo. Possiamo scrivere la lagrangiana:
1 1 - .,
L= F"Fu = 5(E2 - B?) (10.1.19)
e applicare le equazioni di Eulero-Lagrange:

oL oL

- =0. 10.1.2
O 30,47 ~ oA (10.1.20)
In questo caso abbiamo:
oL oL
e anche (ricordando I'antisimmetria del tensore):
oL 0L 0OFup
= 10.1.22
a(auAV) 8Faﬁ 8(8,“4”) ( 0 )
1 0(0aAs — 05Aa)
= —_F°F 10.1.2
> D0, A,) (10.1.23)
1 (67 v v
= —>Ff (5555 - 6‘55a) (10.1.24)
1 1
— __FH 4 VR
2F + 2F (10.1.25)

= M. (10.1.26)
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Dunque 'equazione di Eulero-Lagrange diventa:
O F" =0 (10.1.27)

cioé le equazioni di Maxwell nel vuoto (10.1.1) e (10.1.2).

Notiamo ancora una piccola cosa. Le equazioni di Maxwell non descrivo-
no campi di materia, bensi campi mass-less, che sono quelli che chiamiamo
AP per questo motivo le sorgenti sono "aggiunte" a mano dall’esterno e
non sono contenute nella teoria per costruzione. Aggiungiamo le cariche
all’elettromagnetismo solo nel momento in cui alla lagrangiana (10.1.19) ag-
giungiamo un termine che descriva delle particelle cariche, scalari o di Dirac
che siano.

Inoltre, utilizzando il teorema di Noether possiamo calcolare il tensore
energia-impulso:

oL
T, = ————0,A* — Lg", 10.1.28
9(0,A5) 7 ( )

1
= —F"0,A\ + 19" Fpr 7. (10.1.29)

Vediamo bene che non ¢é un tensore simmetrico (scambiando gli indici v, A il
primo termine non ¢ simmetrico), come dovrebbe, e questo implica che non
c’¢ un momento angolare conservato. Inoltre non € gauge invariante poiché
non ¢ scritto in termini del solo campo F* (vedi la prossima sezione per
vedere cosa vuol dire).

Pero, il tensore energia-impulso non ¢ una quantita misurabile (osser-
vabile) e possiamo modificarlo con un termine aggiuntivo (corrisponde in
Meccanica Analitica a fare una trasformazione canonica):

T, — TH,+0\(F*A,) (10.1.30)
=TH, +( O™ A, + FP0\A, (10.1.31)
N——

=0 per Maxwell
1
=F1Fyp + 10", FprF" (10.1.32)

e questo nuovo tensore, cosi definito, ¢ simmetrico, invariante di Lorentz e
invariante di gauge.
Inoltre, le cariche conservate associate al tensore energia-impulso sono:

1 o =
7% = 5(E2 + B?) (10.1.33)
T% = (E x B)' (10.1.34)

dove: (10.1.33) ¢ la densita di energia totale del sistema (dunque sara 1’ha-
miltoniana), associata al campo, e (10.1.34) ¢ il vettore di Pointing, a cui &
legato il trasporto di energia.
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10.2 Teorie di Gauge

Vediamo in questa sezione che cosa si intende con gauge, che cosa sono le
trasformazioni di Gauge e come esse entrino in gioco nella nostra teoria del-
I’Elettromagnetismo.

La lagrangiana del campo elettromagnetico (disaccoppiata dalle sorgenti)
abbiamo detto essere:

1
L= F"E,. (10.2.1)

Possiamo notare che la teoria é invariante per trasformazioni locali del tipo:

A0 A0 ox
{ —A e AP — AP 4 OFy (10.2.2)

A— A-Vyx
dunque il quadripotenziale A* é definito a meno del quadri-gradiente di una
funzione scalare x(z) arbitraria. Infatti vediamo:

F o 9M(AY + 0YX) — 0V (AP + O'y) (10.2.3)
— (OF AV _ GV A LY~ _ GV GH

(047 — 0" Al) 4+ 00" x = 90 X (10.2.4)

= FM, (10.2.5)

Trasformazioni di questo tipo, ossia che permettono il passaggio nella no-
stra teoria di campo tra diverse configurazioni dei campi che diano le stesse
osservabili fisiche, si chiamano trasformazioni di gauge e l'invarianza as-
sociata si chiama invarianza di gauge. Ovviamente, non esiste una singola
trasformazione di gauge possibile per i campi, ma diverse, e noi ne possai-
mo scegliere una specifica, che ci risultare comoda in determinate situazioni;
questo si chiama gauge fizing. Notiamo la cosa importante che I'invarianza
di gauge non é una simmetria del sistema, quindi le particelle non si portano
dietro un’etichetta "gauge" che ci permette di trasformarle, ma l'invarianza
é semplicemente data dal fatto che non siamo in grado di dare un’unica de-
scrizione del sistema. Siamo tranquilli nel dire che non sono simmetrie del
sistema poiché non comportano quantita conservate nel senso del teorema di
Noether. Possiamo fare un semplice scema di quello che abbiamo detto:

Simmetria Trasformazioni Gauge
di gauge di gauge fixing.

Ad esempio: nella teoria elettrica classica avevamo il potenziale elettrico
V' definito a meno di una costante, che fissavamo, ossia sceglievamo un certo
gauge, in modo che il potenziale all’infinito fosse nullo; in Meccanica Quanti-
stica potevamo scegliere quale fosse lo zero delle fasi che mettavamo davanti
le funzioni d’onda, e questa scelta (di gauge) non importava perché tanto
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sapevamo che le osservabili erano invarianti per trasformazioni di fase; ora
in Elettromagnetismo abbiamo appena visto che il quadripotenziale é defini-
to a meno di un quadri-gradiente di una funzione scalare, dunque possiamo
scegliere un particolare gauge, quindi una particolare y, che ci modifica la
forma di A* senza cambiare la Fisica.

Pero, dobbiamo stare attenti alle differenze di trasformazioni di gauge
locali e globali. Infatti, i tre esempi che abbiamo visto, in realta sono del-
le invarianze di gauge diverse. Possiamo ragionare sul fatto se le specifiche
scelte che facciamo influenzino solo il nostro laboratorio (locali) o se invece
I'intero universo (globali). Se noi scegliamo lo zero del potenziale elettrico
in uno specifico punto del globo, esso sicuramente non cambiera se noi ci
mettiamo a viaggiare e cambiamo pianeta, tanto fissato il riferimento quello
¢ invariante nello spazio. Invece, quando noi scegliamo una specifica forma
di A#(z) lo facciamo tramite una funzione scalare y(z) che varia di pun-
to in punto. Detto questo, chiamiamo trasformazioni di gauge globali
trasformazioni del tipo:

Y(x) — Y (x) =Y(x) (10.2.6)

con « indipendente da x. Queste trasformazioni, oltre a notare che questa in
particolare ¢ una trasformazione del gruppo U(1), deformano il campo nello
stesso modo in tutti i punti dello spaziotempo. Teorie di campo scalari e
spinoriali sono invarianti per trasformazioni di gauge globali.

Allo stesso tempo chiamiamo trasformazioni di gauge locali trasfor-
mazioni del tipo:

Blo) — () = @ p(a) (10.2.7)

in cui ora « dipende da x. Per queste trasformazioni il campo ¢é trasformato
in modo diverso in ogni punto dello spaziotempo. Nessuna teoria di campo &
invariante per queste trasformazioni (considerate singolarmente). Vedremo
tra poco che per avere una teoria di gauge invariante per trasformazioni locali
dobbiamo combinare un campo di materia insieme ad un’altro campo, che
chiamiamo di gauge.

Possiamo verificare brevemente che non abbiamo teorie di campo inva-
rianti per trasformazioni locali. Infatti, abbiamo visto la lagrangiana del
campo elettromagnetico libero (10.2.1), per rendere le cose interessanti dob-
biamo accoppiare il campo A* con le cariche, di Dirac o scalari che siano, e
lo possiamo fare aggiungendo termini di massa o cinetici ad £. Ci rendiamo
subito conto che se facciamo una trasformazione di gauge locale, tipo una
trasformazione di fase locale (10.2.7), i termini di massa, del tipo myn) o
me' ¢, sono invarianti di gauge poiché le fasi si cancellano, anche se o dipen-
de da z. Cosi non é per i termini che contengono derivate (in questo conto
intendiamo un campo scalare, in cui abbiamo le derivate sia di ¢ che di 9T,
ma nota che il caso spinoriale & analogo, ma senza le derivate di ¢ che non
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compaiono nella lagrangiana), che non sono mai invarianti, infatti:

Out(x)  — Ou(v(x)e ™) (10.2.8)
= @9, 1p(x) + [i0,a(x)]e @y (x) (10.2.9)
= @9, 4+ id,a ()] () (10.2.10)
otz — e @9, —id,a(x)|pl(2) (10.2.11)

per cui il termine cinetico diventa:

0 (") — (0" )t () + (0" (Bue)y + (0")(Dua)iply)
(10.2.12)

che ¢é chiaramente diverso da 8#1/1178“1/). Per questo motivo diciamo che tra
le teorie che abbiamo studiato fin’ora nessuna teoria € invariante per trasfor-
mazioni di gauge locali.

Ricorda che stiamo ancora parlando in senso generale, tra un attimo
vedremo come I’EM centri in tutto questo. Abbiamo detto che quando fac-
ciamo trasformazioni di gauge locali, senza ancora aver fatto un gauge fixing,
abbiamo simmetria della lagrangiana, ma solo se essa € nella sua forma di
teoria libera, ossia (10.2.1); quando accoppiamo il campo elettromagnetico
(nel nostro caso, ma in realta ¢ valido in generale quando accoppiamo il
campo associato alla £ libera in esame) aggiungendo termini di massa la
situazione non cambia, ma aggiungendo termini cinetici, quindi termini con
derivate, abbiamo visto (vedi la relazione (10.2.12)) che l'invarianza di gauge
di £ si rompe. Facciamo un esempio concreto, prendiamo la lagrangiana di
Dirac, facciamo una trsformazione di fase locale sul campo :

Yx) —  P(x) = @y(x) (10.2.13)
e ci chiediamo come trasformi Lp:
V(YO —m)yp  — e"‘““%[z‘v"(fﬁw)ew) + iy (i0,0) e’ ) — mwei"“‘)]
=(iy" 0y — m)Y — (Fua)hy"y (10.2.14)

chiaramente vediamo che L£p non ¢é invariante, ma c’é un pezzetto in piu,
dipendente da quella funzione scalare a(z), che da fastidio. Pero, possia-
mo creare una teoria invariante per trasformazioni locali sfruttando bene la
simmetria di gauge di un altro campo. Infatti, sappiamo bene che il campo
vettoriale A* ¢ invariante per trasformazioni del tipo:

AP s AR 4 Oy (2) (10.2.15)

e sfruttando bene questa invarianza, e dunque scegliendo opportunamente
X, possiamo rendere una teoria, che comprenda sia i campi 1 che i campi
AF | invariante per trasformazioni di gauge locali.
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Infatti, in generale non é gratis assicurarsi 'invarianza di gauge per tra-
sformazioni locali, ma sarda una condizione valida solo se ammettiamo la
presenza di un altro campo oltre ai campi di materia (¢ o 1) che ci piace
tanto usare (nelle teorie di Klein-Gordon o di Dirac). Dobbiamo quindi ag-
giungere alla teoria il campo di radiazione (A*), che entra a far parte della
lagrangiana e quindi si accoppia (interagird) con i campi ¢ o .

Pero dobbiamo capire come possiamo inserire un campo ausiliario A*,
vettoriale, che si trasformi contestualmente, e simultaneamente, a 1 in mo-
do da cancellare opportunamente il termine in piu in (10.2.14). Notiamo
che il termine che vogliamo rimuovere ¢ proporzionale a d,c(x). Possiamo
prendere la trasformazione di gauge:

/ — pta(r)
6@ ) = ) 0.6
AF(x) —  AM(z) = A¥(x) — 20ua ()
e in questo modo ridefiniamo:
L =iy, —m — gy* AL ) (10.2.17)
= (iy"D,, — m)y (10.2.18)
in cui abbiamo definito:
D, =0, +iqAu(x) (10.2.19)

che chiamiamo derivata covariante, dopo aver messo un termine:

‘Cgauge = QJ’Y“AM"L/J (10.2.20)

in cui compare una v* poiché ci serve che la lagrangiana sia invariante di
Lorentz. E semplice vedere che per la trasformazione (10.2.16) si trasforma
come:

= a(ETw) 7 (4, - Lo0@) (i)
(10.2.21)
:qi(x)’y“A,ﬂ/J - @(m)’y“@ua(:c)w. (10.2.22)
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I facile verificare che (10.2.18) & invariante per (10.2.16):
@(W“Du -m)y  — El(i’YuD/u —m)y’ (10.2.23)
= e P (iyh, — gyt Al — m)e' P (10.2.24)
= e_io‘ﬂ(—’y“cf)uoz — gyt A, - m)e'ap+ (10.2.25)

+ e_ia@(iv"em@ud))

= e P(—"Oua — gV Ay + 00— (10.2.26)
—m)e 4 (e 0,0)

= e P(—gy" Ay — m)ept (10.2.27)
+e (i e 9,p)

= P(iy" 0y — gy Ay — m)y (10.2.28)

= (iy" D, — m). (10.2.29)

La quantitd g é una costante, é la costante di accoppiamento e ci da
I'intensita con cui il campo A* interagisce con l’altro campo della teoria (in
questo esempio che abbiamo visto ). Noi sceglieremo in QED la costante di
accoppiamento essere proprio la carica elettromagnetica associata ai campi
1, perché é una quantita conservata in senso stretto (in modo assoluto), come
ci garantisce il teorema di Noether. L’interazione elettromagnetica avviene
tra cariche ¢ e non mescola settori di carica diversa.

Una teoria in cui il campo vettoriale A* ¢é introdotto per generare un’in-
varianza (di fase) locale ¢ detta teoria di gauge e il campo A* ¢& detto
campo di gauge.

Per scrupolo verifichiamo anche che con la definizione (10.2.19) il termine
cinetico diventa invariante per trasformazioni (10.2.16):

Db — D' =0, +igA, — i@a(m)} (@) () (10.2. 30)

= i(9u)e" ™ + 0,1 +iqA,e" i — i(D,a)e'
(10. 2 31)
= "0 + " (iqA, ) (10.2.32)
= €0, +iqA ) (10.2.33)
= €D,y (10.2.34)

da cui:

Diw'Dyw  — e Diyple D,y (10.2.35)
=Dl D,y (10.2.36)

quindi si, la derivata covariante ha ristabilito I'invarianza purché A* trasfor-
mi contemporaneamente come detto in (10.2.16).
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Dunque concludiamo che per osservare gli effetti dell’Elettromagnetismo,
AF dev’essere accoppiato ad un campo di materia; infatti utilizzando la la-
grangiana (10.1.19) ottenevamo le equazioni di Maxwell omogenee e non quel-
le con le sorgenti, mentre se prendiamo la lagrangiana dell’elettrodinamica
quantistica (che rispetta ancora una simmetria U(1) locale):

LoED = Lpirac + LEM + Lgauge (10.2.37)
_ 1. _
= (iy"0y —m) ¥ — ZFM Fuw — qpy" Ay (10.2.38)

e cerchiamo le equazioni del moto per il campo A* otteniamo:

oL oL —
=y, = = VAR _ 9H AV Iy —
94, &,a[ay ) 0 = 0, (8 AP —OFA ) + gy =0 (10.2.39)

che se notiamo che il termine "1 & proprio la corrente di Noether, associata
ai campi spinoriali, che si conserva per simmetrie locali, allora ci porta a:

d, (6”A“ . 6“A”) = gk (10.2.40)

ovvero le equazioni di Maxwell non omogenee, ossia quelle in cui sono pre-
senti le sorgenti del campo.

La prescrizione per ottenere la teoria di interazione tra il campo elet-
tromagnetico minimale e la materia ¢ quella pit semplice possibile, é detto
accoppiamento minimale e prevede semplicemente la sostituzione (all’in-
terno di £) di 9, con la derivata covariante D,, (come facciamo in Relativita
Generale). La parola minimale ¢’é perché ¢ la scelta che prevede il mi-
nor numero possibile di campi aggiuntivi rispetto la teoria libera (infatti
aggiungiamo solo un campo A*).

10.2.1 Perché la teoria di gauge

Elenchiamo un attimo alcuni dei motivi per cui l'invarianza di gauge é
importantissima:

e [’invarianza di gauge ci fornisce una guida nel calcolo delle proprieta
fisiche della teoria in esame.

e Quando studieremo il processo di rinormalizzazione (quindi rimuove-
remo le divergenze in ogni ordine degli sviluppi perturbativi) allora ci
renderemo conto che essi dipendono in modo cruciale dall’invarianza
di gauge.

e L’unitarieta della teoria (che ci assicura che non ci siano "ghost’ nella
teoria, cioé stati a norma negativa) dipende in modo cruciale dall’inva-
rianza di gauge (i modi vibrazionali longitudinali del campo di Maxwell
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corrispondono a stati a norma negativa ed essi vengono eliminati sce-
gliendo un gauge appropriato, ossia il gauge di Coulomb (ﬁ A= 0).
Notiamo pero che ¢’é un caso particolare, ovvero la quantizzazione di
Gupta-Bleuler, in cui noi chiediamo di non rompere mai 'invarianza
di Lorentz, e ci riusciamo, ma all’alto pezzo di ottenere i "ghost" nella
teoria che si propagano e che dovremo rimuovere a mano.

e La prova che la teoria rimane Lorentz invariante anche dopo aver fissato
un gauge non Lorentz invariante richiede 1'utilizzo della simmetria di
gauge, come vedremo.

10.2.2 Teorie di gauge in Elettromagnetismo

Torniamo al nostro amato Elettromagnetismo e all’invarianza che avevamo
trovato per il nostro campo:

AP(z) — AM(z) + 8y (@) (10.2.41)

notiamo facilmente che se applichiamo piu trasformazioni di gauge in suc-
cessione, troviamo che esse formano gruppo, sotto la semplice legge additiva:

X3 = X1+ X2 (10242)

che ¢ la legge tipica del gruppo U(1).

Abbiamo visto che per trasformazioni di gauge il tensore F*” ¢ invarian-
te, ma se I ¢ invariante, nel senso che dF*¥ = 0, allora lo é anche la
lagrangiana (attenzione, ¢ invariante quella libera, ossia (10.2.1)), sempre
nel senso 6L = 0. L’invarianza di gauge delle equazioni di Maxwell e di £
implica che ci sia una rindondanza nella nostra teoria, nel senso che: é vero
che abbiamo gia ridotto i gradi di liberta da 6, quando usavamo EeB ,ad
ora che utilizziamo A*, perd avendo ancora l'invarianza di gauge possiamo
utilizzarla in modo furbo, o conveniente, per ridurre ulteriormente i gradi
di liberta fino a due. Con il gauge fixing passiamo da avere una classe di
soluzioni ad una sola soluzione, con due gradi di liberta.

Infatti, se prendiamo ’equazione di Maxwell non omogenea:

QHF“” = 4" (10.2.43)

ricaviamo:
OH(OMA” — VA" =45 = DAY - Olﬁ”A“ =j" (10.2.44)
= gAY — a”auA“ =¥ (10.2.45)

e siccome la funzione y(z) é una funzione scalare arbitraria, la possiamo
fissare:
x(x) / 0,A"=0 (10.2.46)
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che corrisponde a mettersi nel particolare gauge chiamato gauge di Lo-
renz’, ci piace perché ¢ Lorentz invariante e in cui le equazioni di Maxwell

diventano:

(10.2.47)

OAH* = j# in presenza di sorgenti
OA* =0 nel vuoto.

Ovviamente esistono anche alti gauge significativi che vengono utilizzati
per rimuovere 'ambiguita di A*, dato che le sue 4 componenti sono tutte
fisicamente rilevanti, e alcuni esempi sono:

A =
V-

)

gauge temporale (10.2.48)
=0 gauge di Coulomb. (10.2.49)

N}

Capito cosa vuol dire gauge fixing, possiamo fare un passo indietro e
ripensare all’invarianza di gauge:

A (z) — A¥(z) + 0¥ x(x) (10.2.50)

e possiamo renderci conto non essere tanto diversa dell’espressione della tra-
sformazione di gauge (10.2.16) che abbiamo utilizzato per arrivare a Logp.
Infatti basta porre:

Oy (z) = —;aﬂa(x) (10.2.51)

e le due espressioni coincidono. Conseguentemente, fare il gauge fixing ora
si traduce nello scegliere una condizione non pit su x(x), ma su a(x).

Nel capitolo precedente non abbiamo visto molta fisica, ma solamente
abbiamo visto dove la richiesta di invarianza locale ci portasse. Vediamo
brevemente ’accoppiamento minimale del campo scalare (con il campo fer-
mionico ¢ identico) con il campo di gauge A* e vediamo 'applicazione del
principio di gauge:

1l campo di gauge A* introdotto per garantire [l’in-
varianza per trasformazions locali, determina la forma
dell’accoppiamento, o meglio delle sue interazioni con
il campo di materia.

Prendiamo la lagrangiana del campo scalare carico e ci aggiungiamo la
lagrangiana di Maxwell:

L= Lo+ Lpn = (0,0) (0"0) — mPelé — iFWFW (10.2.52)

2Non ¢ un errore nel nome, il nome si riferisce a Ludving Lorenz e non a Hendrik
Lorentz, a cui siamo abituati.
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utilizziamo la prescrizione di accoppiamento minimale (dunque 0, — D,,):
1
L = (D) (D*¢p) — m>pl ¢ — 2 F" (10.2.53)
1
= (00" —iqAL ") (0 p + igAFP) — mPpTe — JFw " (10.2554)
1
= 0u' 0§ — o1 ) — P~ (10.2.55)
—iqAL P O ) + gDt AFd + P A AP BT

gli ultimi tre termini (sottolineati) sono quelli che determinano come il campo
¢ di materia si accoppia con il campo di gauge A*, sono termini chiamati
per 'appunto di accoppiamento, e la costante di accoppiamento é la carica
elettrica. Notiamo che la forma della lagrangiana é del tipo:

L =Lk + Leym + Lint. (10.2.56)

Ovviamente, il nostro grande interesse ¢ quello di costruire una teoria
di gauge che accoppi il campo elettromagnetico con i fermioni di Dirac (gli
elettroni). Per questo nella sezione precedente abbiamo scritto:

Loep =Lp + Lem (10.2.57)
= Y(in" Dy — m)p — %FWF’“’ (10.2.58)

essa ¢ per costruzione (per come abbiamo definito D, e il tesore F,,) in-
variante per trasformazioni di gauge. Utilizzando la prescrizione di accop-
piamento minimale troviamo una scrittura analoga a (10.2.55) anche per i
campi 1.

In questo corso non utilizzeremo quello imparato per costruire una teoria
invariante per trasformazioni locali, ci concentreremo solo sull’Elettromagne-
tismo, e costruiremo una teoria quantistica dell’elettromagnetismo. Quello
scritto nella sezione appena conclusa sara utile quando svilupperemo formal-
mente la QED (la cui lagrangiana ¢ proprio (10.2.58)), i cui quanti saranno
e® (e non i fotoni come nella teoria che vedremo noi), nei corsi successivi e
vedremo i suoi diagrammi di Feynmann. Quello che vorremo fare sara man-
tenere la simmetria per trasformazioni di U(1) della teoria di Dirac, anche
quando consideriamo una teoria interagente, tra e* e fotoni, che si perde in
modo immediato (10.2.14). Il principio di gauge ci permettera di mantenere
I'invarianza di U(1) nella teoria.

10.2.3 Gradi di liberta della teoria elettromagnetica

Vediamo in questa rapida sezione perché siamo sicuri nel dire che i fotoni,
e il loro campo associato, hanno solo due gradi di liberta e quindi solo due
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stati di polarizzazione possibili.

Abbiamo visto qual ¢ il gauge di Lorenz, che ci fa scegliere y(x) in modo
che si abbia:

x(@) / 9,A"=0 (10.2.59)

il che si traduce nel scegliere:

AF s A =AM 4 Oty (10.2.60)
A" —  9,A" =09,A" +0,0"x (10.2.61)

e possiamo ottenere 9, A" = 0 selezionando:
I*x = —0,A". (10.2.62)

Messi in questo gauge abbiamo visto che le equazioni di Maxwell, in assenza
di cariche, diventano:
P*AM =0 (10.2.63)

le cui soluzioni sono proprio onde piane, normalizzate con dei quadrivettori
che chiamiamo €*(p):
AP = et (p)e~ T (10.2.64)

con sempre valida E, = |p]. Come vedremo nella sezione §10.3, la condizione
(10.2.59) ¢ a vista identica alla condizione (10.3.3) che esce fuori dall’equazio-
ne di Proca in modo naturale; la differenza tra le due scritture & che (10.2.59)
¢ una condizione scelta nel gauge fixing, mentre (10.2.59) ¢ intrinseca nella
teoria. Ad ogni modo perd hanno entrambe il risultato di ridurre i gradi di
liberta da 4 a 3 del campo elettromagnetico.

Pero, possiamo fare ancora una cosa, perché 1’A’* che abbiamo definito,
non € ancora unico, infatti possiamo definire:

A, s A=A -0, (10.2.65)

con la condizione 9%¢ = 0, e le equazioni di Maxwell non cambiano. Notiamo
che sia A’ che A”" sono scritti nel gauge di Lorenz.
Pero, affiché A”" sia unico dobbiamo scegliere:

A& = Ay (10.2.66)

il che implica A"y = 0. Con quest’ulteriore passaggio, la condizione di Lorenz
si riduce a:

V-A"=0 (10.2.67)

che insieme a A”° = 0 & noto come gauge di Coulomb e che riduce ancora di
11 gradi di liberta del campo.
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Quindi in conclusione, siamo partiti con A* che ha 4 componenti, ma ci
siamo resi conto che eliminando le rindondanze ci rendiamo conto che sola-
mente 2 (indipendenti) hanno significato fisico.

Detto questo, perché diciamo che i due gradi di liberta che rimangono
sono ortogonali alla direzione del moto?

Partiamo dall’equazione del moto (di Maxwell) 92A* = 0, conosciamo la
condizione A° = 0, dunque le soluzioni sono onde piane del tipo:

—

A=¢ge T (10.2.68)

Inserendo le soluzioni dentro la condizione di gauge di Coulomb VA= 0,
otteniamo la condizione:
p-A=p-€=0 (10.2.69)

la quale ci dice che la direzione di propagazione dell’onda (data da p) e
perpendicolare alla polarizzazione (identificata con €).

Ad esempio, se abbiamo propagazione lungo 'asse z con impulso ¢# =
(141,0,0,|q]), allora possiamo avere:

ei(g)=(1 0 0) , &(@=(0 1 0) (10.2.70)

che corrispondono ad una polarizzazione lineare. Potremmo anche scegliere
una polarizzazione circolare e avere:

€§(q):—\ﬁ(1 i 0) E’f(q):ﬁ(l —i 0). (10.2.71)

10.3 Elettromagnetismo massivo

Prima di addentranci nella teoria del campo elettromagnetico, che é mass-
less, i cui quanti sono i fotoni, studiamo il caso di una teoria, simile al’EM?3,
ma con un campo vettoriale massivo, che rappresenta un fotone, ma dotato
di massa. Questa teoria va sotto il nome di teoria di Proca e sara utile
per poi il campo mass-less. Sappiamo gia dal capitolo §3 che il vettore di
Pauli-Lubanski, nel caso massivo, aveva le componenti spaziali legate allo
spin della particella, quindi nella teoria che stiamo per affrontare ci aspet-
tiamo che le nostre particelle abbiano spin ben definito. Caso diverso sara
il caso mass-less in cui ci aspettiamo solo due gradi di liberta legati all’elicita.

Seguiamo la procedura di quantizzazione canonica, prendendo la lagran-
giana:

1 1
L= =7 FuwF™ + imQAuA“ (10.3.1)

3Facciamo attenzione che parliamo di EM massivo, fotoni, campi elettrici etc. ma la
teoria che sviluppiamo non é I'’Elettromagnetismo a cui siamo abituati.



270 CAPITOLO 10. Teorie di gauge ed Elettromagnetismo

in cui abbiamo aggiunto, oltre la lagrangiana EM (10.2.1), un termine di
massa tipo Klein-Gordon. Le equazioni di Eulero-Lagrange ci danno:

O F" +m*A” =0 (10.3.2)

che va sotto il nome di equazione di proca. Notiamo anche che, scritta
cosl I’equazione di Proca non é gauge invariante, poiché come ben sappiamo
I'invarianza di gauge non é compatibile con m # 0 (a meno che non costruia-
mo una teoria di gauge, ma per il momento lasciamo stare). Se prendiamo
la divergenza dell’equazione trovata abbiamo:

OO F* +m?9, A" =0 = 0,A” =0 (10.3.3)

in cui abbiamo messo 0,0, F"” = 0 poiché F* ¢& antisimmetrico, mentre
0,0,, ¢ simmetrico. La relazione (10.3.3) ¢ una condizione aggiuntiva che
discende direttamente dall’equazione di Proca e che possiamo utilizzare per
riscrivere (10.3.2):
(0P AY) — 0, (0" AF) + mPAY =0 = 9,(0"A”) — 9"(9,A") + m?AY =0
=0
(10.3.4)

= (9,0 +m*)A” =0 (10.3.5)
=  (O+m?)A" =0 (10.3.6)

che ha la stessa forma dell’equazione di Klein-Gordon per ciascuna compo-
nente di A”.

Facciamo attenzione che la condizione (10.3.3) non ¢ una condizione di
gauge fixing (nonostante ha la stessa forma del gauge di Lorenz per il campo
mass-less), ma segue dall’equazione (10.3.2), dunque, ci permette di dare una
condizione sulle componenti di A* e avere che non tutte sono indipendenti,
ma solamente 3 su 4. Solitamente fissiamo A in funzione delle altre. Quindi
AF | nel caso massivo, descrive una particella con 3 gradi di liberta, ovvero
una particella con spin 1 (rispettano Klein-Gordon).

Determiniamo i momenti coniugati:

. O oL

—— =~ —fF%_—9 10.3.7
HO0Ao) — g (103.7)
, oL oL . . . -
7t = = — = _FV — gt — 540 _ 904°, 10.3.8
A~ oA, (10.3.8)
in cui vediamo E = —6/10 - ff Notiamo anche che vale:
(10.3.2) = 9, F"+m?A% =0 (10.3.9)
1 i
— A= ——5(0F 0 (10.3.10)
— a-_lg.E (10.3.11)

m?2
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Possiamo anche determinare I’hamiltoniana:

H=r'A; - L (10.3.12)
2
__F.A- %(EZ B2) = a0 — A7) (10.3.13)
Eva B -ty - [ L e e 2] (0314
2 2 |m?t
= E-VA® 4+ E? 1(E2 B?) L(ﬁ E)? + " g (10.3.15)
2 om? 2 '
= (7540 0 7 L = 2 = 22 m® 12
= |V (BAY) -V B)| + (B2 + B - (V- E)? + A
N > 2 >
—0
(10.3.16)
= i(v E) + Z(E?+ B?) - i(ﬁ E)? + Ly (10.3.17)
2 om2 > '
_ 1 2 2 2 12 i =  \2
H_Q[E + B+ m? A%+ (¥ E)} (10.3.18)

in cui abbiamo utilizzato la condizione, imposta da noi, che tutti i campi
vadano a 0 all’oco. Dall’espressione di H ci rendiamo conto che I’Elettroma-
gnetismo mass-less non & semplicemente il limite m — 0 del caso massivo
poiché porterebbe ad energie divergenti, ma qualcosa di pitt complesso. Que-
sta cosa potevamo gia inturla dal fatto che le simmetrie delle due teorie erano
diverse (la teoria massiva non ¢ invariante di gauge e abbiamo anche studiato
il teorema di Wigner che fa differenza per i due casi).

Il passo successivo della quantizzazione é promuovere i campi al ruolo di
operatore e imporre le regole di commutazione a tempi uguali:

[AR(t, Z), AV (t, )] =0 [7'(t, &), 7 (t,5)] =0 (10.3.19)
[7'(t,7), A, )] =0, (7' (¢, %), A (t, §)] = —i6"6°(ZF — 7))
(10.3.20)

notando che avendo 7° = 0 allora possiamo dire che A% commuta con tutto
ed ¢ dunque un c-numero (non necessariamente nullo). Attenzione che stiamo
dicendo che A° non & un operatore, ma non che ¢ una costante, infatti A% ¢
una funzione (scalare)?.

Come gia detto, la condizione 0,A* = 0 ci dice che solo 3 sono le com-

ponenti di A* indipendenti, poiché, nello spazio degli impulsi esso diventa:
puAt =0 (10.3.21)

e cioé:

A =—-V.-A (10.3.22)

*Anche perché se no la condizione (10.3.22) che abbiamo scritto non avrebbe senso.
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che fissa una condizione su A? (scegliamo di fissare A° in modo arbitrario,
avremmo potuto benissimo fissare un’altra delle 3 componenti), la quale a
sua volta elimina 1 grado di liberta e li fa passare da 4 a 3. Questa condi-
zione e il fatto di ritrovarsi con solo 3 gradi di liberta indipendenti giustifica
il risultato (10.3.18) di A, in cui non compariva A°. I tre gradi di liberta
li vediamo come 3 possibili stati di polarizzazione indipendenti. Il vettore
di polarizzazione di una particella contiene I'informazione sul suo momento
angolare di spin, e abbiamo trovato che particelle vettoriali hanno spin 1 e
tre gradi di liberta dati dai 3 valori della sua terza componente S, = +1, 0.

A questo punto del processo di quantizzazione dovremmo sviluppare con
Fourier il campo. Dobbiamo quindi introdurre gli operatori di creazione e
distruzione af(p) e a(p) e associarli alle onde piane e ™% ¢ ¢~"? come per
gli altri campi®. I fattori di normalizzazione possiamo riciclarli dai conti
per il campo scalare e darli per noti. Perd avremo anche bisogno di oggetti
che conferiscano una natura quadrivettoriale al campo (proprio come u e v
davano natura spinoriale a 1/3) Gli oggetti che utilizzeremo per il campo A
saranno i vettori di polarizzazione, che avranno un indice p di Lorentz,
che da una natura quadrivettoriale (quindi é un oggetto che vive nello spazio
di Minkowski), avranno un quadri-impulso p associato che rispetta la rela-
zione di mass-shell e avranno un’etichetta, che chiamiamo A, che indica lo
stato di polarizzazione e che potra assumere valori A = 1,2,3.5 7 Indichiamo
il vettore di polarizzazione come:

e (p). (10.3.24)

Possiamo scegliere una base, in un modo che ci viene comodo, per cui lo
facciamo come abbiamo fatto per uw e v, ossia ci mettiamo nel sistema di
riposo, fissiamo i vettori, e poi in un secondo momento facciamo un boost e
ci poniamo in un sistema di riferimento in cui ' # 0. Prendiamo:

0 0 0
e1(m, 0) = (1) Camb)=|]] . eml)= 8 (10.3.25)
0 0 1

5Notiamo che non distinguiamo particelle e antiparticelle poiché sappiamo che il campo
Elettromagnetismo ¢ neutro e non porta carica. Infatti anche nella lagrangiana (10.3.1)
non avevamo inserito AL, ma solamente A*.

5Ad ogni stato di polarizzazione, quindi ad ogni valore di A, ci associamo uno dei tre
gradi di liberta (spin) che abbiamo nella teoria. Convenzionalmente prendiamo A = 1
quando S, = -1, A=2se S, =0e A\ =3 quando S, = +1.

"Notiamo che lo stato di polarizzazione 0 non c¢’¢, poiché nel sistema di riferimento di
riposo della particella il campo ¢ ortogonale alla direzione 0 (la scelta della componente
0, piuttostoché 2 & completamente arbitraria) e non esiste il vettore:

€6 (m, p) = (1,0,0,0) (10.3.23)

nella base dei vettori di polarizzazione.
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che possiamo verifichare essere ortonormali (per costruzione):

ex(p) - ex(p) = guvel €xr = = (10.3.26)

e dove vale la relazione:

pPlea(p) =0 VA (10.3.27)

che ci dice come la polarizzazione del campo sia legata all’impulso p*, ovvero,
la direzione di polarizzazione é sempre ortogonale alla direzione di p. Questo
discende da (10.3.21).

Ovviamente, come detto, scelta la base (10.3.25) possiamo fare un boost
e spostarci in un sistema di riferimento in cui abbiamo p # 0. Ad esempio,
potremmo prendere una particella con impulso solo lungo z, con p, = |p],
dunque con p* = (E,,0,0,|p]), allora avremmo la matrice di boost:

B, 0 0 |
1 0 m 0 O
A#”(p)zﬁ 0 0 m 0 (10.3.28)
pl 0 0 E,

la quale porta ai vettori:

0 0 71/

1 0 0
61(Ep70707 |]ﬂ) = 0 ; EQ(Ep7O>Ov |§‘|) = 1 ’ 63(Ep70707 ‘m) = 0

0 0 E,/m

(10.3.29)
Definiti i vettori e’)f (p) possiamo scrivere lo sviluppo di Fourier del campo

AF promosso ad operatore:

~ 3 .
Ar(z) = / o 3(/12 \/EZ[EF; p)ax(P)e” P ek (p)al (7)eP* | (10.3.30)

in cui mettiamo degli operatori di creazione e distruzione per ogni indice A
e teniamo sempre a mente la condizione (10.3.27).

L’ultimo passo ¢ quello di diagonalizzare ’hamiltoniana:®

3
CH /d3 Z (7)ax(P) (10.3.31)

che ci fa vedere che 'energia totale del sistema é la somma dell’energia di
tutte le particelle in tutti i possibili stati di polarizzazione.

811 Lancaster e Blundell definiscono il calcolo un po’ tedioso (vedi capitolo §13.2).
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10.4 Quantizzazione del campo elettromagnetico

Vediamo finalmente il caso che ci interessa, ossia la quantizzazione del cam-
po elettromagnetico A* mass-less. Desideriamo sviluppare una teoria per i
fotoni, che possiamo pensare di descrivere con un campo vettoriale A*. (i
cappellini sopra gli operatori sono stati ignorati, ma arrivato a questo punto
dovresti aver capito quando un campo ha ruolo operatoriale o no).

Procediamo con la quantizzazione canonica come al solito. Abbiamo la
lagrangiana dell’Elettromagnetismo:

1 v
L= —ZFM,,(SC)F‘“ (z) (10.4.1)
con al solito:
Ei — FiO — _F’iO
F* = 0,A, —0,A, , . 1 i (10.4.2)
Bl = — 1k Fy,
e ricordando anche:
) o o F= VoA
AF = (o, ., L==(E*-B?% |, oo T 10.4.3
(0, ) S (= B?) {B oz (10.43)
Definiamo, come fatto per il caso massivo, i momenti coniugati:
oL oL
0 00
= — = =F"=0 10.4.4
04,  0(0vAo) ( )
pio 0L 0L poi i (10.4.5)

0A;  0(doAi)

Abbiamo gia visto nel caso massivo che una lagrangiana (10.4.1) sembra de-
scrivere un campo con 4 gradi di libertd; ma abbiamo anche imparato che,
con m # 0, i gradi di liberta (polarizzazione) scendono a 3: due stati di po-
larizzazione ortogonali alla direzione del moto e uno longitudinale. Nel caso
della luce, pero gia sappiamo che gli stati di polarizzazione saranno solamen-
te 2 (vedi la sezione §10.4.1), quelli trasversi. Infatti, lo spin non ¢ un buon
numero quantico per il fotone, che é appunto mass-less. Pero, come vedremo,
il fatto che solo 2 componenti di A* saranno fisiche, sarda un problema che
incontreremo nel processo di quantizzazione, ma vedremo anche come fare.

Possiamo promovere ad operatori i campi ed imporre le regole di com-
mutazione a tempi uguali:

[AM(t,Z), A" (t, )] =0 [II'(t, 7)1 (¢, )] =0 (10.4.6)
o, [T (t, @), A7 (t, )] = —i8" 6°(Z — 7))
(10.4.7)
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in cui, anche in questo caso, avendo II° = 0, I'unico altro commutatore che
poteva essere non nullo, cioé [HO (t, ), A%(t, gj)] ¢ nullo. Per questo possiamo
dire che A% commuta con tutti gli altri campi e per cid é un c-numero.

Fissare le regole di commutazione (10.4.6) e (10.4.7), dobbiamo verificare
che siano consistenti con la teoria di Maxwell. Sappiamo che in assenza di
cariche, che ¢ la situazione in cui siamo avendo preso la lagrangiana (10.4.1),
vale:

V-E=0. (10.4.8)

Deriviamo rispetto a z; il commutatore [Hi, Aj] (notando che A7 dipende
da ¢ e non 2%):

0

e [II'(t, 2), A7 (¢, 7)] = [0iT'(t, %), A7 (¢,7)] (10.4.9)
= |0;E'(t, ), Al (t, ) (10.4.10)

\_v:O_/
— 0. (10.4.11)

Ora, deriviamo rispetto a z* anche il secondo membro di [Hi(t, 7), Al(t, yj’)],
ossia —i0% 83 (% — 7):

.0 ij_ 1 3. ik (Z—7 1 3. 1.7 ik (Z—7
—io— {53(27r)3/d kel y>} = (%)3/01 ke ki e =0) £ 0,
(10.4.12)
Dunque, tra (10.4.11) e (10.4.12) abbiamo trovato un’inconsistenza, poiché
il primo membro si annulla e il secondo no. Questa incongruenza é dovuta
al fatto che stiamo tenendo tutte e 4 le componenti di A*, mentre abbiamo
giad osservato che solo due sono fisiche. Dobbiamo trovare il modo di disfarci
delle componenti rindondanti (dobbiamo proiettarle via) e ridefinire il com-
mutatore in modo consistente. Vorremmo avere nel commutatore [Hi, Al ]
una 62 anziché una 63.

Introduciamo una § "trasversale" (eliminando la componente longitudi-
nale) definita come:

1] = — 1 ’iﬂ- T—7) 17 k'LkJ
0(E—7) = @n)? /d3ke k(=) <5J - |E|2> (10.4.13)

kikd
|ke|2

in cui la quantita (5“ — ) ¢ il proiettore sulle componenti trasverse’. Se

9Puoi vedere (consigliato) il capitolo 13.3 del Lancaster e Blundell Physical law

should have mathematical beauty.Lancaster:2014pza, in cui definisce bene i proiettori
longitudinali e trasversali (in 3 dimensioni):

i _ o'’

P ==

11

iJ _ UV plpj
P =t -

(10.4.14)

I
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ora deriviamo (10.4.13) rispetto 2 abbiamo:

8 ZA‘ — - 1 i". fiﬂ . Z" kikj
8;51572(3; — y) = (271')3 /d3k {e k- ( y)flki <§] — |E|2 )} (10.4.15)

_ ! 3, d seii @) (i _ KRk
= Gy /d k {ze STy (10.4.16)
- /d3k {ie® @D (6 — 1) | (10.4.17)

(
= 0. (10.4.18)

Possiamo quindi sostituire 693 (& — ) con (10.4.13) e postulare:
[T (t, &), A7 (t, §)] = —i0%(Z — §). (10.4.19)

in questa definizione c’é perfetta simmetria tra e ¥, quindi anche la derivata
rispetto 4* di ambo i membri deve dare 0 e resitituire:

[II'(¢, ©), 0; A7 (t, )] = 0. (10.4.20)

Quindi, guardando (10.4.20), non abbiamo solo la condizione che A° ¢ un
c-numero, ma anche V-A4lo ¢, poiché commuta con tutti i campi.

Quest’ultima osservazione elimina 2 gradi di liberta, lasciandone solo 2,
che sono gli unici con significato fisico. Possiamo quindi dire che non ci sono
fotoni scalari (non c¢’¢ A°) e ci sono solo 2 stati di polarizzazione trasversali
alla direzione del moto (non c¢’é una polarizzazione longitudinale).

Ci potremmo ritenere soddisfatti dei risultati ottenuti, se non fosse che
quello che abbiamo definito ci rovina la covarianza a vista. Potremmo gio-
carci ancora una carta. Possiamo ricordare che il campo A* gode di una
simmetria di gauge:

Ay — Au(x) + 0ux(z) (10.4.21)

con x(x) funzione arbitraria. Potremmo sfruttare la simmetria e definire:
t
A y(x) = Ap(z) — aﬂ/o dr Ap(7, %) (10.4.22)
in modo che si abbia A’y(z) = 0. Prendiamo poi:

A" = A —Vx (10.4.23)

e assumiamo che valga:

=

V-A"=V. (A -Vx)=V-A —Ax =0. (10.4.24)
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In questo modo abbiamo un nuovo campo A’,,(z), che descrive la stessa fisica
di A* e soddisfa le stesse equazioni (e stessa L), tale per cui:

Ay =
Yo=0 (10.4.25)
VA = Ay.

Le condizioni (10.4.25) si chiamano gauge di radiazione.

Dette tutte queste cose, possiamo procedere allo sviluppo di Fourier del
campo elettromagnetico, con gli operatori di creazione a' e di distruzione a:

2

A d3/€ i ~ TN\ —ikx Lk ~t ikx
A(a) _/(277)?’/2\/@ ;(Q\(lﬂ)a)\(k)e el (k)a (F)e i)
(10.4.26)

in cui notiamo che A = 1,2. I quanti del campo Elettromagnetismo, cioé le
sue eccitazioni, sono i fotoni, particelle bosoniche di spin 1, a massa nulla
e che possono avere 2 stati di polarizzazione trasversa. In base alle regole
di commutazione (10.4.6), (10.4.7) e (10.4.19) gli operatori &' e @ devono
rispettare:

[aA(E), al (E’)] — S 03(k — ). (10.4.27)

L’hamiltoniana diagonalizzata risulta essere:
2
CH = / &k > Eral (k)ax(k) (10.4.28)
A=1
dove, visto che m = 0, vale:

By, = |k|. (10.4.29)

In analogia con I'hamiltoniana possiamo calcolare I'operatore impulso P
associato al campo EM:

2
Pi= /d%(: ExB:) = /d%%Z&T\(E)&A(E). (10.4.30)
A=1

10.4.1 Proprieta polarizzazione fotone

La prima cosa che possiamo vedere ¢ che, dall’espressione del campo A¥
(10.4.26), i fotoni si presentano in 2 tipologie:

k) |0) (10.4.31)
(k) |0) (10.4.32)

che corrisponde alle 2 possibili polarizzazioni trasverse del campo Elettro-
magnetico.
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Possiamo trovare due proprieta sui vettori di polarizzazione €4 (k) facen-
do la divergenza (di cui noi conosciamo gia il risultato (10.3.3)) del campo
AHF(x), usando il suo sviluppo in serie di Fourier:

d*k 2 o~ T\ ik * (AT (1) ik
8”/(27[-)3/2\/m ); (Cl;(k)a/\(k>e “Fﬁl)f (k:)a)\(k)e ) = 0

(10.4.33)
—iky, 2 ‘ T
/ (27)3/2 \/ﬁ Z ( e the e’; (k;)a&(k)eJr k ) -0
(10.4.34)

sapendo che A° & un c-numero (quindi 8,“40 = 0) possiamo dire che J, A" =
—V-Ae quindi:

d3k b —iky _ I oot tik

da cui ricaviamo:

k-& =0 (10.4.36)
&y Ev = Oy (10.4.37)

In particolare, la relazione (10.4.36) ci dice che la polarizzazione ¢ sempre
trasversa alla direzione di propagazione; la relazione (10.4.37) invece ci dice
che i vettori di polarizzazione corrispondenti a A = 1 e A = 2 sono ortonor-
mali.

In pit, possiamo fare un’esempio delle espressioni che assumerebbero
i vettori di polarizzazione in caso specifico. Consideriamo un fotone che si
propaga lungo la direzione z con impulso k* = (|k|, 0,0, |k|), che se lavoriamo
nella base in cui la polarizzazione ¢ circolare possiamo prendere:

e_p(k) = _¢1§(0’ Li0) — S=+1 (10.4.38)
1
Gealh) = —50.1,50.0) — S, =1 (10.4.39)

e non ci sono fotoni con S, = 0, perché questi corrisponderebbero ad uno
stato di polarizzazione non fisico. Stati con S, corrisponderebbero a €}_5 =
(0,0,0,1) che & un quadri-vettore parallelo alla direzione del moto. Ovvia-
mente con l'autovalore S, intendiamo l'operatore di elicita (descritto nella
sezione §6.8.2), che nel caso mass-less ci fornisce un’informazione sullo spin.
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10.4.2 Propagatore del fotone

In analogia al propagatore di particella scalare e di fermione di Dirac, il
propagatore del fotone & definito come:

IAF (= y)u = (0] T[Au(2) Au ()] 10) - (10.4.40)

Il calcolo di questo nuovo propagatore é del tutto analogo a quello gia
visto per la particella scalare, con le differenze che ora ci troveremo a de-
nominatore il termine (k% + i€) visto che abbiamo m = 0, e a numeratore
un termine generato dalla presenza dei vettori di polarizzazione che dan-
no la corretta struttura vettoriale ad A* (proprio come nel caso fermionico
avevamo (p +m)). Abbiamo:

dk efik(xfy) 2

INF (@ — ) = Z/(%)‘* S ;eg(k)e,i*(k). (10.4.41)

L’espressione (10.4.41) non ¢ Lorentz invariante perché i vettori di po-
larizzazione sono solo trasversi'” Questo perd non é un problema perché il
propagatore, di per sé, non é un’osservabile, perd, nei prossimi corsi, dovre-
mo controllare che, una volta messo nei diagrammi di Feynmann, dia luogo
a sezioni d’urto Lorentz invarianti (vedi le identita di Ward).

Manca tra i vettori di base €® « (1,0,0,0).
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Appendice A

Riepilogo risultati

Elenco in questa appendice tutti i risultati trovati durante il corso.

Teoria dei gruppi

SO(3,1)

Traslazioni

Boosts

Figura A.1: Schema riassuntivo gruppi.
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Meccanica Analitica

T2
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Campo scalare carico
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Campo vettoriale

Elettromagnetismo massivo
=Yg,y lpea,
= Tyt + oM A
(O +m?)A” =0
I’ =0
Hi:_FOi:Ei:aiAO_aOAi

A d? - IS —ipx o ps ipx
0= [ G AW + 4wl @]

Pueh(p) =0 Condizione polarizzazione

) 3
CH = /dBpEpZ&I\(ﬁ)&)\(ﬁ).
A=1

Elettromagnetismo mass-less

L— —%FW(:C)FW(JJ)

1’ =0
= —F% — gt = 540 — 90 A¢

k
[A"(t, %), A”(,§)] = 0
[I'(¢, ©), IV (¢, §)] = 0
[IT'(t, 7), A°(t,5)] =0
(I (¢, 2), A7 (1,5)] = —i67(% — §)
(), ()| = o d(k — )
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Propagatori liberi

Campo scalare neutro e carico

3 . .

dip ie~l@—y)
Az — y) =
(@=y) / (2m)* p? —m? + e

< ?

Alp)= ————.
() p? —m? +ie
Campo spinoriale
dp i p+m
) = —ip(e—y) _ £ " "
Sr@ =y) / (2m)* ¢ p? —m? +ie
~ p +m
T2 m?

Teoria perturbativa

Propagatore:

G(x,y) = (Q Th(x)d! (y) |2)
Ampiezza di transizione:

A= non int non int

out <Q17 QQ‘ S ‘p1p2>in
Matrice di scattering:

S =U(t,—t) , cont— 400
Sviluppo di Dyson:

S = T[exp{—i/dﬁ‘x?‘:{](x)}}
Teorema di Wick:

tutte le possibili ]
contrazioni di ¢1¢203 ... Py

T[hp162¢3 . .. n] = N[¢31¢32¢33 Pt
Teorema di Gell-Mann Low:

o U@ )T O] o)
(QT[o(x)p(y)] | >—T_>0g(111_2.6) <0’T[efiijTdtH1(t)] 0) )
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Appendice B

Unita naturali

Studiamo in questa sezione cosa si intende con unitd naturali. In Fisica é
molto comune utilizzare le God givens units, ossia, le cosiddette unita na-
turali. I tipi indipendenti di grandezze sono la lunghezza [L], il tempo [T,
la massa [M] e - se consideriamo anche la termodinamica e la meccanica
statistica - la temperatura [T]. In natura esistono delle costanti dimensio-
nali universali, quali la velocita della luce ¢, la costante di Plank ridotta
h, la costante gravitazionale di Newton G e la costante di Boltzmann k.
Usualmente vengono definite come unita naturali quelle in cui si pone:

h=c=1 (B.0.1)

e di conseguenza quando si modificano le quantita (in unita standard):

h=6.66-10"22 MeV - s h=1
c=3-10% m/s = c=1
hc ~ 200 MeV - fm he = 1.

Dire che la velocita della luce é una grandezza unitaria adimensionale implica
che le unita di lunghezza e tempo sono equivalenti:

(L] = [T] (B.0.2)

di conseguenza anche:"
[E] = [5] = [M] (B.0.4)

Per una forza F si ha:
[F]=[EL™ Y = [ML™ (B.0.5)

LCome conseguenza della relazione tra massa ed energia della Relativita Speciale:

E*=p+m’ (B.0.3)
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per cui una quantita, tipo &, che ha le dimensioni di un’azione, ovvero [ET],
in unita naturali é:

[ = [ET) = [ML =1 = [M]=[L7Y. (B.0.6)

Dalle relazioni viste tra le grandezze si ha solo una di esse realmente indi-
pendente. Scegliendo la lunghezza come indipendente vale:

(Ll =111 , [Bl=F=M=[L" , [F]=I[L7% (B.0.7)

Tipicamente, in QFT, le sezioni d’urto sono espresse in unita naturali, ma
¢io non ¢ molto comodo da utilizzare nel mondo fisico, poiché a noi servono
unitd standard. In generale (non solo per le sezioni d’urto), ricordando
quali siano le unita di misura di h e ¢ é possibile passare dall’espressione
di una grandezza in unitd naturali in una sua espressione in unita del S.I.
moltiplicando opportune potenze di /i e ¢. Si ha:

A = ML*T™' [c] = LT .

Vediamo un esempio. Prendiamo la sezione d’urto di Thomson in unita
naturali e rendiamola in unitd standard. Abbiamo il processo:

y+e —y+e

con I’e™ libero e la sezione d’urto:

8 o?
oT — gﬂ'ﬁg (BO8)
che riscriviamo come:
8 a? B QY

di cui analizzando le dimensioni:

L*=M2?(ML*T Y (L7’
L2 — Mz—ZLQx—i—yT—z—y_

Dobbiamo quindi risolvere il sistema:

L:2=2z+y T=—y
M:0=z-2 = T =2
T: 0=—-z—y y = -2

Dunque la sezione d’urto é:

2 A 2 2
or = on s () ZS—W%(hc)%m fm? =64-10"% b. (B.0.10)

- Sﬂ-miz c 3 (mec?)



Appendice C

Come s1 costruisce una teoria?

Abbiamo gia accennato al fatto che costruiremo la teoria quantistica relati-
vistica partendo dalle invarianze del sistema e sviluppando tutto a partire da
quello. Per fare questo il punto di partenza ¢ un funzionale! che conosciamo
bene: 'azione. L’azione S ¢ il punto di partenza di diverse cose:

e Se la minimizziamo possiamo ottenere le equazioni del moto (classiche
o elettromagnetiche come abbiamo visto).

e Se il nostro sistema possiede delle invarianze, allora grazie al teorema
di Noether sappiamo avere delle quantita conservate.

e Permette la transizione dalla meccanica classica alla Meccanica Quan-
tistica attraverso i path integral.

Il progetto, dunque, per costruire la nuova teoria é:

1. Costruire un’azione che abbia le caratteristiche volute e le proprieta di
invarianza richieste (trattando ancora campi classici).

2. Ricaviamo a partire da questa azione le equazioni del moto e le pro-
prieta delle loro soluzioni.

3. Estendiamo la trattazione al caso quantistico (facendo la seconda quan-
tizzazione).

Ripassiamo brevemente come funziona ’azione per la Fisica classica.

C.1 Principio di minima azione

Prendiamo un sistema classico discreto, ad esempio una particella puntiforme
individuata da un vettore posizione x;(t), i = 1,2, 3 che si muove in un certo

'Ricorda che un funzionale manda una funzione in un numero, generalmente in C.
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potenziale V' = V(x;) indipendente dal tempo ¢. Per definizione abbiamo:

S ([zilita, t2) = /: dt [;m <(§Z>2 — V(xi)

in cui notiamo bene il fatto che S sia un funzionale, ossia, che ad ogni
cammino sia associata un’azione (un numero reale in questo caso). A questo
punto consideriamo delle deformazioni del cammino:

(C.1.1)

I'Z(t) — .%'Z(t) + 51’Z(t) (C.1.2>

in cui le deformazioni dx;(t) sono tali per cui il punto iniziale e finale non
cambiano, ossia, tali per cui:

In questo modo 'azione diventa:

t2 . AN 2
S [z; + ;] :/ dt | 1m (M> — V(z; + 0x;) (C.1.4)
t 2 dt
possiamo vedere il termine al quadrato:
d(z; + 0z;) \ 2 [ day n d(6xz;)]? (C.1.5)
dt | at dt o
B ( a @ > (dt LT (C.1.6)
~ 2 1.
(%) & () e

in cui abbiamo trascurato i termini O(d2?) e visto che non ci piace troppo
la derivata di dx; aggiungiamo e togliamo:

d2.’L'Z'

2
de?

(51‘2' (C.1.8)

poiché in questo modo abbiamo:

d(x; + 0x;) 2 dz; \ 2 d [dz; d2z; )
A ) 2% i) =250 ‘). (C.1.
< dt > (dt) + dt \ dt ox a2 dz; +O(0x;). (C.1.9)

Nell’espressione (C.1.4) ¢’¢ anche V(z; + dx;) che possiamo espandere con
Taylor:
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Inserendo gli sviluppi (C.1.9) e (C.1.10) nell’espressione (C.1.4) dell’azione
otteniamo:

t2 1 dz; \?
S |z; + ox; —/ dt m( l) —V(x;
0] = [ [2 S

to d2CCZ'
_/ de {m 12 +aiV:| oxi+

2 q (day
— | ——ox; 111
+4ntldﬂh<(ﬁ6$> (C.1.11)
t2 dei
S [ﬂfz + 5ZE@] =5 [:El] — / dt <m a2 + 81V> dx;+
t1

d.Ti t2

in cui notiamo che l'ultimo termine, quello di superficie (o di bordo), &
nullo, poiché per tutti i cammini abbiamo la condizione (C.1.3). Dunque
I’espressione dell’azione risulta essere:

1) dei
S [z + 0x;) — S|xs] = —/ dt (m T + aiV) ox; (C.1.13)
t1

in cui il termine tra parentesi puo essere visto come:

08

—. 1.14
5z (C.1.14)

Otteniamo che S ¢ invariante per la trasformazione infinitesima che manda
x; — ; + 0x; se e solo se:

o equivalentemente se:
5 (C.1.16)
51‘i N o
verificata se:
L gy o (C.1.17)
T ;V = 1.

che possiamo vedere non essere altro che ’equazione del moto classica, ossia
F = md. Notiamo, inoltre, che Pestremizzazione di S (65 = 0) individua
un’intera classe di cammini. Quale tra gli infiniti cammini verra effettiva-
mente percorso dal sistema dipende dalle condizioni al contorno, ovvero, dai

valori iniziali di z; e %t
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C.2 Legame tra simmetrie di S e le quantita con-
servate

Un’importante osservazione che si deve fare riguarda il termine di bordo
dell’equazione (C.1.12). Sarebbe molto prepotente da parte di un fisico con-
siderare solo trasformazioni di x; tali per cui il termine di bordo sia nullo,
infatti, esistono diverse trasformazioni rilevanti in Fisica (ad esempio le ro-
tazioni) per cui il termine di bordo non si annulla in automatico. Emmy
Nother viene in soccorso e ci da un teorema fondamentale per trovare leggi
di conservazione in situazioni qualsiasi ed in particolare in situazioni come
questa.
Riprendiamo la variazione dell’azione:

t2 1 da; \ 2
Swi—l-&xi:/ dt m< Z) —Viz;
it o) = [ [2 2 V()

to 2.,
_/ dt [md Yi | &-V} dxi+
t

1 ar
t2 d dl’l

sostanzialmente, se la trasformazione considerata non annulla il termine di
superficie, noi per far valere ancora le equazioni del moto forzatamente met-
tiamo a 0 l'altro termine integrale. L’integrale é una derivata totale rispetto
a t, per cui, porla a 0 equivale a chiedere che la cosa all’interno di d; sia una
corrente, che rispetta un’equazione di continuitad?, alla quale corrisponde
sempre (per via del teorema di Noether) una quantita conservata. Vediamo
un esempio semplice.

Supponiamo di avere V' = V (z;) solo funzione del modulo di z;, ovvero,
di r = y/ax'z;. In questo caso, S[z;] & invariante per rotazioni, poiché di-
pende solo da r e non dalle coordinate angolari. Per cui, per una rotazione
infinitesima?:

5:132‘ = EijiL'j (0.2.2)

si avra:

5S = 0. (C.2.3)

Questo, perd, ¢ uno dei casi in cui non ci si disfa del termine di bordo di
S[z; + dz;] semplicemente imponendo la condizione sulla deformazione agli
estremi:

(5xi(t1) = 5xi(t2) =0 (0.2.4)

2In generale quando abbiamo una % questa corrisponde ad un’equazione di continuita.
3In cui €ij = —¢ji & il tensore di Levi-Civita.
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ma si trova che esso dipende dagli estremi.* Dobbiamo chiedere che (C.2.3)
sia verificata se valgono le equazioni del moto:
d?z;
mﬁ +0;,V =0 (C.2.5)
che sono tali, solo se il termine di superficie (integrale) si annulla, ossia, solo
se:

to

2 d dx ; ; dx
/t dt& (mdteijx]> =0 = ¢gyz'ma’ wl = 0 (C.2.6)

1 t

ricordando che avere indici ripetuti vuol dire avere indici sommati e che
z’fij = —Eji, allora:
to

cdat dz;
m <x3£ — a:z(f;> =0 (C.2.7)
t1

in cui individuiamo, nel termine tra parentesi, proprio il momento angolare
L;j. Abbiamo quindi:

che vuol dire che il momento angolare si conserva.

Si & potuto vedere con questo semplice esempio una cosa molto impor-
tante. L’invarianza dell’azione per rotazioni corrisponde ad una legge di
conservazione ed implica l’esistenza di una costante del moto, in questo caso
il momento angolare. L’enunciato del teorema di Noether é:

Teorema 3. Ad un’invarianza dell’azione corrisponde una quantita con-
servata e quindi una legge di conservazione. Ad un’invarianza dell’azione
corrisponde una simmetria del sistema.

Da questa breve sezione concludiamo che:

e Le equazioni del moto classiche si ottengono con il principio di minima
azione.

e Le condizioni al contorno sono date dall’esterno, a seconda del tipo di
sistema.

4Bisogna distinguere i concetti di simmetria dell’azione e deformazione del cammino.
Se noi prendiamo un’azione, un cammino e lo deformiamo, allora otteniamo sia una va-
riazione del funzionale azione ¢S, sia una variazione del cammino (dal punto di vista delle
coordinate) dx. Perd, lazione ¢ invariante per rotazioni (¢ simmetrica), per cui se noi
prendiamo 45 e ruotiamo il sistema di riferimento, 5 non deve cambiare, ma ci6 non
influenza in alcun modo il fatto che si modifichi la forma del cammino e di conseguenza
gli estremi. Per questo non possiamo imporre che la variazione degli estremi sia nulla.
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e Le invarianze di S corrispondono a quantita conservate e rispecchiano
di conseguenza le simmetrie del sistema.

e Il teorema di Noether & importantissimo perché permette di determi-
nare le costanti del moto di un certo sistema, basandosi solamente sulle
invarianze che inseriamo in S.

Quello che facciamo per arrivare alla Teoria Quantistica dei Campi é esatta-
mente questo, ossia, richiedere I'invarianza sotto trasformazioni generate dal
gruppo di Lorentz (rotazioni e boosts) e dal gruppo di Poincaré (rotazioni,
boosts e traslazioni), costruire I’azione della teoria, determinare le equazioni
del moto e le quantita conservate.

Vediamo pitt in dettaglio questi argomenti quando nel capitolo §5 co-
struiamo le equazioni di campo e vediamo le varie correnti di Noether per i
diversi tipi di campi.
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Nozioni gruppi

Raccolgo in questa appendice una brevissima parte riguardo nozioni base
riguardo la teoria dei gruppi.

D.1 Notazioni

G : generale.

S : speciale, ovvero, un gruppo in cui il determinante della rappresen-
tazione matriciale di un generico elemento é uguale a 1.

L : lineare, ovvero, il generico elemento agisce su uno spazio lineare.

O : ortogonale, ovvero, GT'G = 1, e sono gruppi che garantiscono la
conservazione del prodotto scalare.

R : nella rappresentazione matriciale di un generico elemento ci sono
solo numeri reali.

C : nella rappresentazione matriciale di un generico elemento vi sono
soltanto numeri complessi.

U : il generico elemento ¢ unitario, ovvero, GIG = 1.

(n) : indica la dimensione dello spazio R™, su cui agisce la rappresenta-
zione fondamentale. Per spazi a metrica non definita si ha la notazione
(m,n), dove nella metrica avremo m segni negativi ed n positivi (o
viceversa a seconda della convenzione).

D.2 Gruppo Z,

Viene chiamato gruppo degli interi modulo 2 i cui elementi sono:

Zo={-1,1} (D.2.1)
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ed é un gruppo abeliano.
L’utilita del gruppo Z, risiete anche nella trattazione dei gruppi di Lie.
L’omeomorfismo:

SL(2,C) — SO(3,1) (D.2.2)

¢ due ad 1, ovvero, ogni elemento di SO(3, 1) ha due preimmagini in SL(2,C).
Il nucleo dell’lomeomorfismo & isomorfo a Zs, ed & generato dall’elemento
—1 € SL(2,C), poiche:

(-1)-(-1) =1 e (—1) — identita in SO(3,1). (D.2.3)

Quindi diciamo:
SL(2,C)
Zy

Similmente, sappiamo che SU(2) é un doppio ricoprimento di SO(3):

SO(3,1)

12

(D.2.4)

S0(3) = ng) (D.2.5)

in cui anche qua il nucleo & Z; generato da (—1).
Nella teoria delle rappresentazioni, Zo spesso indica una simmetria di-

screta, come paritd o cambio di segno, o anche lo spin half (dove ruotare di
27 cambia il segno dello spinore, vedi la sezione §3.2).



Appendice E

Complementi di Relativita
Speciale

E.1 Legame tra rapidita, massa di riposo ed energia
di un sistema

In questa breve appendice vedremo come sono legate tra loro la rapidita 7,
la massa a risposo di un sistema m e la sua energia. Tutto cio ci € utile per
il capitolo §6.

Ricordiamo che gli elementi della matrice che opera un boost si esprimono
in termini della rapidita 7, ricordiamo ci6 che abbiamo visto nella sezione
§3.5.1, come segue:

coshn=~ , sinhn=py , tanhn=7, (E.1.1)

con:
v 1

A=~ V=
Vi—ea

e abbiamo le matrici di boost che si possono scrivere, ad esempio con un
boost lungo x, come:

(E.1.2)

v =B 0 0 coshn —sinhn 0 0
] I T R
0 0 01 0 0 0 1
Utilizzando la cinematica relativistica abbiamo la relazione:
E=vymc* | |v]= 1ot , p=ymu (E.1.4)

ym
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esse ci permettono di trovare!:

2 2

1 mc? + yme

1 1 me
12 (9) S (49 == 14y = E.1.6
cosh” () =5 (1+7) QmCQ( +7) =3 " ( )
1 E + mc?
== E.1.7
2 mc? ( )
o in unita naturali:
n E+m
h (f) _ . E.1.8
cos 5 o ( )
Analogamente:
1 1 mey — mc?
(1) = Ly oy = L me? b1
St 2 2 (y=1) 2 mc? ( )
1 E —mc?
= — E.1.10
2 mc? ( )
e:
E_
sinh <9> - . (E.1.11)
2 2m

Possiamo ancora vedere:

n E—m VE2—m?2 D]
£ h(7> :\/ - - . B.1.12
an 2 E+m E+m E+m ( )

E.2 Generatori del gruppo di Lorentz

Verifichiamo brevemente che i generatori:

1 , . , ,
Ji = §€ijijk ; K'=M"=—-M" (E.2.1)

siano i momenti angolari e i boost. Dovremo utilizzare la relazione:
(MPOY = —i(g"g%, — g"°¢",) (E.2.2)

e il fatto che ¢", = g" gy, = 8",. Calcoliamo, ad esempio, .J,, cosi da poterlo
confrontare con la matrice trovata nella sezione §3.2, gli altri si calcolano in

ITi serve ricordare che vale:

n\ _ 1+coshy
cosh (2) =— (E.1.5)
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modo analogo (vedi calcoli nel file apposito):

1 ; 1
v = ) Jkye — = 12 21\p 12\pn
(JZ)V 2(63J’€M )1/ 2<5312M + €321 \M ,)V (M )1/ (E23)
+1 -1 —M12
= —i(¢" g% — ¢"*¢",) (E.2.4)
0 0
| -1 1 0
=—i| (O 0 1 O)+if (0 1 0 0) (E.2.5)
0 0
00 0 O 0 0 00 0 0 00
__Z.OO—IO_H.OOOO_Z.OOlO
N 00 0 O 0 -1 00 "0 =100
00 0 O 0 0 00 0 0 0O
(E.2.6)

che possiamo vedere essere una matrice 4x4 in cui nella parte spaziale com-
pare la matrice di rotazione attorno 'asse z. Analogamente:

(K"), = (MO,

=—i(g"g", — g"¢°)

1 0
_— (01 0 0)+i N (1 0 0 0) (E.2.9)

0 0

0 0
0100 0 000 0 -100
_ o000} f-t0o00)_ f-1 0 00
0000 0 000 0 0 00
0000 0000 0 0 00
(E.2.10)

che possiamo vedere essere il generatore di un boost lungo 'asse x.

Determinate le espressioni matriciali si puo verificare ’algebra del gruppo
di Lorentz.
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Appendice F

Le matrici v* di Dirac

Come abbiamo potuto vedere nei capitoli §4, 5 e 6 le matrici di Dirac y*
sono essenziali per tutta la parte della teoria della Teoria Quantistica dei
Campi che riguarda campi spinoriali. Abbiamo gia accennato a qualcosa
nel corso dei capitoli in base a quello che ci serviva, ma raccogliamo in
questa appendice tutto (o per lo meno tutto cid che ci interessa ai fini del
corso) cio che riguarda y* dalla loro introduzione fino le loro proprieta. Le
proprieta e le relazioni per le matrici v* sono moltissime e di solito si indica
con gammologia la branca della matematica che studia queste matrici, noi
impareremo alcune cose man mano che svilupperemo la Teoria Quantistica
dei Campi e non tutto. In tutti i libri di Teoria Quantistica dei Campi ¢&
presente un capitolo o un’appendice con elencate tutte le proprieta e relazioni
delle matrici v; si veda ad esempio il capitolo 47 di Srednicki Physical law
should have mathematical beauty.Srednicki:2007qs, il capitolo 3 di Peskin e
Schroeder Physical law should have mathematical beauty.Peskin:1995ev o il
capitolo 36 di Lancaster e Blundell Physical law should have mathematical
beauty.Lancaster:2014pza.

F.1 Giustificazioni fisiche

I motivi per cui abbiamo introdotto le matrici v* li abbiamo visti nella se-
zione §4.4.3, ma sono molteplici gli utilizzi, anche piuttosto importanti, delle
matrici v#. Uno dei motivi per cui si utilizzano le matrici (F.2.2) & compat-
tare I'equazione di Dirac (5.4.27), definendo, per un generico operatore a,
I’operatore:

t =~ a, (F.1.1)

che viene chiamato a-slash. Quella di ¢ si chiama anche notazione di
Feynmann. Nel caso della derivata 'operatore é:

0 0 0 2 0
— M — oY 1r~ 2+ 3
§=~"0, (7 A i i az> (F.1.2)
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il quale permette di riscrivere (5.4.27) come:
(i —m)y =0 (F.1.3)

raccogliendo la i si ottiene quella che Dirac stesso! defini una delle equazioni
piu eleganti mai scritte:
(@ +im) ¢ = 0. (F.1.4)

Un’altra relazione comoda per cui si utilizzano le matrici (F.2.2) ¢ quella
che definisce:

P =yl (F.1.5)

che, come abbiamo avuto modo di vedere nei vari capitoli, ¢ di notevole
importanza.

F.2 Definizioni e rappresentazione di Weyl

Abbiamo cominciato ad introdurre le matrici v non appena, nel capitolo
§4.4.3, abbiamo osservato le proprieta di trasformazione sotto parita degli
spinori left e right (qui abbiamo introdotto 7°) e quando abbiamo visto come
proiettare solo una delle due componenti dello spinore ) (abbiamo definito
7).

Abbiamo definito le matrici di Dirac come un’estensione in uno spa-
zio quadridimensionale delle matrici di Pauli?. Infatti avevamo scritto un
quadrivettore:

P =("7%) (F.2.2)

in cui l'indice g ¢ un indice di Lorentz, quindi corre da 0 a 3, i cui ele-
menti sono le nostre matrici. v* ha un’algebra specifica, in particolare di
anticommutatori, che é:

{2} =29" (F.2.3)

e va sotto il nome di algebra di Clifford. Sono molto importanti le matrici
~ anche per la Fisica che deriva dall’equazione di Dirac, infatti la rappre-
sentazione irriducibile & data da matrici 4x4 e cio si traduce nel fatto che
gli spinori 9 (z) descritti dall’equazione di Dirac saranno oggetti a 4 compo-
nenti. Ovviamente, non esiste un’unica rappresentazione di v, ma quella

Vedi il libro La bellezza come metodo. Saggi e riflessioni su fisica e matematica di P.

Dirac.
0 —i 3 (1 0
e I (A T

2Che sono le solite:

01_01 o2
—\1 o)
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che va sotto il nome di rappresentazione del chiriale o rappresentazione

di Weyl® definisce:

0 _ 0 12 i 0 O'i
, _(12 2) = (%7 (F.2.4)

in cui 1s ¢ la matrice identitd 2x2. La rappresentazione di Weyl permette di

decomporre lo spinore 1 come:
P = (wL> (F.2.5)
Yr

ma questa distinzione di spinori left e right é valida in qualsiasi rappresen-
tazione dell’algebra di Clifford, ed ¢ invariante, poiché come impareremo
vale [75,0‘“’ ] = 0 in cui o sono collegati ai generatori M*" di Lorentz,
il vantaggio di utilizzare la rappresentazione di Weyl, o chiriale, viene dal
fatto che la fattorizzazione di v1, e ¥pg e la loro proiezione con gli operatori
Pgr = %75 é pitt comoda rispetto ad altre. Quindi, non é che sia meno
conveniente utilizzare altre rappresentazioni delle matrici v, semplicemente
la chiralita, che vedremo essere una proprieta intrinseca dei campi spinoriali,
é meno trasparente. Per comodita possiamo riscrivere la rappresentazione

(F.2.4) in modo pit compatto, definendo:

ot =(1,6) , &"=(1,-F) (F.2.6)

o (0 "()“) . (F.2.7)

ok

che permette di scrivere:

Possiamo aggiungere ancora un’altra matrice oltre il quadrivettore (F.2.2),
che va sotto il nome di matrice di chiralita:

Y5 = (_ol 2) : (F.2.8)

Essendo la matrice (F.2.8) aggiunta in un momento successivo e non fa-
cente parte del vettore (F.2.2), ci si potrebbe chiedere quale algebra soddisfi.
Si puo dimostrare che:

{75,7"} =0 (F.2.9)
ossia, v° anticommuta con tutte le matrici di Dirac y*. Potremmo anche

chiederci se siamo in presenza di matrici hermitiane oppure no. Vediamo che
vale:

(=" )= ()= (F.2.10)
e che dunque solo 7° e 4° sono hermitiane, mentre 4* sono anti-hermitiane. I1
fatto che non «* non siamo completamente hermitiana non ci deve stupire,

3Vedi la sezione §F.4 per discorso sulle differenze tra le varie rappresentazioni.



306 APPENDICE F. Le matrici v* di Dirac

esso infatti & una conseguenza del fatto che non esistono rappresentazioni
unitarie finito dimensionali del gruppo di Lorentz (poiché non é compatto).
In generale possiamo scrivere:

(7)1 = 7%#7°. (F.2.11)

F.3 Proprieta fondamentali

Le matrici (F.2.2) hanno importanti proprieta immediate da verificare?:
() =1 (
(W)= = () = -1 (
P = (1°)? 'y =4l (
Ay, = =29 (F.34
VA Yy = 49" (
VAV AN Y = =297 (
Possiamo calcolare le traccie delle matrici v in 4 dimensioni. Torneranno
sicuramente utili. Abbiamo sicuramente:

Tr{1} = 4. (F.3.7)

Poi é facilmente dimostrabile che la traccia di un numero dispari di matrici
~ & sempre nulla. Ad esempio:

Tr{y*4°} = 0. (F.3.8)

Poi possiamo vedere le seguenti relazioni:
Tr{~yH~"} = 4g"" (F.3.9)
Tr{y'y"7"77} = 4(¢"9" = ¢"79" + ¢"74"") (F.3.10)
Tr{y°} =0 (F.3.11)
Tr{y"7"7°} =0 ( )
Tr{’y“fy”’yp”y"fy“r’} = —44ehvP9, ( )
Ovviamente, anche la matrice di chiralita (F.2.8) ha delle proprieta ana-

loghe, infatti, per 4° valgono:

. 1
7" =i = = e (7)== 1 (F.3.14)

e anche che:

,y;wpa — —iE”VpU’)/B , ,YIWP — —i—iE‘quG’YU’YS' (F.3.15)

4Noi, per lo meno in questa appendice, facciamo sempre riferimento alla
rappresentazione di Weyl.
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E importante ricordare che le proprieta e relazioni che utilizziamo valgono
nella specifica rappresentazione che utilizziamo, se ne sceglessimo un’altra
queste portebbero non essere cosi evidenti.

F.4 Rappresentazione di Dirac

Nella sezione precedente §F.2 abbiamo visto la rappresentazione di Weyl per
le matrici v*, ma & doveroso segnalare che esiste anche una rappresentazione
di Dirac. A seconda del testo che si sceglie si pud trovare I'una o 'altra.
Fissata la notazione, ma facendo variare i testi si possono trovare delle defi-
nizioni diverse a meno di un segno, infatti, alcuni testi mettono un segno —
in piil o in meno nelle matrici v e 4° (le matrici 7% sono sempre le stesse in
qualsiasi delle due rappresentazioni).
Ad ogni modo, la rappresentazione di Dirac é:

1 0 0 1 ; 0 o
0 5 % )

F.5 Forme bilineari degli spinori di Dirac

Questa sezione é fondamentale per la sezione §6.5, in cui vediamo le varie
forme bilineari che ci interessa formare degli spinori di Dirac. Vediamo in
questa sezione le matrici ['* e le loro proprieta che utilizzeremo in §6.5.

Tutte le proprieta viste riguardo gli spinori di Dirac e gli invarianti pos-
sono essere riassunte in una serie di forme bilineari. Infatti, possiamo dimo-
strare che esistono 16 matrici 4x4 ad elementi costanti, che indichiamo come
', tali per cui la combinazione ¥T'%) pud essere decomposta in termini che
hanno proprieta di trasfomazione, per operazione di matrici del gruppo di
Lorentz, ben definite® e che costituiscono una base per lo spazio di Dirac. Le
I'* sono la base per l'algebra che coverna lo spazio di Dirac, ed essendo 16
matrici permettono di dire che ’algebra ha dimensione 16, pero attenzione
che questa dimensione ¢ diversa dalla dimensione dello spazio di Dirac, che
é 4. Quello che vogliamo fare é riscrivere I'* in termini di queste 16 matrici,
cosl che riusciamo a formare delle forme bilineari (quando I'® & messa dentro
yT'%)) con le proprieta che ci servono in base alla situazione in cui siamo.
Se ci pensiamo qualcuna ’abbiamo gia vista, infatti, se prendiamo I'* = *
sappiamo che ¥y*) & un vettore di Lorentz, oppure, se prendiamo I'* = 1
sappiamo che 1) & un invariante di Lorentz. Ovviamente, gia conosciamo
una base di matrici 4x4 che ci permette di costruire degli oggetti ben defi-
niti per trasfomazioni di Lorentz, per questo motivo, gli oggetti I'* saranno

511 che vuol dire che possono essere degli invarianti, vettori di Lorentz o altro ben
definito.
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combinazioni antisimmetriche di matrici v. La nostra base di matrici I'*, ¢
formata da:

1 (1 matrice) scalare

~H (4 matrice) vettore

ot = %[7" ol (6 matrici antisimm.) tensore di rango 2
AHAB (4 matrici) pseudo-vettore

~° (1 matrice) pseudo-scalare

in cui intendiamo con pseudo-vettori e pseudo-scalari degli oggetti che tra-
sformano come vettori e come scalari, ma che cambiano segno per trasfor-
magzioni di parita.

Possiamo vedere le proprieta delle matrici I'®.

1. Vale: (I'*)? = +1. Infatti, sappiamo bene che vale (F.3.2) e (F.3.14) e
possiamo vedere che, ad esempio:

i .
o =5[] =iy (F.5.1)
= (0" = """ =+ () = L (F.5.2)

2. Ogni I'* si puo esprimere come prodotto al piu di 4 matrici v diverse,
con coefficienti £1 o +i. Ad esempio possiamo scrivere:

7" =ir"y1? F.5.3)
VO =iyt (F.5.4)
dalla (F.5.4) possiamo accorgerci che quando ci sono pit di 4 matrici ~,

almeno 2 devono essere uguali e sapendo che vale (F.3.2) il loro prodotto
fara £1 e ridurra il numero totale di matrici +.

3. Vale: VT¢I per cui a # b, allora 3 I'¢ # 1 tale per cui ['*T* = oI°
con o = +1, +14.
Questa proprieta puo essere vista come corollario della 2.

4. Vale: VI'® # 1 3 almeno una I'* tale per cui {Fa,Fb} = 0.

5. Vale: VI'® # 1 allora Tr {I"*} = 0. Infatti abbiamo:

T {I%) = +Tr {ra (rb)2} (F.5.5)
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in cui I'* & una matrice che anticommuta con I'* e per cui esiste sicuramente
la proprieta 4, cosi che possiamo operare una permutazione ciclica:

T {Fa (rb) } — +Tr {er“Tb} =FIr { (Fb) Fa} - _TT{F:;_M),)

abbiamo trovato quindi che:
Tr{l"} =-Tr{I'""} = Tr{l*}=0. (F.5.7)
6. Dalle proprieta 3 e 5 segue che per a # b vale Tr {F‘Tb} =0.

7. Le matrici I'® sono linearmente indipendenti e conseguentemente qual-
siasi matrice 4x4 puo essere scritta come sovrapposizione lineare di I'?.

Il set completo di forme bilineari che troviamo & quindi:

P (1) scalare

Pyt (4) vettore (o vettore polare)

Y (6) tensore di rango 2

PyHyS (4) pseudo-vettore (o vettore assiale)
Py°y (1) pseudo-scalare.

Rimandiamo alla sezione §6.5 per vedere le proprieta di trasformazione
degli oggetti elencati sopra.

F.5.1 1Identita di Fierz

Sono identita che legano, per scambio, le forme bilineari. Il cuore di queste
identita é la relazione che lega le matrici di Pauli:

(Ju)aﬁ (0-/1)75 = 2€0~E35- (F.5.8)

Notiamo che le componenti «, v trasformano nella rappresentazione di Weyl
come vy, mentre 5,9 come r. Utilizzeremo la rappresentazione:

Y= (i;) (F.5.9)

e gli spinori associati u, v a ¥, e YR, cioé ur, ur, vy, € vg. Sono valide le
relazioni:

— Py = 1=
{uL L="2u (F.5.10)

5
urp = Pru = %u

e analoghe per v.
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Se partiamo dalla relazione (F.5.8) e prendiamo prodotti a panino con
U1, Ug, U3 € U4 troviamo:

(@1r 0" u2R) (U3R 0 UaR) = 20~ U1 Ra U3Ry EBS U2RAB UARS (F.5.11)
= —(leRa“wm) (agRO’MUQR) (F.5.12)

dunque, il prodotto di queste forme bilineari & antisimmetrico per scambio
degli indici 2,4 e 1,3. Possiamo riscriverla anche in notazione a 4 componenti:

(ﬂlRO'MUQR) (ﬂgRO'N ’U,4R) = U "}/'u 2’}/ UQﬂg’)/u 27 Uy (F.5.13)
1 5 1 5
= —uy Y it} ug Uz yH i ug.  (F.5.14)

Le identita di Fierzz possono essere generalizzate a ciascuna delle 16
forme bilineari introdotte come:

(ﬂl FA UQ) (ﬁg e U4) . (F515)



Appendice G

Spazio di Fock

Vediamo in questa sezione una veloce sfogliata delle nozioni fondamentali
riguardo la trattazione di sistemi di particelle identiche in Meccanica Quan-
tistica e dello spazio di Fock. Per motivi di tempo e anche di brevita non
riporto tutta la trattazione, ma mi limiterd a intrudurre solamente gli og-
getti e le relazioni utili ai nostri fini. Una trattazione pitt soddisfacente e
rigorosa puod essere trovata nelle note del corso di Meccanica Quantistica 2
del Prof. Sciuto, oppure, nei capitoli 2 e 3 del Lancaster e Blundell Physical
law should have mathematical beauty.Lancaster:2014pza. Puoi anche vedere
il capitolo 1 dello Srednicki Physical law should have mathematical beau-
ty.Srednicki:2007qs. Se avete seguito il corso di IFIF sara sufficiente rivedere
gli appunti.

G.1 Particelle distinguibili

In Meccanica Classica si &€ sempre stati in grado di distinguere due parti-
celle identiche, poiché si aveva la nozione di traiettoria, per cui, almeno in
linea di principio, si poteva seguire il cammino di ciascuna particella e non
si avevano problemi nel distinguerle. Con la Meccanica Quantistica, come
abbiamo gia avuto modo di vedere, le cose si complicano poiché le paricelle
non seguono pill una traiettoria, ma rispettano il principio d’indeterminazio-
ne di Heisenberg. Per la Meccanica Quantistica due particelle identiche sono
indistinguibili. Cerchiamo in questa sezione un modo per trattare questo
tipo di sistemi in Meccanica Quantistica non relativistica.

Cominciamo con il considerare un sistema di 2 particelle, il cui spazio di
Hilbert complessivo risultera:

H=H1®H> (G.1.1)

con Hi2 gli spazi di singola particella. Possiamo definire un’operatore di
scambio Pjs che sostanzialmente permette di scambiare di posto le particelle.

311
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Scelta come base {]i) } per lo spazio H; allora I'operatore di scambio ¢ definito
come:
Piz Y cigli) i) =) cili) i) (G.1.2)
1,J i,j

E facile dimostrare che PZ% = 1 e che di conseguenza i suoi autovalori sia-
no +1. Quando troviamo l'autovalore +1 possiamo dire che lo spazio H &
simmetrico per scambio di due particelle, mentre se abbiamo autovalore —1
diciamo che H ¢ antisimmetrico per lo scambio di due particelle. Indichiamo:

: {(Hl ® Ha)s simmetrico (G1.3)

(H1 ® Ha)4 antisimmetrico.

Dunque, in generale gli spazi fisici, e di conseguenza gli stati, possono
essere solamente simmetrici o antisimmetrici e possiamo descriverli come:

¥)s = \}5 (o) )+ 1) le)) » Prlb)s=¥)g (G.1.4)
[)a = \}5 () o =) @) 5 Prald) g =) 4 (G.1.5)

Inoltre 'operatore di scambio dovra commutare con tutte le osservabili dello
SCOC (Sistema Completo di Osservabili Commutanti) poiché altrimenti la
misura di un’osservabile che non commuta con P9, permetterebbe di distin-
guere le particelle, che perod essendo identiche devono rendere invariante per
scambio il sistema.

Poiché la parita di scambio non dipende dalla coppia, non puod dipendere
dagli stati quantici occupati, dall’interazione tra esse, dal numero di parti-
celle e nemmeno dallo stato del sistema. Dagli esperimenti si vede e con la
Teoria Quantistica dei Campi si dimostra che la paritd dipende unicamen-
te dal tipo di particelle ed in particolare dipende dallo spin s del sistema.
L’autovalore di Pja & (—1)%* con s spin e permette di distinguere particelle
bosoniche e fermioniche. Dichiamo:

(—1)% - +1 spinintero = bosoni (Hi® Ha)g
" | -1 spin semi-intero = fermioni (H; ® Ha), .

(G.1.6)
In particolare, possiamo verificare che gli stati fermionici:
1
=— - G.1.7
V) F \/5(!@ X) = Ix) ) (G.1.7)
rispettano il principio di esclusione di Pauli, poiché mettendo |p) = |x)

abbiamo |¢) » = 0.
Se vogliamo scrivere un po’ meglio lo spazio di Hilbert di singola particella
possiamo scriverlo come:

H - Horb ® Hg (G.]..S)
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dove H, ¢ lo spazio di spin, che ¢ dimostrabile essere Hy = C?**1. Per un
sistema di due particelle abbiamo di conseguenza:

H= (Horb,l ® Horb,? & Hs,le,2) (G.l.g)

che ovviamente puod essere simmetrico o antisimmetrico. Ad esempio per un
sistema di 2 particelle fermioniche di spin 1/2 si ha:

H= <,Horb,1 & Horb,? & H1/2H1/2)A (GllO)

in cui tra 'altro sappiamo come scrivere gli stati, poiché ad MQ1 abbiamo
imparato che componendo due particelle con spin s = 1/2 si ottengono 4
stati di spin disaccoppiati (uno stato di singoletto e 3 di tripletto):

1,1) = (M)
11,00 = 5 (1) + 141)) (G.1.11)
1, 1) = [4)

0,0) = —= (|14) — |41)) (G.1.12)

V2

tra cui l'unico che va bene, perché rispetta I'antisimmetria, ¢ lo stato |0, 0),
che ci permette di dire che:

HippHip=Ho@®@H1 = Hr = [How1 @ Horb2 ® (Ho ® Hi1)].
(G.1.13)
A noi non interessa molto, ma se si vuole nelle dispense di Sciuto c¢’¢ un
capitolo riguardante ’attrazione e la repulsione tra le particelle bosoniche
piuttosto che fermioniche.

G.2 Formalismo dei numeri di occupazione

Vediamo in questa sezione il formalismo che ci porteremo avanti nel futuro
e come esso sia essenziale nella Meccanica Quantistica non relativistica non
appena cominciamo ad avere pit di 3 particelle nel nostro sistema. Infatti,
molte volte in Meccanica Quantistica non é fattibile trattare molte particelle.
Ad esempio, prendendo un sistema con 3 particelle abbiamo:

H=H1RQH1 H1 (G.Z.l)

in cui possiamo definire 3 operatori di scambio Pjo, P13 e Py3. Per 3 particelle
bosoniche avremmo la funzione d’onda:

V) g = A(lp1) |w2) lws) + l@1) [@3) lo2) + lws) [02) [e1) +
+ lp2) 1) [es) + le3) 1) lw2) ). (G.2.2)
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Per i fermioni basterebbe antisimmetrizzare [¢). Se immaginiamo di fare
la stessa cosa fatta per (G.2.2), ma con 4,5,6... particelle, ci rendiamo
immediatamente conto che questo implicherebbe I'avere una funzione d’onda
lunghissima e intrattabile matematicamente. Ovviamente, é un problema
risolvibile. Facciamo un passo indietro e ragioniamo sulle modalita con cui
operariamo. Fin’ora se avessimo voluto scrivere lo stato del sistema avremmo
scritto lo stato di ogni particella, lo avremmo composto con tutte le altre e
avremmo sommato tutte le possibili combinazioni. Per capirci, un sistema
di due particelle che possono essere negli stati |i1) e |iz) (diversi tra loro) lo
possiamo descrivere con la funzione d’ondas:

95,5 = 75 (i) liz) % ) i) (G.2.3)
Questo modo di procedere abbiamo appena finito di dire che non va bene.
Allora, al posto di descrivere il sistema con uno stato [¢) g o in cui specifi-
chiamo la natura bosonica o fermionica e scriviamo in modo simmetrico o
antisimmetrico tutte le possibili combinazioni di composizione degli stati di
singola particella, possiamo pensare di descrivere il sistema dicendo semplice-
mente quante particelle ci siano in uno specifico stato e lasciamo sottointesa
la simmetrizzazione o I'antisimmetrizzazione del sistema. Mi spiego meglio,
se abbiamo due particelle identiche che possono stare negli stati |i1) e |i2)
(diversi tra loro) allora il sistema complessivo lo descriviamo dicendo:

i, = 1,n5, = 1) = [1,1) (G.2.4)

in cui intendiamo dire che & presente n;, = 1 particella nello stato |i1) e n;, =
1 particella nello stato |ig). I numeri n; sono detti numeri di occupazione.
Per generalizzare il tutto prendiamo un sistema di IV particelle con:

HN=H1QH1® - @H;. (G.2.5)
N volte

Utilizzando il fomalismo dei numeri di occupazione possiamo scrivere in
modo sintetico una qualsiasi base per lo spazio H y:

{n}) = |no,n1,...,nn) n; €N (G.2.6)
ma con il vincolo per particelle bosoniche:
> ni=N (G.2.7)
i
e per particelle fermioniche:

n; = 0, 1 (G.2.8)

poiché se sono particelle fermioniche ovviamente devono rispettare il prin-
cipio di Pauli e non possiamo avere piu di una particella in un certo stato

i)
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In questo formalismo gli stati di singoletto e tripletto li scriviamo:

L,1) = It 12,0
11,0) = J5 (It) + [41) . 1,1) (G.2.9)
1,-1) = [4) 0,2)
0,0) = 5 (114) = [41)) L1

in cui notiamo che abbiamo due stati |1,1), ma uno simmetrico ed uno
antisimmetrico. Per ora sorvoliamo sul fatto che non siamo in grado di
distinguere la natura bosonica o fermionica di un sistema, lo capiremo meglio
quando riparleremo degli operatori e af.

G.3 Spazio di Fock

Quando cerchiamo di fare la seconda quantizzazione, ovvero cerchiamo di
passare da una teoria di campo classica ad una teoria di campo quantistica,
cerchiamo di avere una descrizione che ammetta sia sistemi con un numero
oo di particelle sia sistemi con il numero di particelle non fissato. Avere
N — 0o o N non fissato nella Meccanica Quantistica non relativistica non é
permesso’, per cui lo spazio che avremo nella nuova teoria di campo quan-
tistica non potra essere lo spazio di Hilbert a cui eravamo abituati. Ricorda
che N grande e non fissato era uno dei problemi della MQ analizzati nel
capitolo §1.

Il nuovo spazio che avremo nella nostra teoria si chiama spazio di Fock
e si costruisce partendo dagli spazi di N particelle, bosoniche o fermioniche,
e da uno spazio aggiuntivo Hy che ¢ definito come lo spazio unidimensionale,
generato da |0), e rappresenta lo stato di vuoto, ovvero l’assenza di particelle.
Abbiamo:

HFock:IHO@HLB/F@HZB/F@'”@HNyB/F (G31)

in cui H; g/r sono i sottospazi di i particelle. Come gia detto possiamo
estendere lo spazio di Fock per N — oo e ottenere:

HFock — @ HN,B/F' (G32)
N=0

Fissata una base per H; si puo anche fissare la base di Hpock utilizzando
il formalismo dei numeri di occupazione. Gli elementi di tale base sono i

vettori:
n; € N bosoni
{n}) { (G.3.3)

n; = 0,1 fermioni

in cui ciascun elemento appartiene ad un solo sottospazio H; g/

'Mandare N — oo in Meccanica Quantistica fa perdere la separabilita dello spazio.
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G.4 Operatori di creazione e distruzione

Abbiamo detto che vogliamo descrivere sistemi in cui il numero di particelle
non ¢ fissato, perd non abbiamo detto come aggiungere o togliere particelle
al sistema. Descriviamo in questa sezione gli operatori di creazione &' e di
distruzione @, che per semplicita scriveremo senza cappelletto. Il formalismo
matematico che utilizzeremo sara identico a quello utilizzato per gli operatori
di innalzamento e abbassamento dell’oscillatore armonico della Meccanica
Quantistica, ma il significato fisico completamente differente (Puoi vedere
le note di Meccanica Quantistica 1 sulla mia pagina personale). Ora, come
vedremo, il nome creazione e distruzione sara descrittivo dell’azione che essi
svolgono. Come detto, pero, dobbiamo distinguere i sistemi bosonici da
quelli fermionici per via dei vincoli che abbiamo sui valori che n; numero di
occupazione puo assumere.

Procediamo per step e cominciamo a definire aj. come l'operatore di
creazione e a; come I'operatore di distruzione, che rispettivamente crea-
no e distruggono particelle nello stato ¢ e sono operatori che vivono nello
spazio di Fock. Il discorso che faremo sara gia introduttivo per il teorema
dello spin-statistica, ma vedremo meglio il discorso in seguito. Immaginiamo
di voler creare il sistema con una particella nello stato i; ed una nello stato
1. Possiamo quindi agire sullo stato di vuoto come:

aj»la;rz |0) o [1,1) (G.4.1)
ma allo stesso tempo come:
al al |0y o |1,1) (G.4.2)

in cui il segno di proporzionalita é necessario perché c¢’é¢ una costante ancora
da determinare. Se lo stato finale che otteniamo ¢ sempre |1,1) allora ci
aspettiamo che in qualche modo gli operatori che utilizziamo per crearlo
siano proporzionali:

ajl a;-rQ = )\a;gajl (G.4.3)
con \ costante. Assumiamo che ci siano solamente due possibilita: A = 41,
che rispecchiano la possibilita di avere stati simmetrici, piuttostoche anti-
simmetrici rispetto lo scambio delle due particelle, ovvero, bosoni e fermioni.

Chiamiamo i1 = 4 e i3 = j per semplicita.

Bosoni Prendiamo A = +1 e abbiamo:
a;ra; = a}az (G.4.4)

il che ci permette di vedere:

[aj,aﬂ = aja; - a;aj- =0. (G.4.5)
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con discorsi analoghi abbiamo anche:
[ai, (Ij} =0 (G.4.6)

e possiamo imporre, in analogia con quanto succedeva in Meccanica Quan-
tistica quando componevamo due oscillatori armonici:

[ai,aﬂ = 0i;. (G.A4.7)

Possiamo generalizzare 1'azione degli operatori a; e az sfruttando i fatto-
ri di normalizzazione che avevamo definito nella trattazione dell’oscillatore
armonico. Definiamo nel caso generale:

a3|n1,...,ni,...> =vni+1l|ny,...,ni+1,...) (G.4.8)
ai\nl,...,ni,...> :m|n1,...,ni—1,...>. (G49)

Per snellire leggermente la trattazione possiamo scrivere al posto del ket con
tutti i numeri di occupazione solamente un ket compatto in cui inseriamo
solo il numero di occupazione che viene modificato dall’azione dell’operatore;
quello che sto dicendo é che le relazioni generiche diventano:

a; |ng) = vni1 +1|n; +1) (G.4.10)

Ovviamente, come per 'oscillatore armonico, vale:
a; |0) = 0. (G.4.12)

Ad esempio, partiamo dallo stato |1,0,1) e applichiamo l'operatore a;

otteniamo:
az(1,0,1) =11,1,1). (G.4.13)

Chiudiamo questo paragrafo vedendo come creare un generico stato:

) =TT 45 1o (@.414)

1€N

Possiamo vedere che nel caso bosonico agire sul vuoto prima con a;.r 0 con

a;r- non cambia nulla:

alal|0) = alal |0) (G.4.15)

per via della simmetria e delle regole di commutazione.
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Fermioni Analizziamo ora il caso in cui in (G.4.3) abbiamo A = —1. Ora
abbiamo:

al (G.4.16)

il che porta a:

{aj,a}} =0 (G.4.17)

e anche:
{ai, aj} =0 s {ai, aj} = 51] (G.4.18)

Anche per particelle fermioniche possiamo definire I’azione degli operatori
di creazione e distruzione come sopra, ma ora oltre la condizione:

a;[0) = 0 (G.4.19)

abbiamo anche:
alln;i=1) =0 (G.4.20)

per via del principio di esclusione di Pauli.
Possiamo scrivere lo stato generico come:

[{n}) = [ (@)™ |0) (G.4.21)

i€N

in cui non abbiamo il fattore di normalizzazione per via del fatto che n; =
0,1.

Pero facciamo attenzione perché non é cosi banale come agiscono gli
operatori al-L su stati che non siano [0) o |n; = 1). Infatti se per un siste-
ma bosonico avevamo (G.4.15), ovvero la simmetria per lo scambio di due
operatori af, ora abbiamo:

d@mzdwzwzmszzwséwwwww»<Gmm

e se immaginiamo di invertire ’ordine degli operatori:

1

@dmzémzwzmszznzyymmfmm><Gmw
e dunque:
alal |0y = —alal |0) (G.4.24)
1 j j 1

a causa dell’asimmetria e delle regole di anti-commutazione.
Vedi la sezione §G.5 del normal ordering per vedere le relazioni generali
per le azioni di a; e a;r nel caso fermionico.
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G.5 Normal Ordering

Parliamo ora di quello che va sotto il nome di normal ordering, che indi-
chiamo come N[ -] =: - : e che serve per riuscire ad attribuire un segno
alla nostra base e a capire si siamo in presenza di fermioni o bosoni. L’a-
zione di N[ - | serve anche per eliminare gli infiniti che si vengono a creare
nella costruzione della teoria di campo (vedi la sezione §7.2.1). Definiamo
il normal ordering scegliendo come posizionare gli operatori di creazione e
distruzione davanti allo stato su cui stanno agendo. Ovviamente, il problema
ce lo poniamo quando abbiamo una produttoria di pitt di un operatore che
agisce su uno stato.

Scegliamo innanzitutto di mettere gli operatori che compaiono nella pro-
duttoria in ordine crescente e poi di mettere tutti gli operatori az a sinistra
e tutti gli a; a destra.

Quando siamo in presenza di bosoni il normal ordering non da problemi
vista ’algebra di commutatori che li governa, ma quando trattiamo fermioni
compare un segno meno, per via degli anticommutatori.

Possiamo scrivere ad esempio, nel caso bosonico:

N {aaT] =:aa':=d'a (G.5.1)
N [aTaaaTaq =:a'aadd : =a'dlalaa (G.5.2)
N {al ag ag] = ag aj ag (G.5.3)

dove in (G.5.3) non conta 'ordine tra a; e ag poiché essi commutano.

Nel caso fermionico invece avremmo in (G.5.3):
N [al ag ag} = —ag ai as (G.5.4)

in cui abbiamo fatto solo una permutazione che, per via dell’anticommuta-
tore, fa comparire un segno meno.

Il normal ordering serve per capire come agiscono gli operatori di crea-
zione e distruzione su stati che non siano |0) o |n; = 1) nel caso fermionico.
Facciamo un esempio. Consideriamo come stato iniziale |0, 1,1) e vogliamo
agire con ag su di esso (le etichette le facciamo partire da 0), siamo sicuri di
ottenere:

az10,1,1) = [0,1,0) ? (G.5.5)
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Utilizziamo le regole che ci siamo imposti:

a210,1,1) = ag alal |0) (G.5.6)
= —aJ{ag ag |0) (G.5.7)
= —al(1 —alay)|0) (G.5.8)
= —al]0) + alalas |0) (G.5.9)
= —al|0) (G.5.10)
=—10,1,0) (G.5.11)

abbiamo ottenuto un segno di differenza rispetto quello che ci aspettavamo.
Un altro esempio é:

al]1,0,1) = a{aéag |0) = aéa{ag 0) =—1,1,1). (G.5.12)

Nel caso fermionico, in base a quello visto fin’ora, possiamo scrivere:
a; |n;) = +n; |n; — 1) (G.5.13)
aZT Ini) = £(1 —ny)|n; +1). (G.5.14)

G.5.1 Operatore numero di occupazione

Con il formalismo del numero di occupazione n; ci rappresenta il numero
di particelle nello stato |i). C’¢ un operatore che ci permette di capire,
se abbiamo il nostro sistema in un suo generico stato, quante particelle si
trovano nello stato di singola particella |i). Definiamo 'operatore:

i =ala; (G.5.15)

che chiamiamo operatore numero.
Verifichiamo che effettivamente 7; conti le particelle. Per i bosoni é
immediato:

N |ni) = azai In;) = ag\/ni- In; — 1) = n;|n;) (G.5.16)

e vediamo che 'autovalore di n; € proprio il numero di particelle n;. Per il
caso fermionico abbiamo:

i |ni) = ala; [ni) = al (£n; |n; — 1)) (G.5.17)
= tnia] [n; — 1) = £n[£(1 — (n; — 1)) [ny)] ( )
= 4n;[+(1 — n; + 1)] |ni) = ni(2 — ny) [ng) ( )

= (2n; — n?) |ng) (G.5.20)

( )
( )
( )

2 _
vale n; =n;
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Notiamo che n? = n; solo perché nel caso fermionico abbiamo che n; = 0, 1.

Possiamo anche definire 'operatore numero che conta, non le particelle
in un singolo stato, ma le particelle totali nel sistema. In questo caso €&
presente una somma su tutti i possibili stati ¢. L’operatore é:

N |{ni}) = Zm {ni}) = an {ni}) = N [{ni}) (G.5.24)

G.6 Operatore di campo quantizzato

Vediamo in questa sezione la potenza che ha il formalismo dei numeri di
occupazione e lo spazio di Fock. Infatti, lo spazio di Fock permette di "rior-
ganizzare" lo spazio di Hilbert e di trattare sistemi di paricelle identiche
con un nuovo formalismo, trattando la funzione d’onda, nel senso della MQ),
come un campo.

Facciamo attenzione che siamo ancora in Meccanica Quantistica non re-
lativistica anche se stiamo facendo cose che ci sembrano familiari a quelle
che facciamo in Teoria Quantistica dei Campi.

Abbiamo visto che per particella singola scriviamo:
H - %Orb ® 7_‘5 (G.6.1)

e tra tutte le basi per lo spazio di singola particella la pitt naturale é quella
composta dagli autovalori simultanei della posizione Z e della terza compo-
nente dello spin S3, cioé i vettori |Z, o), e per cui valgono le equazioni agli
autovalori:

T|d o) =2|%,0) , &|%0)=hol|Z o). (G.6.2)

Purtroppo perd non é una base numerabile e occorre fare un’estensione al
continuo. Per brevita di notazione? possiamo scrivere:

|Zi01,. .., 280N) = {Z,0}) (G.6.4)

che rappresenta una base per lo spazio Hy di N particelle bosoniche o
fermioniche.

Possiamo scrivere una base sia per lo spazio simmetrico che antisimme-
trico di bosoni e fermioni identici:

1
{Z,o})g = WZP|:C_101,...,:U_NUN> (G.6.5)
P

(& o)), = \/% ZP:(—l)PP Fion, .. ThoN) (G.6.6)

2Nota che I’ordine dei prodotti diretti & solo convenzione e potremmo tranquillamente
scrivere:

|01, ..., Enon) = |T1,..., @8 |o1,...,on) = {Z}) [{o}) . (G.6.3)
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in cui la somma ¢ estesa a tutti gli operatori di scambio dello spazio H  che
permutano gli stati delle particelle e il termine (—1)” indica che il termine
della sommatoria va preso con il segno positivo o negativo a seconda che il
numero di scambi sia pari o dispari.

Prendiamo il caso di particelle bosoniche. Fissata la base possiamo creare
un’operatore 1 (Z) che crei una particella nello stato |{Z,c}), proprio come
nello spazio discreto faceva @; per lo stato |{i}). In particolare, quando ¢} (%)
agisce sullo stato di vuoto vorremmo:

P5(@)10) = |7, 0). (G.6.7)

Per dare una rappresentazione di 1/3T possiamo utilizzare la relazione di
completezza dello spazio nella relazione (G.6.7):

PE@) 10) = i, p) (i, |, o) (G.6.8)
i,p

in cui I'indice 7 indica gli autostati del sistema di particella singola, per via
del fatto che possiamo separare i prodotti diretti:

5@ 10) =D 1i, p) (ilE) (plo) (G.6.9)
i,p

=" Ji, p) (i|Z) 6,0 (G.6.10)
i,p

= {il#) i, o) (G.6.11)
4,p
=" (i|z) al, 0) (G.6.12)

z,p

individuiamo dunque:
V(@) =Y (i) al, (G-6.13)
i,p
in cui possiamo identificare, come abbiamo imparato dalla Meccanica Quan-
tistica, il braket (i|Z) con la funzione d’onda (di singola particella) wg (Z)
(ora la T indica il complesso coniugato) nel senso della MQ non relativistica.
Nota che se vogliamo creare una particella con una certa terza compo-
nente di spin ¢ in un certo ponto #, abbiamo utilizzato gli operatori di
creazione &', che appunto creano una particella il cui stato & autostato del-
I'impulso. Per creare uno stato con posizione & fissata abbiamo bisogno di
infiniti autostati dell’impuso®

3Ricorda che spazio delle coordinate e degli impulsi sono collegati tramite una tra-
sformata di Fourier, per cui passare da uno spazio all’altro implica un integrale su una
variabile continua.
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Possiamo vedere ’hermitiano coniugato di (G.6.13):
bo(E) =D (#]i) aio. (G.6.14)
,p
Notiamo subito che vale:

Yo (£)]0) = 0. (G.6.15)

Abbiamo quindi trovato che gli operatori (G.6.13) e (G.6.14) sono una
combinazione lineare degli operatori di creazione e distruzione pesati tramite
le funzioni d’onda wj(i") = (1|Z) e 1;(¥) = (Z|i) nello spazio delle configu-
razioni. Gli operatori (G.6.13) e (G.6.14) creano e distruggono particelle di
spin ¢ nel punto & dello spazio delle configurazioni.

Uno stato generico lo costruiamo come:

G (@) 9, (&) .. L (FN) |0) = [F1o1, Ta0a, ..., Enon) . (G.6.16)

Notiamo un’ultima cosa, che ritroveremo anche nella Teoria Quantistica
dei Campi capitolo §7, ossia lo studio dell’algebra degli operatori (G.6.13) e
(G.6.14). Vediamo:

[0o(@), G = D (i) (1) [aio al, | (G.6.17)

1,J

=" (@) (717) 51100, (G.6.18)
1,J
= >~ (@i Gl 3o (G.6.19)

= 0,p0° (% — 7). (G.6.20)

Valgono anche:
[Uo(@), 0] =0 = [aig.5] =0 (G.6.21)
1@, 0] =0 = |al,.dl,] =0 (CG6.22)

Noi abbiamo visto il caso bosonico, ma il caso di particelle fermioniche
basta semplicemente sostituire i commutatori con gli anticommutatori.

Quello che abbiamo visto € il modo in cui si tratta la Meccanica Quan-
tistica non relativistica per un sistema con molte particelle bosoniche (o fer-
mioniche). La generalizzazione del formalismo che abbiamo sviluppato (vedi
Srednicki Physical law should have mathematical beauty.Srednicki:2007qs
nel capitolo 1 come ne parla) non puo essere fatta se non passando ad una
teoria di campo, che sara proprio quello che faremo nel capitolo §7, a cui
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rimando per discorsi dettagliati riguardo la Teoria Quantistica dei Campi.
Passare ad una teoria di campo ci permette di trattare sistemi a molte par-
ticelle, il cui numero non per forza é fissato, ma ci costringe non solo ad
abbandonare il concetto di particella singola, visto che gli oggetti base della
teoria sono campi formati da una somma su tutti i possibili stati, ma anche
il concetto base di funzione d’onda, che comunque continua a rimanerci ac-
canto comparendo dentro la definizione di operatore di campo quantizzato.
Nota che aver il campo, funzione di una variabile continua, ci porta ad avere
sistemi con oo gradi di liberta.



Appendice H

Discorsi sulla costruzione

dell’operatore di campo di
Klein-Gordon

H.1 Riferimenti dei libri

Visto che mi é sembrato un po’ oscuro il modo in cui ci siamo ricavati I’e-
spressione dell’operatore di campo ¢, allora ho deciso di raccogliere le varie
fonti per chiarirmi un po’ le idee:

e Dal capitolo 2.3 di Peskin e Schroeder Physical law should have ma-
thematical beauty.Peskin:1995ev e Tong Physical law should have ma-
thematical beauty.Tong: vediamo che se espandiamo il campo ¢(z) di
Klein-Gordon come (facciamo una trasformazione di Fourier):

Bp
T,t) = (Pt H.1.1
0@ = [ g ol (HL1)

possiamo riscrivere I’equazione di Klein-Gordon come:

62

e non ¢ difficile accorgersi che questa é ’equazione differenziale di
un’oscillatore armonico con pulsazione:

wp =V p? + m?2. (H.1.3)

Dal corso di MQ1 noi sappiamo bene come risolvere il problema dell’o-
scillatore armonico (se vuoi ripassa il comportamento degli operatori di
innalzamento ed abbassamento nell’appendice G) e sappiamo scrivere
posizione ed impulso in termini di af e a:

q= \/;Tp(a—i-aT) , pz—z\/?(a—a*). (H.1.4)
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Ora, stiamo andando nella teoria di campo e abbiamo ¢ — ¢(z) e
p; — II(z), per cui in analogia con quanto gia noto scriviamo:

¢ = \/;Tp (a+ aT> , II'= —i\/? (a - aT) . (H.1.5)

Possiamo scrivere I'espansione il campo di Klein-Gordon usando lo stes-

so ragionamento, ma trattando ogni modo di oscillazione, ad impulso

P fissato, come un’oscillatore armonico indipendente con il proprio a e
t.

al:

d3 1 . -
o(¥) = / Bk (ape’p'x + a;eﬂp'w) (H.1.6)

@n)? \/2s,

e di conseguenza:

(%) = / (gjf)’g (—4) % (apeiﬁf—a;e*iﬁ-”). (H.1.7)

In questo modo anche i discorsi sui fattori di normalizzazione si risol-
vono in automatico.

Questo discorso é anche collegato a quanto detto per la costruzione del
campo quantizzato nell’Appendice G. Avevamo trovato che I'operatore
di campo era:

V(@) =D (@li)ais . O5@) = (ilF)al, (H.1.8)

1,0 1,0

in cui compariva la funzione d’onda nel senso della Meccanica Quanti-
stica che pesava gli operatori di creazione e distruzione.

Dal capitolo 11 di Lancaster e Blundell Physical law should have ma-
thematical beauty.Lancaster:2014pza: fanno i primi step, in cui costrui-
scono L, H e le relazioni di commutazione esattamente come facciamo
noi nel capitolo §7. Poi, dopo aver elevato ad operatori qu e I1 si convin-
ce che il modo pili conveniente per capire come essi possano agire sullo
stato [{n;}) di numeri di occupazione sia quello di scriverli in termini
di operatori di creazione e distruzione. Quello che fanno é ricordarsi
i risultati che hanno ottenuto nel loro capitolo §2 in cui studiano gli
oscillatori armonici quantistici e le loro composizioni. In particolare
cio che ricordano é come scrivono 1’operatore posizione in termini di a
e ajr, ossia:

. h\ 2 1 ~ ikja | At —ikja
B= () X e (e wile ).y
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In analogia a cio, facendo i cambi k— D, wr — E,e 2 — QAS, scrivono
I’operatore di campo indipendente dal tempo:

&(F) = / (dgp 1 (apeiﬁ‘f + a;e—iﬁ'f) (H.1.10)

2m)32 | oE,

in cui non fanno molti discorsi sui fattori di normalizzazione, ma ne
parleremo meglio noi in seguito. Nel capitolo 11 fanno dei discorsi
molto simili a quelli che ho riportato nel capitolo §7. Anche per loro

vale:
E, = +\/p?+ m?2. (H.1.11)

e Dal capitolo 3 di Srednicki Physical law should have mathematical
beauty.Srednicki:2007¢s: lui fa in una pagina un paio di osservazioni,
basati sui risultati che aveva ottenuto per ’hamiltoniana della MQ non
relativistica nel tentativo di relativizzarla (nel suo capitolo 1), e arriva
a scrivere un’espressione, relativistica, per H. Poi ricomincia tutto da
capo e mostra meglio 'invarianza di Lorentz di quello che crea.

Ricomincia da capo, prende un campo classico scalare e reale, si scri-
ve una lagrangiana Lorentz invariante, calcola ’azione e la minimizza
trovando l’equazione di Klein-Gordon. Nota che la generica soluzione
di KG é I'onda piana di forma:

con k vettore d’onda arbitrario e w della forma:

w =\ k2 + m?2. (H.1.13)

La generica soluzione di Klein-Gordon la scrive di conseguenza come:

O(7,1) = % [a(E)e“’“‘f—iwt n b(E)ei’?Wt} (H.1.14)

con a(k) e b(k) funzioni arbitrarie e f(k) inserita per futura convenien-
za. Siamo ancora in una teoria di campo classica, ma se interpretas-

simo ¢(&,t) come una funzione d’onda (che non ¢) potremmo vedere
in e+t §] contribuito delle energie negative, poiché sappiamo che

la soluzione dell’equazione di Schrodinger libera é ¢ eiFTF—E@) iy

cui E(p) é lenergia della particella, se prendiamo R THEDE allora

abbiamo un segno meno da associare all’energia.

Srednicki fa tutti i discorsi utilizzando campi classici reali (reale che
vuol dire che ¢(Z,t) assegna un numero reale ad ogni punto dello spa-
zio tempo) e scalari (che significa che per due sistemi di riferimento
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inerziali diversi vale ¢(x) = @(Z), ovvero, che le equazioni del moto in
SRI diversi sono uguali). Per avere un campo reale bisogna imporre
o(x) = ¢*(x), il che ci porta a:

d3k

(b*(f? t) _ m [a*(lg)efilg-a’ﬂriwt + b*(];)efifc’-ffiwt} (H.1.15)
= ;3(3:) [a*(E)e_iE‘f"'th + b*(_}%’)eiﬁf—iwt} (H.1.16)

in cui nella seconda riga cambiamo variabile d’integrazione del secondo
termine £k — —k. Comparando le espressioni di ¢ e ¢* e imponendo
I'uguaglianza si arriva a:

a(k) = b*(—k) (H.1.17)
che permette di scrivere facilmente:
- Pk 1o R x0T\ ik-Ziwt
o(Z,t) = a(k)e +a*(—k)e (H.1.18)
f(k) L
BE r - o o
= [ — |a(k)eF Tt 4 g (k) thatiwt H.1.19
7 l«® () | )
Bk o~ ikH PN ik
= [ ——= |a(k)e"™ " 4+ a*(k)e " Tn H.1.20
7 @ (Rye k"] (H.1.20)
con k* quadrivettore d’onda e il prodotto’:
ke, = —wpt + k- T (H.1.21)

che é Lorentz invariante. A questo punto passa a parlare della nor-
malizzazione f(k) e la fissa in modo che la misura di integrazione sia
Lorentz invariante. Il modo in cui Srednicki lo fa ¢ prendendo (co-
me facciamo noi nel capitolo §7) d*k§(k? + m?)8(k°) che abbiamo
dimostrato valere:

+o0 1
/ dk? 5 (k% + m?)0 (k%) = o (H.1.22)
Per questo motivo sceglie f(k*) = (27)32w e quindi arriva a:
= 4’k N iktx (T, —iktx

Pero, arrivato a questo punto si stanca della teoria classica ed eleva i
campi al ruolo di operatore e definisce le regole di commutazione come
le abbiamo gia viste. Quando impone i commutatori tra i campi e i
momenti coniugati vede anche le regole di commutazione di a(E) e il
suo complesso coniugato, che ora é diventato I’hermitiano, ossia aT(E).
Nel capitolo 4 comincia a parlare del teorema di spin-statistica, ma

lasciamolo per il futuro.

'Nota che Srednicki utilizza la metrica Minkowskiana con i segni opposti a quelli usati
da noi.
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H.2 Normalizzazione stati a tri-impulso fissato

In questa sezione parleremo della normalizzazione degli stati E> a tri-impulso

fissato; prima verificheremo che siano correttamente normalizzati e solo suc-
cessivamente vedremo che non sono Lorentz invarianti.

Se partiamo dalla conoscenza di:

-

k

=allo)y , (k| =(0|a (H.2.1)
)

e una corretta normalizzazione dello stato di vuoto:

0|0y =1 (H.2.2)

allora, possiamo verificare:
<E’ 1%’> = (0] ayal 0) (H.2.3)
— (0] ([aw-af| +aar) I0) (H.2.4)
= (0] |aw,a} ] 0) (H.2.5)
= (0| 8*(k — k') |0) (H.2.6)
=03k — k') (H.2.7)

come volevamo.>
Parliamo ora del fatto che:

<;2;’/ E> = 3k — k) (H.2.8)

non sia Lorentz invariante. Se facciamo, ad esempio, un boost nella direzione
3 abbiamo:

= () = =) =(, () a2

_ (VEk + Bryks
_ (MEk o kz) (H.2.10)
_ (V(Eg + Bk3)
= <’Y(5Ek 4 kg)) . (H.Q.ll)

2La norma di l;> é positiva poiché il commutatore ¢ stato definito con il segno positivo.
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Quindi la misura di integrazione Lorentz invariante dovra essere normalizzata
in modo tale che:

83k — p)d®k = 63 (K — )3k’ (H.2.12)
3 37 —y Ak’
k—p) =8k —§) = H.2.1
0%k —p) = °(K = P) g3 (H.2.13)
. - dE
Bk—p) =K — )y (Bt +1 (H.2.14)
dks
utilizzando:
El -k =m> = FE,= \/m (H.2.15)
dE, 1 ks
—E = 9ky = — H.2.16
dks 2B, ° " E ( )
otteniamo:
. . k
B3k —p) =0 —p)y <5E3 + 1) (H.2.17)
k
= 83K — §)-L (B + Bks) (H.2.18)
Ek ~————
E'y
- E
=Bk — )=~ (H.2.19)
Ex

quindi, la normalizzazione Lorentz invariante degli stati a tri-impulso fissato
deve includere un fattore proporzionale all’energia in modo che:

(klp) = 83(k — p) By = 0% (K — ') E'y (H.2.20)

proprio come abbiamo trovato nel campitolo §7.



Appendice 1

Rappresentazione di
Interazione

Ricordiamo in questa appendice alcune cose riguardo la rappresentazione di
interazione. Questo tipo di interazione ¢ la pitt comoda da utilizzare in Teoria
Quantistica dei Campi e potrd essere un po’ veloce su alcuni punti riguardo
le rappresentazioni di Heisenberg e Schrodinger, ma per quello rivedi gli ap-
punti di MQ1. Puoi seguire per questa appendice il capitolo 18 del Lancaster
e Blundell Physical law should have mathematical beauty.Lancaster:2014pza.

Come ben sappiamo Finora in Meccanica Quantistica possiamo avere una
formulazione con stati dipendenti dal tempo ed operatori indipendenti dal
tempo (rappresentazione di Schrodinger) o una con stati indipendenti dal
tempo e operatori dipendenti dal tempo (rappresentazione di Heisenberg).
Sappiamo anche che é disponibile una terza via, chiamata rappresentazio-
ne dell’interazione, in cui sia gli stati che gli operatori hanno una certa
dipendenza dal tempo.

Come detto sopra, prendiamo I’hamiltoniana divisa in due parti H =
Hy + H'. La parte libera sara generalmente indipendente dal tempo e puo
essere facilmente risolta. Imponiamo che gli operatori nella rappresentazione
di interazione evolvono nel tempo (secondo Heisenberg) attraverso la parte
libera dell’hamiltoniana:

O (t) = etHlotOe=itlot (1.0.1)
e avremo dunque un’equazione del moto di tipo Heisemberg:

dO;

i~ = [O[,ﬁo]. (1.0.2)

Pero una volta stabilita la dipendenza temporale degli operatori, possiamo
utilizzare un generico elemento di matrice per vedere come evolvono gli sta-
ti. Sfruttiamo il fatto che i valori medi rimangono uguali al variare della
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rappresentazione:
s (6] 04 (t) (L0.3)
= ($1(8)| Or(t) 91 (1)) (1.0.4)
= ($1()| 1 O™ Mot |3y (1)) (1.0.5)

e da quello scritto sopra vediamo bene che:

() = e T gy (8) = [er(t)) = Mol yp(t)) g (L0.6)

che possiamo derivarla nel tempo:

(D)) = i [ () ] (L0.7)
= —Hoe o [gp(t)) g + €0t gt (1)) g (1.0.8)
N—_———
A o ARO)
= —Hoc' M0 [4)()) g + PO H [oh(1) g (10.9)
= —Hoe'" [ih(t))  + € (Ho + H') [9(1)) (1.0.10)
= O H |4(t)) (1.0.11)
= etHot fte=iHot |y, (1)) (1.0.12)

Dunque, vediamo che mentre gli operatori, nella rappresentazione di in-
terazione, evolvono come scritto in (I1.0.1) e (1.0.2), gli stati evolvono alla
Schrodinger con H':

i [or() = Hr (1) (L0.13)

in cui Hy é I’hamiltoniana di interazione, che essendo un’operatore anch’essa,
evolve secondo Heisenberg:

Hy = ettt fyt o—iflot. (1.0.14)

Forse é passata in secondo piano, ma abbiamo detto che tutte le descri-
zioni che diamo sono equivalenti, il che ¢ molto importante, poiché la Fisica,
chiaramente, non deve dipendere da come noi scriviamo gli oggetti. Cio lo
possiamo facilmente verificare calcolando un generico elemento di matrice di
un qualsiasi operatore:

(F)y = sW®IF (1) (L.0.15)

= (W (0)|UT(t,0)FU(t,0)[¢(0)) (L.0.16)
= ((0)] ¢ Fe= 1 [y (0)) (L0.17)
= (1(0)] "t eHI0t fre ot =i ) 0)) (L.0.18)

e
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in cui, ovviamente tutte le uguaglianze sono valide e i vari termini sono
equivalenti, ma in particolare individuiamo in (I1.0.15) la rappresentazione
di Schrodinger, in (1.0.17) la rappresentazione di Heisenberg e in (1.0.18), se
assegnamo gli esponenziali correttamente, la rappresentazione di interazione.

Notiamo che in particolare tutte le rappresentazioni coincidono a t = 0,
poiché:

et =0 =1 = OI =0 ) IA{I =i . [¥r(0)) = ‘¢(0)>S :
(1.0.19)
il motivo per cui la rappresentazione di interazione & importante lo ab-
biamo spiegato quando abbiamo definito la matrice di scattering S.
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Appendice J

Indice file aggiuntivo con 1
conti

Riporto un rapido indice dei conti che puoi trovare nel file dei conti aggiun-
tivi.
e Dimostrazione algebra SO(1,3) con rappresentazione differenziale .1
e Dimostrazione algebra SU(2) @ SU(2) .......cooviiiiiiiiiii.. 3
e Dimostrazione generatori J? e K* a partire dagli M* ............. 5

e Momenti angolari e boost sotto trasformazioni di parita e inversione
temporale .. ... 7

e Conti proprieta di trasformazione spinori Led R .................. 9

e Conti corrente di Noether caso generico e per trasformazione di coor-

dinate .. ..o 10
e Dimostrazione che AS ¢é equivalente a 65 a meno di un termine di
DOTdO . 12
e Dimostrazione espressione elicita ................ ... ... ... ... 13
e Dimistrazione teorema di Noether .............. ... ... ... ..... 15

07

e Espressione matrici " € 0% ... 16

e Dimostrazione (+ convenzioni) espressione matrice bidimensionale per

S ) e 17
e Dimostrazione pp =pp ... 19
e Conti causalita propagatore scalare .............................. 20
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Appendice K

Elenco di cose da dover ripetere

Raccolgo in questo capitolo una sorta di indice allungato in cui inserisco vari
punti che mi servono per riuscire a ripetere in vista dell’esame senza dover
leggere continuamente gli appunti.

1 - Introduzione

E una parte introduttiva e discorsiva. Puoi iniziare parlando dei problemi
della Meccanica Quantistica e dei motivi per cui si vuole costruire una nuova
teoria. Puoi provare a relativizzare 1’equazione di Schrodinger, ma spiega il
perché fallisci quasi subito.

Potresti parlare anche del ruolo del tempo, della posizione e cosa diven-
tano nella QFT.

L’idea del mare di Dirac la abbandonala per il momento e parlane insieme
al concetto di antiparticella nel capitolo §7.

2 - Richiami Relativita Speciale

E un capitolo di ripasso in realta, quindi ricorda gli assiomi della Relativita
Speciale, la proprieta della metrica che discende dall’invarianza della distanza
spazio-temporale (trova la proprieta e poi verifica che un intervallo rimane
uguale in due sistemi di riferimento diversi), il fatto che la derivata varii
come le coordinate, e come trasformano i vettori controvarianti e covarianti.

Conviene anche ricordare cosa succede moltiplicando tensori simmetrici
e antisimmetrici.

3 - Gemme di teoria dei gruppi

C’¢ una prima parte molto generica sulla teoria dei gruppi, che puoi ripetere
molto velocemente, giusto per rimanere allenato. In particolare parla di:

e Perché ci interessa la teoria dei gruppi e quali sono le differenze tra
simmetrie continue e discrete.
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Cos’¢ un gruppo (visione intuitiva e matematica)? Definizione rappre-
sentazioni, in particolare la differenza tra riducibile e irriducibile, e la
rappresentazione complessa coniugata.

Definizione gruppo di Lie. Gruppo continuo e connesso.

Cosa sono i generatori di un gruppo. Cos’¢ la dimensione di un gruppo.
Le costanti di struttua, le regole di commutazione e ’algebra di Lie.
Cosa serva la formula di Baker-Campbell-Hausdorff.

Cos’é il rango di un gruppo e cosa sono gli operatori di Casimir.

Definizioni di gruppo compatto, sottogruppo e sottoalgebra. Definizio-
ne di gruppo semplice, semi-semplice e perché ci interessano.

Rappresentazioni unitarie di gruppi compatti.

Dopo la prima parte di definizioni facciamo qualche esempio di gruppo rile-
vante in fisica. Non serve andare troppo a fondo, ma sono necessarie alcune
osservazioni per entrare meglio nella materia e per poterle utilizzare con pit
tranquillita con il gruppo di Lorentz e di Poincaré. Devi ripassare:

Definizione del gruppo U(1) e due rappresentazioni che ne puoi dare.

Definizione del gruppo SO(n) e perché ci interessa piu di O(n). Puoi
determinare un generatore di SO(3), analizzare 1’algebra e dire qual-
cosa sui generatori. Puoi anche mostrare la proprieta di ortogonalita
delle rotazioni in 3 dimensioni.

Se vuoi puoi scrivere la generalizzazione dell’algebra di SU(n) e dei
suoi generatori (oppure questa cosa la puoi notare con il gruppo di
Lorentz).

Definizione del gruppo SU(2), determinazione dei generatori infinite-
simi del gruppo e parla dell’isomorfismo che c¢’¢ tra SU(2) ed SO(3),
facendo cenni all’utilizzo dei quaternoni, ma segui la strada classica
per vedere che le rotazioni SO(3) sono rappresentabili come matrici
2x2.

Dai la definizione astratta di algebra e gruppo di Lie per arrivare a
dire che cos’¢ il gruppo di ricoprimento. Cosa si fa effettivamente
nella pratica per determinare il gruppo di ricoprimento? Cosa sono le
etichette fisiche?

A questo punto puoi passare a parlare del gruppo di Lorentz.

Quanti elementi indipendenti puoi identificare nelle matrici A? Distin-
gui le diverse parti del gruppo di Lorentz.
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Quali sono le trasformazioni che fanno parte del gruppo di Lorentz?
(potresti provare a ricavare le due rappresentazioni dei boost, con la
rapidita e senza).

Ricava una rappresentazione matriciale dei generatori del gruppo di
Lorentz. Dai una rappresentazione infinita e spiega quando puoi sepa-
rarle. Ad una prima ripetizione puoi dimostrare I’algebra si SO(1, 3).

Rappresenta i generatori in termini di momenti angolari e boost. De-
finisci 'algebra e scrivi un generico elemento di SO(1,3). Quali sono
gli operatori di Casimir del gruppo di Lorentz?

Fai vedere come si fattorizza l'algebra di SO(1,3) in due algebre di
SU(2). Puoi fare un discorso sui gruppi di ricoprimento (due paro-
le su SL(2,C)). Parla delle etichette degli stati fisici e delle diverse
rappresentazioni che possiamo dare del gruppo di Lorentz.

Dopo il gruppo di Lorentz, ovviamente c¢’é¢ il gruppo di Poincaré:

Dimmi cos’é il gruppo di Poincaré, quali sono i suoi generatori e la sua
algebra. Quali sono gli operatori di Casimir del gruppo di Poincaré?
Quale interpretazione ne possiamo dare?

4 - Campi locali

Dimmi perché vogliamo una teoria locale, di che tipo sono le lagrangiane che
scriviamo e come definiamo un campo locale.

Dopo aver visto la trasformazione generica di una funzione f, dimmi

come si comportano i campi scalati sotto trasformazioni di traslazione e di
Lorentz. Fammi vedere perché possiamo dire che 9,,¢ ¢ un campo vettoriale.
Parla un poi di come vediamo degli invarianti per i campi spinoriali.

Nota. Per il campo spinoriale mima i conti delle proprieta di Ay, e AR,

la parte importante sono gli spinori e come essi portino a costruire spinori
quadri-dimensionali. Parla inoltre di come trasformiamo gli invarianti con
Y, r in invarianti con .

AP =AL AL p=0"Arho? | oPALet = AR

o?olo? = —o'* | ALg%Ap =0

5 - Equazioni di campo

Racconta brevemente qualcosa sull’azione e sulla lagrangiana. Mostre come
si giunge alle equazioni di Eulero-Lagrange. Dimostra il teorema di Noether
per i diversi tipi di trasformazioni che puoi fare (ad una seconda ripetizione
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puoi fare direttamente il caso generale e vedere i casi limite).

Devi ricavare le equazioni di campo per ¢ e 1, oltre le correnti e le cariche
conservate in entrambi i casi. Per il campo scalare considera la simmetria
per traslazioni e per trasformazioni di Lorentz, mentre per il caso spinoriale
fai delle trasformazioni di fase e di fase chiriale.

6 - L’equazione di Dirac

Vedi 'invarianza dell’equazione di Dirac. Mostra come trasforma ’equazione
per parita e le combinazioni ¢ e ¥, Fai anche vedere che Pequazione di
Dirac & connessa con ’equazione di Klein-Gordon.

Riscrivi i generatori di Lorentz usando le o#”. Definisci la matrice di
spin. Enuncia le forme bilineari degli spinori di Dirac, ma prima di vedere
le leggi di invarianza mostra come si trasforma . Ti servira:

P =

Puoi mostrare che le correnti associate alle trasformazioni di fase e chi-
ralitd siano effettivamente dei vettori e che siano conservate nel caso in cui
1 soddisfi I'equazione di Dirac.

Scrivi quali sono le generiche soluzioni dell’equazione di Dirac e verifica
quale equazione soddisfano. Determina anche la loro espressione generica nel
S.R. di riposo. Scrivi la matrice di boost in rappresentazione bidimensionale
e determina us(p) e vg(p). Verifica:

(P—m)usp) =0 , (p+m)uvs(p) =0
ul (P)uw (p) = vl (p)vw (p) = 2E6.0
us(p) (p—m) =0 , Ts(p) (p+m)=0
Us(p)us (p) = 2mbsy ,  Ts(p)vg (p) = —2mbsy
Ts(p)ve (p) = s(p)ug (p) = 0.

Formule utili:

0 1 ; 0 o -1 0
Weyl: 7°=(12 02) , *r:(_ai 0) , 75=(0 1)

1 0 i
Weyl: A0 = <02 _12) , Y=

( |
) ) )

Normalizza le soluzioni dell’equazione di Dirac e parla dell’interpetazione.
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Definisci i proiettori delle soluzioni ad energia positiva e negativa e vedi
le proprieta di idempotenza, completezza e ortogonalita.
Ridefinisci i proiettori left e right e vedi come sono legati.

Ricava le equazioni di Weyl e 'operatore di elicita. Verifica inoltre che
I'operatore di elicita coincide con la chiralita nel caso mass-less.

Aggiuntivo. Riprendi la definizione del vettore di Pauli-Lubanski e utilizzando la
relazione: )
5 1

T4
ricava ’espressione generica di W*. Ricava nel caso massivo 'operatore di spin.

Considerando anche la generica espressione di M, con le parti di momento angolare
orbitale e di spin separate identifica ’operatore di momento angolare totale.

0.1 2 3

¥ Euvpa' Y T =iy Ty

7 - Seconda quantizzazione

Comincia con il campo scalare scarico e dopo aver ricordato la lagrangiana
calcola, in modo implicito il campo 7(x) e 'hamiltoniana H. Imponi le re-
gole di commutazione e giustificale. Cerca una rappresentazione esplicita dei
campi scalari come sviluppo di Fourier. Determina chi sono gli operatori A
e la loro normalizzazione. Calcola ’hamiltoniana H. Spiega cosa ci dice il
teorema di spin-statistica per i bosoni.

Quantizza il campo scalare carico, definisci le regole di commutazione,
trova I'hamiltoniana e la carica conservata per trasformazioni di U(1).

Quantizza il campo spinoriale, scrivendo ’hamiltoniana in una forma
semplice. Scrivi la forma esplicita dei campi, le regole di anti-commutazione
e trova I’hamiltoniana. Parla della spin-statistica fermionica.

Spiega 'interpretazione che diamo allo sviluppo di Fourier dei campi.

8 - Propagatore libero

Puoi parlare in modo introduttivo del propagatore in Meccanica Quantistica
non relativistica, della sua espressione in funzione di (¢, ¥) e (E, x) e delle in-
formazioni che contiene. Vedi anche il propagatore nello spazio degli impulsi.

Vedi l'evoluzione temporale degli operatori ¢ e w. Dai la definizione
di propagatore libero e di prodotto T-ordinato. Ricava l’espressione della
funzione di Green dell’operatore di Klein-Gordon e confrontane ’espressione
con il propagatore di Feynman.

Fai i conti espliciti per il propagatore di Feynman. Trovalo nello spazio
delle coordinate e anche nello spazio degli impulsi.
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Parla della definizione e dell’interpretazione che diamo del propagatore
di un campo scalare carico.

Calcola la funzione di Green dell’operatore di Dirac. Puoi anche fare
qualche considerazione sul propagatore spinoriale e com’e legato a quello
scalare; mi riferisco a:

Srp(x —y) = (id+m) Ap(x —y)

ti puod essere utile:
(9 = m) [ide(@ = )] 1 = {d@), 0 w)}.

9 - Propagatore interagente

Parla della teoria del propagatore in una teoria interagente in modo generico
e definisci le funzioni di Green ad n gambe.

Ricava 'espressione del teorema di Gell-Mann-Low, mentre lo fai parla
della rappresentazione di interazione dell’Appendice I e dello sviluppo di
Dyson dell’operatore U(t;to) (dai la definizione della matrice S in termini di
operatore di evoluzione temporale).

Parla dell’utilita del teorema di Wick e dimostralo per n campi.

10 - Teorie di gauge ed Elettromagnetismo

Ripassa un po’ di EM classico riscirvendo le equazioni di Maxwell con i
campi E e E, ma anche con A* in forma covariante. Vedi qual é 'equa-
zione del moto per la lagrangiana Lgjs. Calcola il tensore energia-impulso
e fai vedere come renderlo simmetrico e quali sono le sue quantita conservate.

Racconta cosa sono le invarianze di gauge e le teorie di gauge. Mostra che
non possiamo avere teorie (singole) invarianti per trasformazioni di gauge
locali. Spiega come costruiamo la lagrangiana della QED e quali sono i
termini di interazione.

Fai un gauge fixing in EM e vedi perché i gradi di liberta sono solamente
due.

Quantizza ’elettromagnetismo massivo, trova l’espressione dell’equazio-
ne di Proca, scrivi la condizione che induce e la forma dell’equazione di A*.
Determina i momenti coniugati, I’hamiltoniana, le regole di commutazione e
dai un’espressione ad A* parlando dei vettori di polarizzazione.

Quantizza I'elettromagnetismo massless, scrivi la lagrangiana, trova i mo-
menti coniugati, imponi le leggi di commutazione e rendile compatibili con le
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leggi di Maxwell. Scrivi un’espressione per il campo A* e parla delle carat-
teristiche del vettore di polarizzazione. Scrivi ’espressione del propagatore
del fotone.
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