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Prefazione

In questo documento intendo raccogliere i miei appunti basati sul materiale
del corso “Fondamenti di Teoria Quantistica dei Campi”, tenuto dal
Prof. C. Angelantonj e seguito presso Università degli Studi di Torino nel-
l’anno accademico 2025-2026. Durante il corso sono stati consigliati diversi
libri (elencati in Bibliografia), e cercherò di indicare i riferimenti corrispon-
denti all’inizio di ogni capitolo.

Questi appunti sono una versione riscritta delle note prese durante le
lezioni, quindi la fonte principale è il materiale presentato dal professore.
Declino ogni responsabilità e rimando alla mia pagina personale per saperne
di più su questi appunti e sul fatto che non hanno natura né accademica né
didattica.

Questi appunti vanno chiaramente intesi come note personali, riscritte in
maniera ordinata a partire dalle lezioni. Eventuali sviste, errori o imprecisio-
ni sono dovuti ai miei limiti. Inoltre, ho scritto questi appunti principalmente
per “spiegare” a me stesso l’argomento, quindi alcune sezioni potrebbero risul-
tare eccessivamente dettagliate o, al contrario, troppo superficiali a seconda
del lettore. In ogni caso, spero possano comunque essere utili a qualcuno.
Spero anche di essere riuscito a produrre un documento chiaro e ben strut-
turato.

Una raccolta dei miei appunti è disponibile sulla mia pagina GitHub per-
sonale: gCembalo.github.io.

Eventuali errori o refusi possono essere segnalati alla mia email personale:
g70362643@gmail.com.

Last update: 09/04/2026
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Convenzioni

Vediamo brevemente le convenzioni, alcune già introdotte e utilizzate nel
corso di Introduzione alla teoria dei campi.

Appunto importante: il 90% delle volte ometteremo il cappelletto so-
pra i simboli di operatori, ma saranno sempre situazioni in cui non ci sarà
ambiguità di significato e in cui (se si è fatto il corso di IQFT) si saprà tran-
quillamente la natura dell’oggetto considerato. Ovviamente, quando non è
molto chiaro il ruolo dei campi metterò esplicitamente il sibolo ·̂.

Utilizzeremo le unità naturali ℏ = c = 1 e la metrica:

(+,−−−)
da cui seguono:

xµ = (t, x⃗) , xµ = (t,−x⃗)
pµ = (Ep, p⃗) , pµ = (Ep,−p⃗)
∂µ = (∂t,−∇⃗) , ∂µ = (∂t, ∇⃗)
2 = ∂µ∂

µ = (∂2t ,−∇2).

Per le trasformate di Fourier TF [·] utilizziamo:

F̃ (p) =

∫
d4xF (x)eipx

F (x) =

∫
d4p

(2π)4
F̃ (p)e−ipx.

Per la delta di Dirac:

δ4(k) =

∫
d4x

(2π)4
e−ikx

δ(−x) = δ(x) TF [δ4(x− y)] = 1.

Derivata ed impulso, per via dell’equazione di Schrodinger:

iℏ
∂

∂t
ψ = Eψ

− iℏ∇⃗ψ = k⃗ψ

1
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dunque, a livello di operatori:

i∂µ = (∂t,−∇⃗) ←→ pµ = (E, k⃗)

scriviamo quindi che:
∂µ −→ −ipµ.

L’operatore di evoluzione temporale, per hamiltoniane H indipendenti
dal tempo, è:

U(t− t0) = e−iH(t−t0).

La normalizzazione degli stati liberi la prendiamo:∣∣∣⃗k〉 = â†(k⃗) |0⟩
⟨p⃗|q⃗⟩ = (2π)32Ep δ

3(p⃗− q⃗).

Lo stato di vuoto della teoria libera (void) lo indichiamo con |0⟩, mentre
lo stato di vuoto interagente (vacuum) lo indichiamo con |Ω⟩.1

1Nota che nel Peskin e Schroeder utilizza la nostra stessa notazione, mentre lo Srednicki,
non sempre li distingue e bisogna intuirlo dal contesto, ma quando compaiono entrambi
|0⟩ è quello della teoria interagente, mentre il vuoto libero è

∣∣/0〉 = |0⟩0.



Capitolo 1

Il campo scalare

In questo capitolo rivedremo inizialmente alcuni concetti già visti al corso
di Introduzione alla Teoria Quantistica dei Campi, in modo leggermente più
formale (infatti ora la fonte prinicipale sarà il Peskin e Schroeder As far as
quantum field theory is concerned, a human being or the center of a star isn’t
all that different from empty space.Peskin, mentre a IQFT avevamo usato
per una parte anche il Lancaster e Blundell As far as quantum field theory
is concerned, a human being or the center of a star isn’t all that different
from empty space.Lancaster), ma ne aggiungeremo tanti di nuovi. Consi-
glio comunque di leggere tutto il capitolo poiché si potrebbe fare qualche
osservazione che nel corso introduttivo è sfuggita.

1.1 Ripasso per il campo scalare libero

Vediamo una rapida parte di ripasso prima di passare ai diagrammi di
Feynmann e il calcolo di funzioni di correlazioni in teorie interagenti.

1.1.1 Soluzione per il campo scalare libero

Partiamo dalla lagrangiana, che già conosciamo:

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 − V (ϕ) (1.1.1)

in cui il segno nel termine cinetico è legato alla scelta della metrica e al fatto
che vogliamo l’hamiltoniana H definita positiva. Infatti a noi serve che L sia
semi-definita positiva (quindi può essere positiva o nulla in generale), poiché
quando la mettiamo nell’equazione per il calcolo di H, se dovesse mai avere
i segni sbagliati, troveremmo un’hamiltoniana non definita positiva, il che
ci porterebbe a non avere l’energia limitata inferiormente e un vuoto non
stabile.

3



4 CAPITOLO 1. Il campo scalare

Abbiamo i momenti coniugati definiti da:

π(x) =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇(x) (1.1.2)

che ci portano all’hamiltoniana:

H = πϕ̇− L (1.1.3)

=
1

2
ϕ̇2 +

1

2
(∇ϕ)2 + 1

2
m2ϕ2 + V (ϕ). (1.1.4)

Le equazioni del moto sappiamo che si ricavano dal principio di minima
azione, quindi chiedendo che la variazione di:

S =

∫
d4xL =

∫
d4x

[
1

2
(∂µϕ)

2 − 1

2
m2ϕ2 − V (ϕ)

]
(1.1.5)

sia nulla. Abbiamo che la variazione è:

δS =

∫
d4x

[
∂µϕ∂

µ(δϕ)−m2ϕδϕ− V ′(ϕ)δϕ
]

(1.1.6)

se integriamo per parti il primo pezzo e consideriamo il termine di superficie
nullo, allora:

δS =

∫
d4x

[
−∂µ∂µϕ−m2ϕ− V ′(ϕ)

]
δϕ (1.1.7)

e imponendo la variazione nulla, δS = 0, otteniamo:(
2+m2

)
ϕ+ V ′(ϕ) = 0 (1.1.8)

in cui 2 = ∂2t − ∇2. Ci concentreremo sulle interazioni contenute in V (ϕ),
per ora guardando il caso della teoria libera, quindi V (ϕ) = 0, otteniamo
quella che chiamiamo Equazione di Klein-Gordon:(

2+m2
)
ϕ = 0 (1.1.9)

che nello spazio dei momenti è:(
p2 −m2

)
ϕ̃(p) = 0. (1.1.10)

È chiaro che (1.1.9) è un’equazione del moto lineare nei campi ϕ. Se voglia-
mo delle equazioni del moto più complicate, quindi che comprendano delle
interazioni, dobbiamo scrivere esplicitamente il potenziale V (ϕ), ma sarà ar-
gomento delle prossime sezioni.

La soluzione di (1.1.9) è:

ϕ(x) =

∫
d4p

(2π)3
δ(p2 −m2)θ(p0)

[
A(p)e−ipx +A†(p)eipx

]
(1.1.11)
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in cui vale:
p0 = Ep =

√
p⃗2 +m2. (1.1.12)

Sappiamo che in (1.1.11) possiamo riscalare gli operatori A(†) come:

A(†)(p) =
a(†)(p)
2Ep

(1.1.13)

e usando le proprietà della δ possiamo risolvere l’integrale dp0. L’espressione
del campo scalare libero e del campo momento coniugato è quindi:

ϕ(x) =

∫
d3p

(2π)32Ep

[
a(p)e−ipx + a†(p)eipx

]
(1.1.14)

π(x) = − i
2

∫
d3p

(2π)3

[
a(p)e−ipx − a†(p)eipx

]
. (1.1.15)

Imponiamo che il commutatore a tempi uguali sia uguale al commutatore
canonico di variabili coniugate:[

ϕ̂(t, x⃗), π̂(t, y⃗)
]
= iδ3(x⃗− y⃗) (1.1.16)

mentre gli altri commutatori sono nulli. Usando questa condizione si ricava
che: [

â(p), â†(p′)
]
= (2π)32Ep δ

3(p⃗− p⃗′) (1.1.17)

che è l’algebra degli operatori di creazione e distruzione.
Nota. Se ϕ̂(x) non trasforma sotto Lorentz, allora nemmeno â e â† de-

vono trasformare e quindi lo stato rimane uguale a se stesso.

Possiamo anche calcolare l’operatore hamiltoniano:

H =

∫
d3xH =

1

2

∫
d3p

(2π)3

[
a(p)a†(p) + a†(p)a(p)

]
(1.1.18)

=

∫
d3p

(2π)3

[
a†(p)a(p) + (2π)3δ(0)

]
(1.1.19)

in cui, la δ, energia di punto zero, è proporzionale al volume dello spazio e di-
verge a basse energie (divergenza infrarossa, dovuta alla δ) ed ad alte energie
(divergenza ultravioletta, dovuto a Ep). Per aggirare gli infiniti definiamo
l’hamiltoniana normal-ordered:

: H : =

∫
d3p

(2π)3
a†(p)a(p) (1.1.20)

cosa che si può fare solo se ignoriamo la gravità (l’energia di punto zero è
legata all’energia di vuoto e alla costante cosmologica) e se la geometria del
sistema non può cambiare (vedi l’effetto Casimir, in cui si osserva il campo
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elettromagnetico tra piatti conduttori e al variare della distanza dei piatti
l’energia di punto zero si manifesta come una forza attrattiva o repulsiva).

Facciamo attenzione che per come abbiamo scritto la soluzione del campo,
gli operatori non sono adimensionali e questa cosa può non piacere, ma in
questo modo otteniamo una misura di integrazione:

d3p

(2π)32Ep
(1.1.21)

che è Lorentz invariante. Inoltre questa cosa verrà comoda per il calcolo
delle sezioni d’urto (sebbene non sia una scelta obbligatoria).

1.1.2 Propagatore del campo scalare

Possiamo sfruttare il fatto che il propagatore dei campi sia un c-numero
(quindi un numero che commuta) e scrivere:

[ϕ(x), ϕ(y)] = ⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩ (1.1.22)

=

∫
d3p

(2π)32Ep

d3q

(2π)32Eq

[ (
a(p)e−ipx + a†(p)eipx

)
,
(
a(p)e−iqy + a†(p)eiqy

) ]
(1.1.23)

=

∫
d3p

(2π)32Ep

[
e−ip(x−y) − eip(x−y)

]
(1.1.24)

=

∫
d3p

(2π)3

e−ip(x−y)
2Ep

∣∣∣∣∣
Ep

+
e−ip(x−y)

−2Ep

∣∣∣∣∣
−Ep

 (1.1.25)

a questo punto possiamo deformare il cammino di integrazione per passare
sopra i poli, applicare il lemma di Jordan, che ci permette di vedere che
se x0 > y0, allora dobbiamo chiudere sotto e di conseguenza ritorniamo al
passaggio prima, ma che se x0 < y0 allora chiudiamo sopra e otteniamo zero.
Abbiamo così:

⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3

∫
dp0

2πi

−e−ip(x−y)
p2 −m2

(1.1.26)

=

∫
d4p

(2π)4
ie−ip(x−y)

p2 −m2
. (1.1.27)

Possiamo definire i due tipi di propagatori:

DR(x− y) = θ(x0 − y0) ⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩ (1.1.28)

DA(x− y) = θ(y0 − x0) ⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩ (1.1.29)

che ci permettono di dire che se la prescrizione è di passare sopra i poli, allora
otteniamo il propagatore ritardato (1.1.28) con x0 > y0, mentre se passiamo
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sotto i poli otteniamo il propagatore ritardato (1.1.29), in cui x0 < y0 e in
cui il segnale torna indietro.

Se deformiamo il cammino con un polo sopra e uno sotto otteniamo il
propagatore di Feynman:

∆F = ⟨0|T [ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ (1.1.30)

in cui utilizziamo il prodotto temporalmente ordinato:

T [ϕ(x)ϕ(y)] = θ(x0 − y0)ϕ(x)ϕ(y) + θ(y0 − x0)ϕ(y)ϕ(x). (1.1.31)

Dai corsi di MQ2 e IQFT sappiamo già che il propagatore è la funzione
di Green dell’operatore del moto, ovvero vale:(

2+m2
)
DR(x− y) = −iδ4(x− y) (1.1.32)

che nello spazio degli impulsi è:(
−p2 +m2

)
D̃R(p) = −i (1.1.33)

il che ci permette di scrivere:

DR(x− y) =
∫

d4p

(2π)4
D̃R(p)e

−ip(x−y) =
∫

d4p

(2π)4
ie−ip(x−y)

p2 −m2
. (1.1.34)

Possiamo effettivamente dimostrare che (1.1.34) soddisfi (1.1.32). Vedia-
mo che:(

2+m2
)
DR(x− y) =

(
2+m2

) (
θ(x0 − y0) ⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩

)
(1.1.35)

= A1 + 2A2 +A3. (1.1.36)

Analizziamo i singoli termini, ricordando (1.1.16):

A1 =
[
2θ(x0 − y0)

]
⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩ (1.1.37)

=
[
(∂0)

2θ(x0 − y0)
]
⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩

=
[
∂0δ(x

0 − y0)
]
⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩

= −δ(x0 − y0)∂0 ⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩
= −δ(x0 − y0) ⟨0| [π(x), ϕ(y)] |0⟩
= −δ(x0 − y0)(−iδ3(x⃗− y⃗))
= iδ4(x− y) (1.1.38)
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insieme a:

A2 = ∂µθ(x
0 − y0) ∂µ ⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩ (1.1.39)

= ∂0θ(x
0 − y0) ∂0 ⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩

= δ(x0 − y0) ⟨0| [π(x), ϕ(y)] |0⟩
= −iδ(x0 − y0)δ3(x⃗− y⃗)
= −iδ4(x− y) (1.1.40)

per ultimo:

A3 = θ(x0 − y0)
(
2+m2

)
⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩ (1.1.41)

= θ(x0 − y0) ⟨0|
[(
2+m2

)
ϕ(x), ϕ(y)

]
|0⟩ (1.1.42)

= 0. (1.1.43)

Dunque complessivamente abbiamo:(
2+m2

)
DR(x− y) = A1 + 2A2 +A3 (1.1.44)

= iδ4(x− y)− 2iδ4(x− y) + 0 (1.1.45)

= −iδ4(x− y). (1.1.46)

1.1.3 Richiami al teorema di Noether

Noether ci dice che quando abbiamo una simmetria abbiamo anche una cor-
rente conservata. Se consideriamo una trasformazione infinitesima abbiamo:

ϕ(x) = eipxϕ(0)e−ipx (1.1.47)

∼ ϕ(0) + i
[
P⃗ , ϕ

]
x⃗+ . . . (1.1.48)

ponendo x⃗ = a⃗, che chiamiamo parametro della traslazione, possiamo vedere
che:

δϕ = [P, ϕ(x)] (1.1.49)

=
[
a⃗ · P⃗ , ϕ

]
(1.1.50)

= −i a⃗ · ∇⃗xϕ. (1.1.51)

Inoltre, preso a⃗ parametro di traslazione, abbiamo (sempre ricordando (1.1.16)):

[P, ϕ(x)] =
[
a⃗ · P⃗ , ϕ

]
(1.1.52)

= a⃗

∫
d3y [π(y), ϕ(x)] ∇⃗yϕ(y) (1.1.53)

= −i⃗a · ∇⃗xϕ. (1.1.54)
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In generale il tensore energia-impulso è una quantità definita come:

Tµν = −Lδµν +
δL

δ(∂µϕ)
∂νϕ (1.1.55)

e il momento canonicamente coniugato:

Pi =

∫
d3xT 0i = −

∫
d3xπ(x)∂iϕ. (1.1.56)

Vediamo un esempio che ci sarà utile in seguito. Prendiamo le traslazioni:

ϕ(x) −→ ϕ′(x) = ϕ(x+ ε) ≃ ϕ(x) + εµ∂µϕ(x) (1.1.57)

la quantità conservata è:

Qµ =

∫
d3xT 0µ (1.1.58)

e identificando Pµ come il generatore delle traslazioni abbiamo:

Pµ = −i∂µ =⇒ [Pµ, ϕ] = i∂µϕ. (1.1.59)

1.2 Teorie interagenti

Vediamo in questa sezione come possiamo effettivamente fare i conti nelle
teorie interagenti. Nota che nella lagrangiana (1.1.1) il termine V (ϕ) è il
termine di energia potenziale e descrive le interazione dei nostri sistemi. La
forma di V (ϕ) può essere arbitraria, ma nella sua scelta ci si fa guidare dai
risultati sperimentali. Noi in questo corso abbiamo l’obiettivo di includere le
interazioni nella nostra teoria e per farlo, tipicamente, non ci complichiamo
troppo la vita nella scelta di V (ϕ) e prendiamo cose del tipo:

V (ϕ) =

∞∑
n=3

anϕ
n (1.2.1)

e se vogliamo avere nella nostra teoria delle interazioni non banali, quindi
che non ci ridiano un’equazione lineare, allora abbiamo bisogno di una di-
pendenza di V (ϕ) almeno di ordine ϕ3. Infatti se ad esempio prendiamo una
teoria auto-interagente (che analizzeremo tra poche sezioni) con:

V (ϕ) =
λ

4!
ϕ4 (1.2.2)

allora l’equazione del moto è del tipo:(
2+m2

)
ϕ = ϕ3 (1.2.3)

che chiaramente non è più lineare.
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Abbiamo già visto nel corso introduttivo che nel momento in cui buttiamo
dentro le interazioni le cose si complicano e non poco. Il nostro obiettivo è
quello di calcolare delle funzioni di correlazione (o funzioni di Green ad n
punti) che sono cose del tipo:

⟨Ω|T [ϕ(x1) . . . ϕ(xn)] |Ω⟩ (1.2.4)

in cui per brevità potremmo indicare ϕ(xn) ≡ ϕn. Le chiamiamo funzioni
di correlazione, ma possiamo interpretarle fisicamente come l’ampiezza di
probabilità di propagazione tra certi punti dello spazio-tempo. Nella teoria
libera (1.2.4) è proprio il propagatore di Feynman. Il problema di (1.2.4)
è che non sappiamo come sia fatto lo stato di vuoto interagente |Ω⟩, ma
soprattutto non sappiamo la forma esplicita dei campi ϕ(x). Abbiamo già
visto nel corso di Introduzione la rappresentazione di interazione e il teorema
di Gell-Mann-Low per riuscire ad avere oggetti maneggiabili tra le mani.

In realtà vedremo che anche con teoremi e formulazioni complicate non
riusciremo a trattare in modo esatto le teorie interagenti e ci dovremo servire
degli sviluppi perturbativi.

Rivediamo la trattazione da capo e cerchiamo di costruire un metodo per
poter visualizzare gli sviluppi perturbativi come processi spazio-temporali.

1.2.1 Rappresentazione degli stati ed evoluzione temporale

Vediamo in questa sezione un particolare tipo di rappresentazione che pos-
siamo utilizzare, per i nostri stati e operatori, per descriverne l’evoluzione
temporale. Sono consapevole di aver già scritto una sezione analoga negli
appunti di IQFT, ma preferisco includere anche quest’altra fonte per com-
pletezza.

Consideriamo l’hamiltoniana:

H =

∫
d3xH = H0 +Hint (1.2.5)

cioè il caso in cui possiamo separare l’hamiltoniana in una parte libera H0 ed
una parte interagente Hint; in particolare ci interessa il caso in cui la forza
di interazione è debole e quindi si può usare una teoria perturbativa.

Se utilizziamo la rappresentazione di Schrödinger, allora gli stati evolvono
nel tempo e le osservabili/operatori sono costanti. L’evoluzione temporale è
data da:

i
∂

∂t
|ψ(t)⟩S = H |ψ(t)⟩S (1.2.6)

e possiamo usare il propagatore come:

|ψ(t)⟩S = U(t, t0) |ψ(t0)⟩ (1.2.7)
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in cui l’operatore è unitario ed evolve nel tempo con l’hamiltoniana H:

U−1(t, t0) = U †(t, t0) , i
∂

∂t
U = HU. (1.2.8)

Se abbiamo un’Hamiltoniana che non dipende dal tempo, allora sappiamo
che possiamo scrivere:

U(t, t0) = e−iH (t−t0) (1.2.9)

ovvero abbiamo U espresso in una notazione esponenziale, che dobbiamo no-
tare diventa inutilizzabile quando H = H(t) e quindi quando l’hamiltoniana
non commuta più con se stessa a tempi diversi:[

H(t), H(t′)
]
̸= 0. (1.2.10)

Se utilizziamo la rappresentazione di Heisenberg allora, succede l’opposto,
ovvero gli stati sono costanti e gli operatori evolvono nel tempo come:

qH(t) = U †(t, 0) q(0)U(t, 0) (1.2.11)

e continua a valere:
i
∂

∂t
U = HU (1.2.12)

da cui discende l’equazione:

i
∂

∂t
qH(t) = i

∂U †

∂t
q(0)U + iU † q(0)

∂

∂t
U (1.2.13)

= −HU † q(0)U + U † q(0)HU (1.2.14)
= [qH , H]. (1.2.15)

Come ben sappiamo possiamo notare che le due rappresentazioni (Schrö-
dinger e Heisenberg) sono equivalenti perché i valori di aspettazione sono
uguali:

S⟨ψ(t)| qS(0) |ψ(t)⟩S = H ⟨ψ(0)| qH(t) |ψ(0)⟩H . (1.2.16)

Mettiamo nel nostro cassetto della memoria le cose imparate e passiamo
a parlare della rappresentazione che ci sarà più utile, ovvero la rappresen-
tazione di interazione (o di Dirac) che è una rappresentazione mista tra
Heisenberg e Schrödinger. Infatti in questa rappresentazione sia gli stati che
gli operatori evolvono nel tempo, ma con pezzi di Hamiltoniana diversi. Il
pedice I lo mettiamo per non dimenticarci che usiamo la rappresentazione di
interazione. Gli operatori evolvono, alla Heisenberg, ma con l’hamiltoniana
libera:

qI(t) = eiH0 (t−t0) q(t0) e−iH0 (t−t0) (1.2.17)

in questo modo se consideriamo degli operatori di una teoria interagente
ϕ(x), possiamo scriverli in rappresentazone di interazione e avere tra le mani
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in realtà un operatore di campo di una teoria libera, di cui sappiamo la
forma (vedi discorsi dalla sezione §1.2.3 in poi). Gli stati invece vediamo che
evolvono come:

|ψI(t)⟩ = eiH0 (t−t0) |ψ(t)⟩S (1.2.18)

= eiH0 (t−t0) e−iH (t−t0) |ψ(0)⟩ (1.2.19)

ovvero, togliamo il pezzo di hamiltoniana libera nell’esponenziale e dun-
que gli stati evolvono alla Schrödinger, ma con l’hamiltoniana di interazione
Hint.1 Ovviamente, se cerchiamo di semplificarci le cose da una parte peg-
gioriamo dall’altra, infatti ora abbiamo che gli stati saranno di una teoria
interagente, in particolare avremo che lo stato fondamentale della nostra
teoria sarà |Ω⟩ ̸= |0⟩.

L’evoluzione temporale di uno stato segue l’eq di Schrödinger:

i
∂

∂t
|ψI(t)⟩ = eiH0 (t−t0)

[
−H0 |ψ(t)⟩S + i

∂

∂t
|ψ(t)⟩S

]
(1.2.20)

= eiH0 (t−t0) (−H0 +H) |ψ(t)⟩S (1.2.21)

= eiH0 (t−t0)Hint e
−iH0 (t−t0) |ψ(t)⟩I (1.2.22)

Ovvero abbiamo:

i
∂

∂t
|ψI(t)⟩ = HI

int |ψ(t)⟩I (1.2.23)

HI
int(t) = eiH0 (t−t0)Hint e

−iH0 (t−t0) = Hint(ϕI). (1.2.24)

Osserviamo che per Hint = 0 riotteniamo la rappresentazione di Heisen-
berg; inoltre, come dovrebbe essere, i valori di aspettazione non dipendono
dalla rappresentazione:

I⟨ψ(t)| qI(t) |ψ(t)⟩I = S ⟨ψ(t)| qS(0) |ψ(t)⟩S = H ⟨ψ(0)| qH(t) |ψ(0)⟩H .
(1.2.25)

Per passare dalla rappresentazione di Heisenberg a quella di interazione
dobbiamo usare:

qH(t) = eiH (t−t0) e−iH0 (t−t0) qI(t) eiH0 (t−t0) e−iH (t−t0) (1.2.26)

= U †(t, t0) qI(t)U(t, t0) (1.2.27)

dove indichiamo:
U(t, t0) = eiH0 (t−t0) e−iH (t−t0). (1.2.28)

Osservo che U soddisfa l’equazione di Schrödinger:

i
∂

∂t
UI(t, t0) = HI

int UI(t, t0) (1.2.29)

1Nota che vale eA eB = eA+B soltanto se [A,B] = 0. Nel caso di teoria perturbativa
siamo sereni nel dire che H0 commuta con H, poiché quest’ultima contiene H0 stessa e
Hint, la quale è piccola.
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come si vede da:

i
∂

∂t
UI(t, t0) = −H0 e

iH0 (t−t0) e−iH (t−t0) + eiH0 (t−t0)H e−iH (t−t0) (1.2.30)

= eiH0 (t−t0) (H −H0) e
−iH (t−t0) (1.2.31)

= eiH0 (t−t0)Hint e
−iH (t−t0) (1.2.32)

= HI
int e

iH0 (t−t0) e−iH (t−t0) (1.2.33)

= HI
int UI(t, t0). (1.2.34)

Per riuscire a dare una rappresentazione di U in forma esponenziale dob-
biamo studiare l’equazione di Dyson, in quanto HI

int ed U dipendono en-
trambi dal tempo e non è detto che commutino. Infatti nonostante siamo
tentati di prendere la soluzione U ∼ exp{−iHIt} questo non lo possiamo
fare tranquillamente.

1.2.2 Equazione di Dyson

Consideriamo:
∂

∂t
X(t) = g A(t)X(t) (1.2.35)

in cui X e A sono operatori, e possiamo supporre:

X(t) = 1 +
∞∑
n=1

gnXn(t) (1.2.36)

che sostituito in (1.2.35) da:

∞∑
n=1

gn Ẋn(t) = g A(t)

(
1 +

∞∑
n=1

gnXn(t)

)
. (1.2.37)

Abbiamo dunque:

Ẋ1 = A , Ẋn = AXn−1 ∀n > 1 (1.2.38)

da cui:
X1 =

∫
dt A (1.2.39)

pertanto:

Xn =

∫
dt AXn−1 (1.2.40)

=

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 . . .

∫ tn−1

t0

dtn

[
T [A(t1)A(t2) . . . A(tn)]

]
. (1.2.41)

in cui T indica il prodotto temporalmente ordinato.
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Siccome l’argomento di (1.2.41) è simmetrico, dal punto di vista geome-
trico abbiamo che (guarda bene gli estremi di integrazione):∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 =
1

2

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 (1.2.42)

come puoi vedere nella figura 1.1.

t1

t2

t1 = t2

t0 t

t0

t

Figura 1.1: Rappresentazione geometrica ispirata dal Rossetti, Rudimenti
di Meccanica Quantistica, appendice 9.

La relazione (1.2.42) la possiamo generalizzare per n integrali:

Xn =
1

n!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 . . .

∫ t

t0

dtn

[
T [A(t1)A(t2) . . . A(tn)]

]
(1.2.43)

in cui il fattore (n!)−1 compare cambiando gli estremi di integrazione ad n
integrali. Possiamo scrivere:

X(t) = 1 +
∞∑
n=1

gn

n!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 . . .

∫ t

t0

dtn

[
T [A(t1)A(t2) . . . A(tn)]

]
(1.2.44)

che possiamo riscrivere in modo compatto come l’inverso di un’espansione di
Taylor:

X(t) = T exp

{
g

∫ t

t0

dt1A(t1)

}
. (1.2.45)

Questo che abbiamo appena detto ci interessa perché l’equazione:

i
∂

∂t
UI(t, t0) = HI

int UI(t, t0) (1.2.46)

è risolta da:

UI(t, t0) = T exp

{
−i
∫ t

t0

dt1H
I
int(t1)

}
(1.2.47)
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ed è detta equazione di Dyson, che se scritta in termini perturbativi,
rispetto la costante di accoppiamento dell’interazione, diventa la serie di
Dyson:

UI(t, t0) ≡ T
[
exp

{
−i
∫ t

t0

dt′ ĤI(t
′)
}]

(1.2.48)

= 1 + (−i)
∫ t

t0

dt1 ĤI(t1) +
(−i)2
2!

∫ t

t0

dt2 dt3 T [ĤI(t2)ĤI(t3)] + . . . .

(1.2.49)

1.2.3 Formula di Gell-Mann-Low (evoluzione temporale cam-
po interagente)

Prendiamo un campo scalare reale con:

L(ϕ, ∂ϕ) = L0 + Lint (1.2.50)

e studiamo l’equazione del moto:

(2+m2)ϕ =
∂Lint
∂ϕ

(1.2.51)

in cui, però, stiamo usando la rappresentazione di Heisenberg, dunque:

ϕ̇ = i[H,ϕ] , π̇ = i[H,π] (1.2.52)

dunque:

H = πϕ̇− L0 − Lint (1.2.53)
= H0 +Hint. (1.2.54)

Vedi qua che Hint = −Lint. Però, se utilizziamo la rappresentazione di
interazione allora ϕI evolve solo con H0 e abbiamo la soluzione del campo
libero:

ϕ0 = ϕ+ + ϕ− (1.2.55)

=

∫
d3k

(2π)3
√
2Ek

(
a e−ikx + a† eikx

)
. (1.2.56)

Vediamo come evolve lo stato di vuoto. Definiamo i ground state della
teoria libera e interagente come:

H0 |0⟩ = 0 (1.2.57)
H |Ω⟩ = E0 |Ω⟩ (1.2.58)
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e, mettendoci nella rappresentazione di interazione, vediamo come evolve nel
tempo |0⟩:

e−iHt |0⟩ = e−iHt 1 |0⟩ (1.2.59)

= e−iHt
∞∑
n=0

|n⟩ ⟨n|0⟩ (1.2.60)

=
∞∑
n=0

e−iEn t |n⟩ ⟨n|0⟩ (1.2.61)

= e−iE0 t |Ω⟩ ⟨Ω|0⟩+
∞∑
n=1

e−iEn t |n⟩ ⟨n|0⟩ . (1.2.62)

Abbiamo ⟨Ω|0⟩ perché stiamo ipotizzando che l’interazione possa essere trat-
tata con uno sviluppo perturbativo, quindi la costante di accoppiamento de-
v’essere g ≪ 1, e nel limite di g = 0 riotteniamo la teoria libera, quindi il
vuoto interagente deve tendere al vuoto della teoria libera e deve farlo in
maniera continua rispetto alla variazione di g. Stiamo anche assumendo un
overlap tra |Ω⟩ e |0⟩, poiché si possiamo scrivere |Ω⟩ come uno sviluppo di
diversi stati, tra cui |0⟩, e quindi ⟨Ω|0⟩ ̸= 0.

Vediamo dunque:

|Ω⟩ = 1

⟨Ω|0⟩ e
−i(H−E0)τ |0⟩ − 1

⟨Ω|0⟩
∞∑
n=1

e−i(En−E0)τ |n⟩ ⟨n|0⟩ (1.2.63)

ma siccome En > E0 possiamo studiare:

|Ω⟩ = lim
τ→∞(1−iε)

e−i(H−E0)τ

⟨Ω|0⟩ |0⟩ (1.2.64)

perché gli altri termini (n ̸= 0) tendono a zero grazie alla manipolazione −iε;
nota che abbiamo scelto ε > 0, ε≪ 1.

Un modo equivalente per fare quest’operazione è usare la rotazione di
Wick:

τ −→ iτ. (1.2.65)

In più, siccome τ →∞, possiamo traslare di una piccola costante:

τ −→ τ + t0 (1.2.66)

e avere comunque:

|Ω⟩ = lim
τ→∞(1−iε)

e−i(H−E0)τ

⟨Ω|0⟩ |0⟩ (1.2.67)

L’energia di punto zero sul vuoto agisce come l’identità:

⟨H0|0⟩ = 0 (1.2.68)
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quindi:
eiH0t |0⟩ = 1 |0⟩ (1.2.69)

perciò posso aggiungerlo:

|Ω⟩ = lim
τ→∞(1−iε)

[
e−iE0(τ+t0) ⟨Ω|0⟩

]−1
e−iH(τ+t0) eiH0(τ+t0) |0⟩ (1.2.70)

= lim
τ→∞(1−iε)

[
e−iE0(τ+t0) ⟨Ω|0⟩

]−1
U(t0,−τ) |0⟩ . (1.2.71)

in cui utilizziamo la definizione di operatore di evoluzione temporale (1.2.28).
Analogamente scriviamo:

⟨Ω| = lim
τ→∞(1−iε)

⟨0| U(τ, t0)
[
e−iE0(τ−t0) ⟨0|Ω⟩

]−1
. (1.2.72)

A questo punto, ci piacerebbe, riscrivere il valore di aspettazione dei
campi:

⟨Ω|T [ϕ(x1) . . . ϕ(xn)] |Ω⟩ (1.2.73)

che è scritta in rappresentazione di Heisenberg, dunque ϕ = ϕH , in termini
del vuoto libero |0⟩ e con la rappresentazione di interazione, in cui sappiamo
che il campo evolve come nella teoria libera (ϕI = ϕ0 e dunque sappiamo
darne una rappresentazione).

Ricordiamoci che per passare dalla rappresentazione di Heisenberg a
quella di interazione dobbiamo usare:

qH(t) = U †(t, t0) qI(t)U(t, t0) (1.2.74)

in cui:
U(t, t0) = eiH0 (t−t0) e−iH (t−t0). (1.2.75)

Osserviamo inoltre che:

U †(t2, t1) = U(t1, t2) (1.2.76)
U(t, t0) = U(t, t′)U(t′, t0). (1.2.77)

Possiamo implementare i conti:

⟨Ω|T
[∏

i

ϕ(xi)
]
|Ω⟩ = lim

τ→∞(1−iε)
⟨0|U(τ, t0)T

[∏
i

ϕ(xi)
]
U(t0,−τ) |0⟩ ·

·
[
| ⟨0|Ω⟩ |2 e−2i E0 τ

]−1 (1.2.78)

= lim
τ→∞(1−iε)

⟨0|U(τ, t0)T
[ n∏
i=1

U †(ti, t0)ϕI(xi)U(ti, t0)
]
U(t0,−τ) |0⟩ ·

·
[
| ⟨0|Ω⟩ |2 e−2i E0 τ

]−1 (1.2.79)

= lim
τ→∞(1−iε)

⟨0|U(τ, t0)T
[ n∏
i=1

U(t0, ti)ϕI(xi)U(ti, t0)
]
U(t0,−τ) |0⟩ ·

·
[
| ⟨0|Ω⟩ |2 e−2i E0 τ

]−1 (1.2.80)
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in cui possiamo inserire U(±τ) perché τ → ∞, dunque è già temporal-
mente ordinato; inoltre possiamo cambiare l’ordine degli oggetti interni al
prodotto temporalmente ordinato, quindi mettere gli operatori di evoluzione
temporale tutti vicini:

⟨Ω|T
[∏

i

ϕ(xi)
]
|Ω⟩ = lim

τ→∞(1−iε)
⟨0|T

[
U(τ,−τ)

n∏
i=1

ϕ0(xi)
]
|0⟩ ·

·
[
| ⟨0|Ω⟩ |2 e−2i E0 τ

]−1
. (1.2.81)

Per poter riscrivere il denominatore osserviamo che gli autostati di H sono
normalizzati, quindi:

⟨Ω|Ω⟩ = 1 (1.2.82)

e se sostuiamo (1.2.71) e (1.2.72) otteniamo:

⟨Ω|Ω⟩ = ⟨0| U(τ, t0)U(t0,−τ) |0⟩
(
| ⟨Ω|0⟩ |2 e−2i E0 τ

)−1 (1.2.83)

= ⟨0| U(τ,−τ) |0⟩
(
| ⟨Ω|0⟩ |2 e−2i E0 τ

)−1 (1.2.84)
= 1. (1.2.85)

Nota bene che abbiamo abbandonato l’indice I per non appesantire la nota-
zione. Quando applichiamo gli operatori sul vuoto libero siamo nella rappre-
sentazione di interazione, ovvero campo libero, in questo modo manteniamo
la consistenza con le formule sopra, anche se i valori di aspettazione sono
uguali.

In definitiva abbiamo trovato:

⟨Ω|T
[∏

i

ϕ(xi)
]
|Ω⟩ = lim

τ→∞(1−iε)

⟨0|T
[
U(τ,−τ) ∏i ϕ(xi)

]
|0⟩

⟨0| U(τ,−τ) |0⟩ , i ∈ {1, . . . , n}

(1.2.86)
che è detta formula di Gell-Mann e Low. Ricordiamoci anche l’equazione
di Dyson (1.2.47) che ci dice:

U(τ,−τ) = T exp

{
−i
∫ τ

−τ
dtH

(I)
int

}
(1.2.87)

in cui HI(t) = H
(I)
int = Hint(ϕI), per cui la formula di Gell-Mann-Low la

scriviamo tipicamente come:

⟨Ω|T
[∏

i

ϕ(xi)
]
|Ω⟩ = lim

τ→∞(1−iε)

⟨0|T
[
exp
{
−i
∫ τ
−τ dtH

(I)
int

} ∏
i ϕ(xi)

]
|0⟩

⟨0| exp
{
−i
∫ τ
−τ dtH

(I)
int

}
|0⟩

.

(1.2.88)
Ora il problema non è più calcolare oggetti del tipo il membro di sini-

stra di (1.2.88), bensì quello di destra. Infatti, sebbene ci siamo semplificati
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la vita riprendendo i campi liberi ϕ(xi) e gli stati di vuoto |0⟩, comunque
rimaniamo con un prodotto T-ordinato di un esponenziale in cui compare
l’integrale di un’hamiltoniana interagente che può essere complicato a pia-
cere. Ci serviremo del teorema di Wick e dei diagrammi di Feynman per
poter calcolare questi oggetti. In questa sezione il nostro lavoro avrà questo
obiettivo.

Nota. Il termine di sinistra di (1.2.88) è scritto in rappresentazione di
Heisenberg, mentre quello di destra di interazione, ma possiamo vedere che
se Hint = 0, o meglio poniamo a zero il potenziale di interazione V (ϕ), allora
vale l’identità e le due rappresentazioni coincidono (ulteriore prova di questo
fatto).

1.2.4 Teorema di Wick per campi scalari

Utilizzo la notazione:
∆F (x− y) = ϕ(x)ϕ(y) (1.2.89)

con in campi in rappresentazione di interazione.

Teorema 1. Il teorema di Wick afferma:

T [ϕ(xi)] = T [ϕi] = N [ϕi] +
∑
σ

N [ϕiϕjϕk] +
∑
σ

N [ϕiϕjϕi′ϕj′ϕk′ ] + . . .

(1.2.90)
dove per brevità omettiamo tutti i segni di produttora, indichiamo con N [. . . ]
il prodotto normal-ordered e con i puntini tutte le altre possibili contrazioni
dei campi.

Se abbiamo un numero pari di campi, allora nell’ultimo termine contra-
iamo tutte le coppie e sommiamo sulle permutazioni (σ), se invece abbiamo
un numero di dispari di campi, allora ci rimane un campo non accoppiato.

In quest’ultimo caso (numero dispari di campi) se “paniniamo” nel vuoto,
otteniamo:

⟨0|T [ϕ(xi)] |0⟩ = 0 (1.2.91)

mentre con un numero pari di campi abbiamo solo le somme sulle permuta-
zioni del prodotto dei propagatori (cioè sopravvive solo il termine dove tutti
i campi sono accoppiati).

Da notare che ci interessa studiare:

⟨0|T [ϕ(xi)] |0⟩ (1.2.92)

perché prima abbiamo dimostrato che possiamo esprimere:

⟨Ω|T [ϕH(xi)] |Ω⟩ ∝ ⟨0|U(+∞,−∞)T [ϕ(xi)] |0⟩ (1.2.93)

in cui ϕ = ϕI = ϕ0, cioè abbiamo la rappresentazione di interazione che si
comporta come il campo libero.
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Dimostrazione per 2 campi. Consideriamo solo campi liberi:

ϕ = ϕ+ + ϕ− (1.2.94)

in cui:
ϕ+ ∼ â e−ikx , ϕ− ∼ â† eikx. (1.2.95)

Studiamo:
T [ϕ(x)ϕ(y)] = ϕ(x)ϕ(y) (1.2.96)

in cui imponiamo x0 > y0. Implementando i conti:

T [ϕ(x)ϕ(y)] =
(
ϕ+(x) + ϕ−(x)

)
·
(
ϕ+(y) + ϕ−(y)

)
(1.2.97)

= ϕ+(x)ϕ+(y) + ϕ−(x)ϕ+(y) + ϕ+(x)ϕ−(y)

+ ϕ−(x)ϕ−(y) (1.2.98)
= ϕ+(x)ϕ+(y) + ϕ−(x)ϕ+(y) + ϕ−(y)ϕ+(x) + ϕ−(x)ϕ−(y)

+
[
ϕ+(x), ϕ−(y)

]
(1.2.99)

= N [ϕ(x)ϕ(y)] +
[
ϕ+(x), ϕ−(y)

]
(1.2.100)

che se "paniniamo" nel vuoto:

⟨0|T [ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ = ⟨0|N [ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩+ ⟨0|
[
ϕ+(x), ϕ−(y)

]
|0⟩ (1.2.101)

in cui:
⟨0|N [ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ ∼ ⟨0| â† . . . â |0⟩ = 0 (1.2.102)

e ricordando anche che il commutatore tra campi è un c-numero otteniamo:

∆F (x− y) = ⟨0|
[
ϕ+(x), ϕ−(y)

]
|0⟩ (1.2.103)

=
[
ϕ+(x), ϕ−(y)

]
. (1.2.104)

Dunque, abbiamo trovato che:

T [ϕ(x)ϕ(y)] = N [ϕ(x)ϕ(y)] + ϕ(x)ϕ(y). (1.2.105)

Dimostrazione per induzione. Siccome il teorema vale per due campi,
assumiamo che valga per n e lo dimostriamo per n+1. Assumiamo che xn+1

sia il tempo più piccolo (possiamo sempre riarrangiare i termini all’interno
del prodotto temporalmente ordinato):

T [ϕ1 . . . ϕn+1] = T [ϕ1 . . . ϕn]ϕn+1 (1.2.106)
= T [ϕi]ϕn+1 (1.2.107)

= N [ϕi]ϕn+1 +
∑
σ

N [ϕiϕjϕk]ϕn+1 +
∑
σ

N [ϕiϕjϕi′ϕj′ϕk′ ]ϕn+1 + . . .

(1.2.108)
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vediamo che il primo termine è riscrivibile come:

N [ϕi]ϕn+1 =

 n∑
i=0

i∏
j=0

(ϕ−j )
n−i∏
k=0

(ϕ+k )

 (
ϕ+n+1 + ϕ−n+1

)
(1.2.109)

=
(∑

ϕ−j ϕ
+
k

) (
ϕ+n+1 + ϕ−n+1

)
(1.2.110)

=
∑

ϕ−j ϕ
+
k ϕ

+
n+1 +

∑
ϕ−j ϕ

+
k ϕ

−
n+1 (1.2.111)

facciamo agire il commutatore nell’ultimo termine:

N [ϕi]ϕn+1 =
∑

ϕ−j ϕ
+
k ϕ

+
n+1 +

∑
ϕ−j ϕ

+
k ϕ

−
n+1 (1.2.112)

=
∑

ϕ−j ϕ
+
k ϕ

+
n+1 +

∑
ϕ−j ϕ

−
n+1 ϕ

+
k +

∑
ϕ−j
[
ϕ+k , ϕ

−
n+1

]
(1.2.113)

= N [ϕi ϕn+1] +
∑

ϕjϕn+1ϕk. (1.2.114)

In maniera analoga per gli altri membri abbiamo il termine di normal or-
dering corretto e la somma va a completare il termine successivo perché
aggiunge il termine di contrazione con ϕn+1.

1.3 Diagrammi di Feynman

Vediamo in questa sezione, che ha come riferimento la sezione §4.4 a p.90
del Peskin e Schroeder As far as quantum field theory is concerned, a hu-
man being or the center of a star isn’t all that different from empty spa-
ce.Peskin, come dare una rappresentazione pittorica e come trattare, da un
punto di vista matematico, i vari termini che derivano dal calcolo di funzioni
di correlazione (funzioni di Green):

⟨Ω|Tϕ(x1) . . . ϕ(xn) |Ω⟩ (1.3.1)

usando la formula di Gell-Mann-Low, applicando lo sviluppo di Dyson e il
teorema di Wick. Faremo questa trattazione, che si può applicare poi ai casi
più complicati, con l’esempio della teoria auto-interagente λ

4! ϕ̂
4.

Il modo in cui procederemo sarà il seguente: ci riscriveremo (1.3.1) utiliz-
zando la formula di Gell-Mann-Low (1.2.88), in modo da maneggiare campi
liberi, che sappiamo scrivere esplicitamente; poi utilizzeremo lo sviluppo di
Dyson dell’equazione (1.2.47) in modo da scrivere un po’ meglio l’esponenzia-
le con l’integrale di Hint; per finire (quasi) applicheremo il teorema di Wick
ad ogni termine della serie, in modo da toglierci di mezzo tutti i prodotti
T -ordinati e poter trattare matematicamente gli integrali.



22 CAPITOLO 1. Il campo scalare

Ovviamente faremo delle considerazioni man mano che procediamo con
la trattazione.

Nota. Solitamente indichiamo ϕi ≡ ϕ(xi).

1.3.1 Esempio di teoria interagente ϕ̂4 e fattore di simmetria

Studiamo la teoria ϕ4, la cui lagrangiana è:

L =
1

2
(∂µϕ)

2 − 1

2
m2 ϕ2 − λ

4!
ϕ4 (1.3.2)

in cui λ è la costante di accoppiamento della teoria ed è adimensionale (fa-
cilmente verificabile ricordando che, in unità naturali, abbiamo [ϕ] = L−1 e
che [S] = 1). La costante di accoppiamento ci dice quanto l’interazione è
forte. Il fattore 4! lo mettiamo per tenere conto delle possibili permutazioni
che possiamo fare con i quattro campi identici ϕ(x).

In questa teoria quindi:

Lint = −
λ

4!
ϕ4(x) =⇒ H

(I)
int = Hint(ϕI) =

∫
d3x

λ

4!
ϕ4 (1.3.3)

e a noi interessa studiare il valore di aspettazione:

⟨Ω|T
[
ϕ1 . . . ϕn

]
|Ω⟩ =

⟨0|T
[
ϕ1 . . . ϕn exp

{
− iλ

4!

∫
d4z ϕ4(z)

}]
|0⟩

⟨0|T
[
exp
{
− iλ

4!

∫
d4z ϕ4(z)

}]
|0⟩

. (1.3.4)

Chiaramente (1.3.4) non è molto bello da calcolare essendoci dei valori di
aspettazione sul vuoto (VEV) di un prodotto T-ordinato, con all’interno
un integrale non proprio banale. Per riuscire a tirarci fuori da questa cosa
abbiamo bisogno di fare delle espansioni in serie in λ, ovvero teoria perturba-
tiva. Facendo ciò possiamo studiare le correzioni al propagatore, ricordando
(1.2.57) e (1.2.58).

Il problema è che non possiamo fare gli sviluppi in serie di ciò che ci
pare, ma abbiamo bisogno che il parametro su cui facciamo lo sviluppo sia
piccolo. In questo caso cosa vuol dire λ piccolo? Se λ fosse un parametro
dimensionale dovremmo paragonarlo ad una certa grandezza di riferimento e
avremmo casi in cui sarebbe lecito fare teoria perturbativa e altri no; però noi
abbiamo [λ] = 1, per cui non abbiamo alcuna ambiguità nel fare lo sviluppo
dell’esponenziale, l’importante che valga:

λ≪ 1. (1.3.5)

Per questo nostro primo approccio consideriamo il caso di sole due particel-
le, quindi solo due campi ϕ(x) e ϕ(y), ignoriamo il denominatore di (1.2.88)
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(quindi in sostanza quello che facciamo è considerare anche le bolle di vuo-
to, ma se non sai cosa sono ignora il commento) e facciamo lo sviluppo
perturbativo del numeratore:

exp

{
−i
∫

d4xHint
}

= exp

{
− iλ
4!

∫
d4xϕ4(x)

}
∼

∼ 1− iλ

4!

∫
d4xϕ4(x) +

1

2

(−iλ
4!

)2 ∫
d4y d4z ϕ4(y)ϕ4(z) + . . . (1.3.6)

che se inserito in (1.2.88) ci da:

⟨Ω|T
[
ϕ(x)ϕ(y)

]
|Ω⟩ = ⟨0|T

[
ϕ(x)ϕ(y)

]
|0⟩+

+
(−iλ)
4!
⟨0|T

[
ϕ(x)ϕ(y)

∫
d4z ϕ4(z)

]
|0⟩+

+
1

2

(−iλ)2
(4!)2

⟨0|T
[
ϕ(x)ϕ(y)

∫
d4z ϕ4(z)

∫
d4wϕ4(w)

]
|0⟩+ . . .

(1.3.7)

In questo modo ci ritroviamo tra le mani dei VEV su |0⟩ di prodotti T-
ordinati, ma calcolabili. Infatti possiamo utilizzare il teorema di Wick, che
ci permette di scrivere un prodotto T-ordinato come il prodotto N-ordinato di
tutti i campi più tutte le possibili contrazioni di essi. Ovviamente dobbiamo
ricordarci che tutti i termini in cui non tutti i campi sono contratti, dunque
rimane il prodotto N-ordinato di qualcosa, sono nulli (di conseguenza lo sono
i casi in cui dovremmo avere il VEV di un prodotto T-ordinato di un numero
dispari di campi). Ci piace utilizzare il teorema di Wick poiché sappiamo
che le contrazioni dei campi, sono proprio i propagatori (liberi) di Feynman,
di cui conosciamo l’espressione.

Per ogni ordine perturbativo portiamo fuori l’integrale, utilizziamo il
teorema di Wick e otteniamo:

• All’ordine zero (non perturbato) abbiamo solo il propagatore:

⟨0|T
[
ϕ(x)ϕ(y)

]
|0⟩ = ϕ(x)ϕ(y) = ∆F (x− y) (1.3.8)

e lo rappresentiamo come in figura 1.2:

λ0 : x y

Figura 1.2
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• Al primo ordine abbiamo solo due famiglie di contrazioni (non equi-
valenti) possibili, quelle in cui contraiamo i due campi ϕ(x) e ϕ(y) tra
loro e poi i quattro campi ϕ(z) a coppie, oppure, contraiamo ϕ(x) con
un ϕ(z), analogamente ϕ(y) e poi ci rimane una contrazione di due
ϕ(z). Ovviamente avendo 4 campi ϕ(z) uguali abbiamo una certa mol-
teplicità per ogni diagramma, che dobbiamo tenere in considerazione.
Ad esempio, la prima contrazione possibile è:

ϕ(x)ϕ(y)ϕ(z)ϕ(z)ϕ(z)ϕ(z) (1.3.9)

che però possiamo ottenere in 3 modi diversi, poiché, ovviamente ϕ(x)
e ϕ(y) li possiamo contrarre solo in un modo, ma i ϕ(z) li possiamo
contrarre in 3 modi differenti.

Analogamente possiamo renderci conto che la seconda famiglia:

ϕ(x)ϕ(y)ϕ(z)ϕ(z)ϕ(z)ϕ(z) (1.3.10)

ha 12 modi di realizzarsi; infatti possiamo contrarre ϕ(x) con 4 possi-
bili campi ϕ(z), successivamente rimangono 3 campi con cui possiamo
contrarre ϕ(y) e per gli ultimi due non abbiamo scelta. Dunque la
molteplicità è 4 · 3 = 12.

Complessivamente il primo ordine, che lo rappresentiamo come in fi-
gura 1.3: e lo scriviamo come:

λ1 :

 x y
× z

+

 x

z

y



Figura 1.3

∫
d4z ⟨0|T [ϕ(x)ϕ(y)ϕ4(z)] |0⟩ =

+ 3∆F (x− y)
∫

d4z∆F (z − z)∆F (z − z)+

+ 12

∫
d4z∆F (x− z)∆F (y − z)∆F (z − z) (1.3.11)

• Al secondo ordine, ragionando allo stesso modo del primo abbiamo:∫
d4z

∫
d4w ⟨0|T [ϕ(x)ϕ(y)ϕ4(z)ϕ4(w)] |0⟩ (1.3.12)
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λ2 :

 x y
z w

+


x y

z w

+

 x

z w

y

+. . .

Figura 1.4

e lo rappresentiamo come in figura 1.4: Il numero di vertici (ossia il
numero di punti in cui entrano o escono linee di propagatori, esclusi x
e y) mostra a quale ordine perturbativo stiamo lavorando.

• Al terzo ordine abbiamo:∫
d4z

∫
d4w

∫
d4u ⟨0|T [ϕ(x)ϕ(y)ϕ4(z)ϕ4(w)ϕ4(u)] |0⟩ (1.3.13)

e lo rappresentiamo come in figura 1.5: Il coefficiente di quest’ordine

λ3 :

 x

z w

y
u

+ . . .

Figura 1.5

perturbativo è: (
− iλ
4!

)3

· 1
3!
· 3! · 12 · 24 · 12 · 1

2
=

1

8
(1.3.14)

in cui: (−iλ/4!)3 viene dall’hamiltoniana di interazione; 1/3! è il coef-
ficiente di Taylor/Dyson; 3! viene dal fatto che possiamo permutare
z, w, u; 12 è per le contrazioni equivanenti in z; 24 è per le contrazioni
equivalenti in w; 12 è per le contrazioni equivalenti in u; 1/2 è perché
le due contrazioni con ∆(w − u) sono equivalenti.

Facciamo qualche osservazione riguardo i diagrammi che abbiamo di-
segnato e i termini dello sviluppo che abbiamo trovato. Ovviamente non
abbiamo parlato molto di come giungiamo alle rappresentazioni grafiche, ma
è abbastanza chiaro che, ad esempio l’ordine λ0 essendo:

⟨0|T
[
ϕ(x)ϕ(y)

]
|0⟩ = ϕ(x)ϕ(y) = ∆F (x− y) (1.3.15)
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è un propagatore tra i punti x ed y, per cui come abbiamo imparato da
Introduzione alla Teoria Quantistica dei Campi lo rappresentiamo come una
linea che congiunge i due punti.

In λ1 il contributo:

3∆F (x− y)
∫

d4z∆F (z − z)∆F (z − z) (1.3.16)

è un propagatore da x ad y, come vediamo nel primo termine della figura
1.3 insieme a due propagatori da z in z, dunque due loop che si chiudono in
z. Similmente, l’altro contributo dell’ordine λ1:

12

∫
d4z∆F (x− z)∆F (y − z)∆F (z − z) (1.3.17)

ci da un propagatore da x a z, poi un loop che si chiude in z, e per finire un
altro propagatore da z in y.

La costruzione dei termini al secondo ordine si fanno in modo analogo.
I diagrammi che disegnamo all’ordine λ0 e λ1 ci dicono una cosa molto

importante della nostra teoria. Infatti, mentre il termine λ0 è il termine libe-
ro, senza interazione, e ci rappresenta la propagazione indisturbata da x ad
y e il vuoto non fa nulla, il termine λ1 ci fa vedere, vedi il primo contributo
in 1.3, che continuiamo ad avere la propagazione libera da x ad y, ma sta
volta anche il vuoto fa qualcosa, il che è rappresentato dai due loop. In modo
analogo anche il secondo contributo ci fa vedere che abbiamo propagazione
libera da x a z, poi viene creata una particella che evolve e si propaga fino
allo stesso punto z, e dopodichè abbiamo la propagazione libera da z ad y.
Tutto ciò è dovuto al fatto che siamo passati da una teoria con |0⟩, ad una
con |Ω⟩, e possiamo vedere i termini di ordine ≥ 1 come correzioni quanti-
stiche al caso classico.

Possiamo fare dei discorsi perfettamente analoghi a quelli appena visti,
ma con 4 campi nella nostra funzione di correlazione, e dunque calcolare:

⟨Ω|Tϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 |Ω⟩ . (1.3.18)

Sempre ignorando il denominatore di Gell-Mann-Low cominciamo a scriverci
lo sviluppo di Dyson del numeratore:

⟨0|Tϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 exp
{
−i
∫

d4xHint(x)
}
|0⟩ ∼

∼ ⟨0|Tϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 |0⟩ −
iλ

4!

∫
d4x ⟨0|Tϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕ4(x) |0⟩+

+
1

2!

(−iλ
4!

)2 ∫
d4x d4y ⟨0|Tϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕ4(x)ϕ4(y) |0⟩+ . . . (1.3.19)
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ora possiamo applicare il teorema di Wick e considerare tutte le possibili
contrazioni dei campi all’interno dei prodotti T-ordinati. Vediamo i singoli
termini uno per volta e solo alla fine mettiamo tutto insieme graficamente.

Vediamo che l’ordine λ0 ci da 3 contributi:

⟨0|Tϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 |0⟩ = ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 + ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 + ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4

= ∆(x2 − x1)∆(x4 − x3) + ∆(x3 − x1)∆(x4 − x2)+
+∆(x4 − x1)∆(x3 − x2) (1.3.20)

che sono 4 propagatori liberi di Feynman, che possiamo rappresentare come
in figura 1.6 e che ci dicono che le due particelle si propagano, ma non si
parlano.

⟨0|T{ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4} |0⟩ =
1 2

3 4

+

1 2

3 4

+

1 2

3 4

Figura 1.6: Ordine λ0.

In modo analogo possiamo vedere l’ordine λ1, considerando già la mol-
teplicità:

⟨0|Tϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕ4(x) |0⟩ = 3
(
ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 + ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 + ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4

)
ϕxϕxϕxϕx+

+ 4!ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕxϕxϕxϕx+

+ 12
(
ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕxϕx + ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕxϕx+

+ ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕxϕx + ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕxϕx+

+ ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕxϕx + ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕxϕx

)
ϕxϕx (1.3.21)

che chiaramente possiamo riscrivere in termini di propagatori, ma per brevità
non lo riporto e inserisco subito i diagrammi che compaiono. Vedi la figura
1.7.

Possiamo vedere come diagramma particolare il termine:

4! · ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕxϕxϕxϕx (1.3.22)
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λ1 : 3

( x1 x2

x3 x4

+

x1 x2

x3 x4

+

x1 x2

x3 x4

)
×
(

x

)
+

+4!

( x1 x2

x3 x4

x
)
+

+12

(
x1 x2

x

x3 x4

+

x1 x2

x
x3 x4

+

x1 x2
x
x3 x4

+

+ . . . (altri diagrammi) . . .

)
×
(

x

)

Figura 1.7: Ordine λ1.

che è rappresentato nella seconda riga della figura 1.7. Da questo digramma
impariamo che ogni volta che si uniscono i propagatori, allora sta avvenendo
l’interazione governata da V (ϕ), ma poiché il punto x non è fissato, infatti
in (1.3.19) stiamo integrando

∫
d4x, allora l’interazione avviene in tutti i

possibili punti, ossia avviene ovunque. Con interazione intendiamo qualsiasi
cosa; ad esempio nel termine (1.3.22) ci sono due particelle in ingresso, l’in-
terazione e poi due particelle in uscita; però nei primi tre termini dell’ordine
λ1 c’è il loop che ci dice che nel vertice x il vuoto sta facendo qualcosa, e
allo stesso modo nei 6 termini nell’ultima parentesi di λ1 possiamo vedere
che il vertice rappresenta la situazione in cui durante la propagazione della
particella abbiamo l’emissione di un’altra e il suo successivo assorbimento.

Notiamo, allo stesso tempo, che i punti marcati, ossia xi (con i = 1, 2, 3, 4)
non vengono integrati e sono fissi.

Probabilmente sarà un discorso che riuscirà in seguito, ma il fatto che in
un vertice entrino 4 linee di propagatori è dovuto al modo in cui è costruita
Lint, che porta2 ad Hint, in questo caso è λϕ4, e dunque con 4 campi. Infatti,
nel termine di interazione più semplice (1.3.22), vediamo che in ogni vertice
ci entrano 4 gambe e così dovrà essere per ogni diagramma che costruiremo.
Ad esempio nella figura 1.8a vediamo che siamo in presenza di un diagramma

2Noi separiamo la lagrangiana nelle due parti L = L0 + Lint libera ed interagente.
All’interno di L0 mettiamo tutto ciò che è quadratico nei campi, mentre in Lint ciò che è
di ordine superiore. Queste associazioni le facciamo perché i termini quadratici nei campi
ci portano ad equazioni di campo lineari, che sono teorie in cui non succede nulla, allo
stesso tempo se abbiamo termini di ordine superiore a 2 nei campi, essi ci daranno termini
non lineari nelle equazioni di campo, che corrispondono proprio a comportamenti non
banali.
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non consistente con la teoria λϕ4, visto che abbiamo solo 3 gambe in ogni
vertice. Allo stesso tempo però, se fossimo in presenza di una teoria λϕ6,
allora il diagramma in figura 1.8b sarebbe consistente.

1 x 2

y z

(a) Diagramma non possibile

1

2

3 4

5

6

(b) Contrazione ϕ6

Figura 1.8

Osservazione. Facciamo un’osservazione importante che ci servirà quan-
do parleremo del denominatore di Gell-Mann-Low. Nel caso di λ1 troviamo
dei termini di propagatori tra punti marcati, tutti moltiplicati per dei loop
legati al vuoto. Vedi la figura 1.9. In più notiamo che il termine tra parentesi
è proprio il contributo dell’ordine λ0 (in figura 1.6). Questo non è un caso
anomalo, ma in generale funziona in questo modo, ovvero, il termine di ordi-
ne λ2 (1.3.12) conterrà diverse contrazioni, tra cui quella in cui contraiamo
tutti i campi ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕ4(x) tra loro, che ci ricostruiscono l’ordine λ1, e li
moltiplichiamo per le contrazioni dei soli ϕ4(y), che ci danno delle bolle di
vuoto.

λ1 :

( x1 x2

x3 x4

+

x1 x2

x3 x4

+

x1 x2

x3 x4

)
×
(

x

)

=
(

Termine λ0
)
×
(

Bolle di
vuoto

)
Figura 1.9

Arrivati a questo punto ci potremmo chiedere come usare nella vita ve-
ra i diagrammi di Feynman. Nella pratica quello che si fa è farsi guidare
dagli esperimenti per costruire una lagrangiana di interazione e quindi stu-
diare una teoria interagente. Però se ad esempio noi fossimo interessati
all’espressione matematica di un solo particolare diagramma, in cui magari
le particelle fanno qualcosa di particolarmente interessante, per il metodo
che stiamo costruendo dovremmo scriverci Gell-Mann-Low, espandere con
la serie di Dyson, applicare il teorema di Wick, considerare tutte le possi-
bili contrazioni dei campi e solo a quel punto riusciremmo ad individuare
l’integrale che rappresenta il nostro diagramma. Il fatto è che, oltre ad esse-
re molto macchinoso, con questo metodo potremmo sbagliare un’infinità di
cose.
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Però ci possiamo rendere conto che per ogni diagramma noi abbiamo
inconsciamente utilizzato delle particolari regole per fare delle associazioni
oggetto ↔ diagramma, per cui, dato un diagramma potremmo scriverci una
ricetta per ottenere da esso l’espressione matematica. Questo insieme di
regole sono le regole di Feynman, che occorre puntualizzare sono theory
dependent.

Prima di pensare a come ricavare le regole di Feynman però ci serve
chiarire un altro aspetto dei diagrammi, ossia il fattore di simmetria.

Vediamo infatti che le contrazioni di Wick vengono con delle molteplici-
tà, che siamo in grado di calcolare in base alle permutazioni che possiamo
avere. In parte tali molteplicità compensano i fattori 1

n

(
1
4!

)n dell’espansione
perturbativa. L’unica cosa che rimane sono eventuali simmetrie residue, per
questo motivo il termine numerico complessivo è detto fattore di simme-
tria. Tale termine possiamo calcolarlo semplicemente contando il numero di
simmetrie che un termine dello sviluppo ha. Ad esempio la bolla di vuoto
della figura 1.10 ha un fattore di simmetria s = 8, poiché abbiamo 3 gradi
di simmetria.

x

Figura 1.10

Ad esempio, nel termine di ordine λ3, scritto in (1.3.13) ed esplicitamente:

(−iλ)3
8

∫
d4z

∫
d4w

∫
d4u∆F (x− z)∆F (z − z)∆F (z −w)∆F (w − u)×

×∆F (u− w)∆F (u− u)∆F (w − y). (1.3.23)

tale termine è raffigurato nella figura 1.5 e si vede che si ha s = 8. Non è un
caso che s = 8 compensi esattamente il coefficiente 1/8 che esce da (1.3.14).

In generale la simmetria del problema si vede permutando le linee equi-
valenti (devono avere anche la stessa direzione temporale). Puoi vedere la
figura 1.11 per alcuni esempi. Nota che nelle figure 3 e 4 teniamo conto delle
3! permutazioni possibili che possiamo avere delle linee interne.

Un’osservazione che possiamo fare è che il termine (1.3.22), ossia quello
di interazione con 4 gambe uscenti, ha un fattore di simmetria s = 1, poiché
i punti x1, x2, x3 e x4 sono fissati.
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z
s = 2

z

s = 23 = 8

z w

×

×

×

s = 3! = 6

u w
×
×
×

s = 2 · 3! = 12

Figura 1.11: Fattori di simmetria.

1.3.2 Linee interne ed esterne

Scriviamo un attimo due definizioni che ci serviranno per distinguere i vari
pezzi di un diagramma di Feynman. Facciamo riferimento alla figura 1.8a.
Chiamiamo:

• Propagatori esterni le linee che collegano i punti marcati (1 e 2) tra
loro o con un punto interno (x, y o z).

• Propagatori interni le linee che collegano due vertici tra loro, oppure
un vertice con se stesso.

1.3.3 Le regole di Feynmann per il campo scalare

Enunciamo in questa sezione le regole di Feynmann per il campo scalare e
la teoria ϕ4. Le regole di Feynmann permettono guardando uno specifico
diagramma di Feynman, che rappresenta un certo ordine perturbativo, di
scrivere l’integrale corrispondente (senza doverlo andare a beccare in mezzo
a tutto lo sviluppo perturbativo).

Nello spazio delle coordinate e con Lint = − λ
4! ϕ

4 le regole di Feynman
sono:

• Ad ogni campo esterno associamo:

ϕ ∼ 1 (1.3.24)

e lo disegnamo come una linea tratteggiata.

• Ad ogni linea di campo interna associamo:

∆F (x− y) =
∫

d4p

(2π)4
ie−ip(x−y)

p2 −m2 + iε
. (1.3.25)

• Ad ogni vertice associamo:

(−iλ)
∫

d4z (1.3.26)

intendendo che l’interazione avviene in ogni punto z dello spazio.
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• Dividiamo ogni diagramma per il suo fattore di simmetria s.

Facciamo un esempio per capire meglio. Prendiamo il diagramma in figura
1.12. Utilizzando le regole possiamo scrivere:

(−iλ)2
3!

∫
d4x1

∫
d4x2∆F (x1 − x) (∆F (x2 − x1))3∆F (y − x2). (1.3.27)

x x1 x2 y

Figura 1.12

Queste sono le regole nello spazio delle coordinate, ma ovviamente pos-
siamo passare facilmente nello spazio degli impulsi (pi sono i quadri-impulsi
entranti in un vertice a 4 linee). Infatti noi sappiamo scrivere esplicitamen-
te i propagatori (1.3.25) che possiamo mettere all’interno della funzione di
Green. Sappiamo già che rappresentiamo i propagatori con delle linee, ma
ora è necessario associarci il momento pi trasportato, dunque, continuando
l’esempio della figura 1.12, lo rappresentiamo come in figura 1.13.

x x1 x2 y

p1 p4 p2

p3

p5

Figura 1.13
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Esplicitando i ∆(x− y):

G(x, y) =
(−iλ)2

3!

∫
d4x1

∫
d4x2∆F (x1 − x) (∆F (x2 − x1))3∆F (y − x2)

=
(−iλ)2

3!

∫
d4x1

∫
d4x2

5∏
i=1

∫
d4pi

(2π)3/2
(i)5

e−ip1(x1−x)

(p21 −m2 + iε)
×

× e−ip3(x2−x1)

(p23 −m2 + iε)

e−ip4(x2−x1)

(p24 −m2 + iε)

e−ip5(x2−x1)

(p25 −m2 + iε)

e−ip2(y−x2)

(p22 −m2 + iε)
(1.3.28)

= (i)5
(−iλ)2

3!

[
5∏
i=1

d4pi
(2π)4

1

p2i −m2 + iε

]∫
d4x1

∫
d4x2 e

−i(p1−p3−p4−p5)x1×

× e−i(p3+p4+p5−p2)x2 × e+ip1x+ip2y (1.3.29)

gli integrali d4x e d4y ci danno delle (2π)4δ ciascuno

= (i)5
(−iλ)2

3!

∫
d4p1
(2π)4

∫
d4p2
(2π)4

eip1x+ip2y×

×
[

5∏
i=3

∫
d4pi
(2π)4

] 5∏
j=1

1

p2j −m2 + iε

 (2π)4 δ4(p1 − p3 − p4 − p5)×

× (2π)4 δ4(p2 + p3 + p4 + p5) (1.3.30)

possiamo renderci conto che la prima riga di (1.3.30) è la misura di una
trasformata di Fourier3 di una funzione di Green G̃(p1, p2):

G(x, y) =

∫
d4p1
(2π)4

∫
d4p2
(2π)4

eip1x+ip2y G̃(p1, p2). (1.3.32)

Ovviamente le funzioni di Green G(x, y) e G̃(p1, p2), rispettivamente scritte
nello spazio delle coordinate e dei momenti, contengono le stesse informazioni
fisiche, per cui possiamo utilizzare equivalentemente l’una o l’altra. Abbiamo
scritto:

G̃(p1, p2) =
(−iλ)2

3!

∫
d4p3
(2π)4

∫
d4p4
(2π)4

∫
d4p5
(2π)4

5∏
j=1

i

p2i −m2 + iε
×

× (2π)4 δ4(p1 − p3 − p4 − p5) (2π)4 δ4(p2 + p3 + p4 + p5).
(1.3.33)

Dunque dato un diagramma possiamo, tramite le regole di Feynman, scri-
vere G(x, y) ed equivalentemente G̃(p1, p2) (che ricaviamo da G). Possiamo
scrivere le regole di Feynman nello spazio degli impulsi:

3Infatti sappiamo che:

f(x) =

∫
dx eipx f̃(p). (1.3.31)
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• Ad ogni campo esterno associamo:

ϕ ∼ e−ipx. (1.3.34)

• Ad ogni linea di campo interna associamo:

∆̃(p) =
i

p2 −m2 + iε
. (1.3.35)

• Ad ogni vertice associamo:

(−iλ) · (2π)4 δ4(Σpi) (1.3.36)

dove la δ ci garantisce la conservazione dei momenti.

• In ogni loop integriamo: ∫
d4p

(2π)4
(1.3.37)

per tutti i momenti non fissati dalla δ4.

• Dividiamo ogni diagramma per il suo fattore di simmetria s.

Ricordiamoci che per convenzione l’impulso ha segno positivo se punta den-
tro il vertice (impulso entrante).

Altri due esempi di applicazione delle regole di Feynman nello spazio
degli impulsi sono quelli rappresentati in figura 1.14. Per un vertice con 4
gambe esterne abbiamo:

G̃(p) = (−iλ) (2π)4 δ4(p1 + p2 + p3 + p4) e
−i(p1+p2+p3+p4)z (1.3.38)

= (−iλ) (2π)4 δ4(p1 + p2 + p3 + p4). (1.3.39)

Per un vertice con 2 gambe esterne ed un loop abbiamo:

G(x, y) =
(−iλ)
2

∫
d4z

∫
d4p1
(2π)4

i e−ip1(z−x)

p21 −m2 + iε
×

×
∫

d4p2
(2π)4

i e−ip2(z−x)

p22 −m2 + iε

∫
d4p3
(2π)4

i e−ip3(z−z)

p23 −m2 + iε
(1.3.40)

G̃(p1, p2) =
(−iλ)
2

∫
d4p3
(2π)4

i

p23 −m2 + iε
(2π)4 δ4(p1 + p2). (1.3.41)

Però attenzione, abbiamo scritto le regole nello spazio degli impulsi e
visto un paio di esempi di come applicarli, ma non abbiamo finito le carte
della nostra mano. Infatti, se ritorniamo all’equazione (1.3.33):

G̃(p1, p2) =
(−iλ)2

3!

∫
d4p3
(2π)4

∫
d4p4
(2π)4

∫
d4p5
(2π)4

5∏
j=1

i

p2i −m2 + iε
×

× (2π)4 δ4(p1 − p3 − p4 − p5) (2π)4 δ4(p2 + p3 + p4 + p5)
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zp1 p4

p2

p3

; x

z

y

p3

p1 p2

Figura 1.14

e combiniamo le due δ di conservazione possiamo vedere:

δ4(p1 − p3 − p4 − p5) δ4(p2 + p3 + p4 + p5) =

= δ4(p1 − p3 − p4 − p5) δ4(p1 + p2) (1.3.42)

che ci piace di più perché la prima delle due δ dipende dal processo (conte-
nendo i momenti dei propagatori interni), mentre la δ4(p1+p2) dipende solo
dalle gambe esterne e ci comunica la conservazione del quadri-impulso. Nota
che questa δ4 è legata all’invarianza per traslazioni; infatti G̃ è invariante per
traslazioni e molte volte, in alcuni testi, si definisce la trasformata di Fourier
di G(x1, x2) come:

(2π)4 δ4(p1 + p2) G̃(p1, p2)

fattorizzando la delta di conservazione. Inserendo (1.3.42) all’interno di
G̃(p1, p2) abbiamo:

G̃(p1, p2) =
(−iλ)2

3!

∫
d4p3
(2π)4

∫
d4p4
(2π)4

∫
d4p5
(2π)4

5∏
j=1

i

p2i −m2 + iε
×

× (2π)4 δ4(p1 + p2) (2π)
4 δ4(p1 − p3 − p4 − p5) (1.3.43)

=
(−iλ)2

3!
(2π)4 δ4(p1 + p2)

i

p21 −m2 + iε

i

p22 −m2 + iε
×

×
∫

d4p3
(2π)4

d4p4
(2π)4

d4p5
(2π)4

(i)3 (2π)4 δ4(p1 − p3 − p4 − p5)
(p23 −m2 + iε)(p24 −m2 + iε)(p25 −m2 + iε)

(1.3.44)

a questo punto potrebbe sembrarci che le linee interne siano indipendenti,
ma in realtà possiamo ancora integrare in uno dei tre momenti non fissati
sfruttando la δ4. Infatti possiamo scrivere:

δ4(p1 − p3 − p4 − p5) =⇒ p5 = p1 − p3 − p4 (1.3.45)

ed intergrare in d4p5:

=
(−iλ)2

3!
(2π)4 δ4(p1 + p2)

i

p21 −m2 + iε

i

p22 −m2 + iε
×

×
∫

d4p3
(2π)4

d4p4
(2π)4

(i)3

(p23 −m2 + iε)(p24 −m2 + iε)((p1 − p3 − p4)2 −m2 + iε)
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rimangono comunque degli integrali sui momenti delle linee interne, ma il
numero di momenti indeterminati che ci restano in G̃(p1, p2) è il numero di
loop del diagramma. Come possiamo verificare dalla figura 1.13.

Conoscere il numero di loop ci interessa, e anche parecchio, perché entra-
no in gioco quando cerchiamo di organizzare la serie perturbativa in termini
di ℏ. Perleremo meglio di ciò nella sezione §1.3.6.

1.3.4 Diagrammi connessi, non connessi e bolle di vuoto

Comintinuiamo ad addentrarci sempre di più nella trattazione dei diagrammi
di Feynman, definendo i termini del titolo. Infatti, noi all’inizio della sezione
§1.3.1 ci siamo preoccupati di trovare un’espressione calcolabile per il teo-
rema di Gell-Mann-Low, ma lo abbiamo fatto ignorando completamente il
denominatore di (1.2.88). Vediamo che cosa ci stiamo perdendo:

⟨0|T exp

{
− iλ
4!

∫
d4xϕ4(x)

}
|0⟩ ∼ ⟨0| 1 |0⟩+

+
−iλ
4!

∫
d4x ⟨0|Tϕ4(x) |0⟩+1

2

(−iλ
4!

)2 ∫
d4x d4y ⟨0|Tϕ4(x)ϕ4(y) |0⟩+. . .

(1.3.46)

e notiamo subito che non abbiamo punti marcati. Continuando i conti ve-
diamo che possiamo scrivere (ci scordiamo per un attimo della molteplicità):

⟨0|T exp

{
− iλ
4!

∫
d4xϕ4(x)

}
|0⟩ ∼ 1 +

−iλ
4!

∫
d4x∆2(x− x)+

+
1

2

(−iλ
4!

)2 ∫
d4x d4y

{
∆2(x− x)∆2(y − y) + ∆4(x− y)+

+∆(x− x)∆2(x− y)∆(y − y)
}
+ . . . (1.3.47)

che graficamente lo rappresentiamo come in figura 1.15. Dunque, il deno-
minatore di Gell-Mann-Low ci da come contributi i diagrammi senza punti
marcati. Diamo delle definizioni:

• Le bolle di vuoto sono i pezzi del diagramma che non sono collegati
alle gambe esterne.

• I diagrammi sconnessi sono quelli che non hanno bolle di vuoto
ma permettono forward scattering (cioè posso avere particelle che non
interagiscono, come in figura 1.26). Un esempio sono i 3 termini (presi
singolarmente) del primo ordine perturbativo in λ1 (figura 1.9).

• I diagrammi connessi4 sono quelli che non hanno nè bolle di vuoto
nè forward scattering.

4Teniamo bene a mente che il termine "diagramma connesso" può essere soggetto ad
abusi di notazione.
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• Chiamiamo diagrammi tree-level i diagrammi in cui non abbiamo
loop (quindi tutti i 4-impulsi sono fissati).

⟨0|Te
∫
d4xϕ4(x)|0⟩ ∼ 1 +

−iλ
4!

∫
d4x

 x

+

+
1

2

(−iλ
4!

)2 ∫
d4x d4y

{(
x × y

)
+

(
x y

)
+

+

(
x y

)}
+ . . .

Figura 1.15: Espansione perturbativa al second’ordine per le ampiezze di
vuoto in teoria ϕ4.

Però per il numeratore dell’equazione di Gell-Mann-Low avevamo trova-
to i termini raffigurati in figura 1.16 (ovviamente sono raffigurati solo una
parte di essi). Possiamo dimostrare che la formula di Gell-Mann-Low (GML)
(1.2.88), in cui inseriamo la rappresentazione (1.2.87), esclude automatica-
mente le bolle di vuoto.

lim
T→∞(1−iϵ)

⟨0|T
[
ϕ(x)ϕ(y) exp

{
−i
∫ T

−T
dtHI(t)

}]
|0⟩ ∼

∼
(

+ +

)
×
(

1 + + + + + . . .

)
+ . . .

Figura 1.16

Possiamo vedere esplicitamente che se consideriamo tutti i termini dello
sviluppo otteniamo che le bolle di vuoto si semplificano tra numeratore e
denominatore. Per far ciò studiamo numeratore e denominatore separata-
mente ed espandiamo in serie (ricorda che i campi dentro l’hamiltoniana HI
sono in rappresentazione di interazione):

⟨Ω|T
[
ϕ1 . . . ϕn

]
|Ω⟩ =

⟨0|T
[
ϕ1 . . . ϕn e

−i
∫
d4zHI

]
|0⟩

⟨0|T
[
e−i

∫
d4zHI

]
|0⟩

≡ N

D
. (1.3.48)

Abbiamo indicato con n il numero di campi, ovvero numero di particelle
in stato finale e iniziale; consideriamo p l’ordine della perturbazione, s è il
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numero di vertici collegati con le gambe esterne, mentre p− s è il numero di
vertici che non sono collegati con le gambe esterne (ovvero le bolle di vuoto).

Abbiamo visto che il numeratore (N) di GML, che possiamo sviluppare
come:

N =

∞∑
p=0

(−i)p
p!
⟨0|T

[
ϕ1 . . . ϕn

∫
d4y1 . . . d

4ypHI(y1) . . .HI(yp)
]
|0⟩

(1.3.49)
dà come risultato tutti i diagrammi (ad un certo ordine perturbativo), com-
presi quelli che includono le bolle di vuoto; infatti Wick ci dice che dobbiamo
considerare tutte le possibili contrazioni e per questo ci ritroviamo con alcu-
ne contrazioni che contraggono tutti i campi ϕi tra loro e tutti i campi di HI
a parte. Dunque, possiamo riscrivere il numeratore esplicitandondo i vertici
collegati alle gambe esterne e quelli scollegati (bolle di vuoto):

N =
∞∑
p=0

{
(−i)p
p!

⟨0|T
[
ϕ1 . . . ϕn

∫
d4y1 · · ·

∫
d4ysHI(y1) . . . HI(ys)

]
|0⟩C

}
×

(1.3.50)

×
p∑
s=0

{
p!

s!(p− s)! ⟨0|T
[ ∫

d4xs+1 . . .

∫
d4xpHI(xs+1)HI(xp)

]
|0⟩
}

(1.3.51)

in cui nella riga (1.3.50) ci sono i termini collegati alle gambe esterne e in
(1.3.51) le bolle di vuoto. Notiamo anche che appare un termine:

(
p

s

)
=

p!

s!(p− s)! (1.3.52)

perché stiamo scegliendo s elementi (H) da un gruppo di p elementi che sono
equivalenti tra loro (il pedice C serve solo ad enfatizzare il fatto che i vertici
sono collegati).

Possiamo manipolare l’espressione estraendo il primo blocco di termini e
riscrivendo il resto in termini di r = p− s. Da notare che quando scambia-
mo le sommatorie dobbiamo cambiarne l’indice p, in modo da rispettare la
condizione p > s, perciò:

∞∑
p=0

p∑
s=0

−→
∞∑
s=0

∞∑
p=s

. (1.3.53)
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e dunque:

N =

∞∑
s=0

{
(−i)s
s!
⟨0|T

[
ϕ1 . . . ϕn

∫
d4y1 · · ·

∫
d4ysHI(y1) . . . HI(ys)

]
|0⟩C

}
×

(1.3.54)

×
∞∑
r=0

{
(−i)r
r!
⟨0|T

[ ∫
d4x1 . . .

∫
d4xrHI(x1)HI(xr)

]
|0⟩
}
(1.3.55)

osserviamo che il secondo blocco (1.3.55), che contiene le bolle di vuoto,
coincide esattamente con l’espansione in serie del denominatore! Infatti vale:

⟨0|T exp

{
−i
∫

d4xHI(x)
}
|0⟩ =

=
∞∑
r=0

{
(−i)r
r!
⟨0|T

[ ∫
d4x1 . . .

∫
d4xrHI(x1)HI(xr)

]
|0⟩
}
. (1.3.56)

Tutti i diagrammi non collegati alle gambe esterne (dunque le bolle di
vuoto) non danno contributo al risultato finale; in altre parole la formula
di Gell-Mann-Low elimina le bolle di vuoto, ma mantiene sia i diagram-
mi connessi sia quelli disconnessi, come possiamo vedere in figura 1.17.
Scriviamo:

⟨Ω|T
[
ϕ1 . . . ϕn

]
|Ω⟩ =

⟨0|T
[
ϕ1 . . . ϕn e

−i
∫
d4zHI

]
⟨0|T

[
e−i

∫
d4zHI

]
|0⟩

(1.3.57)

=
∞∑
s=0

(−i)s
s!
⟨0|T

[
ϕ1 . . . ϕn

∫
d4y1 · · ·

∫
d4ysHI(y1) . . . HI(ys)

]
|0⟩C

(1.3.58)

⟨Ω|Tϕ1ϕ2ϕ3ϕ4|Ω⟩ = + + +

+ + + + +

+ + + . . .

Figura 1.17



40 CAPITOLO 1. Il campo scalare

1.3.5 Contributo delle bolle di vuoto

Da questo punto tratteremo argomenti che potrebbero sovrapporsi con quan-
to vedremo al corso di Advanced, ma non per questo meno importanti (e
meno chiesti all’esame).

Abbiamo visto che la formula di Gell-Mann-Low non considera in realtà il
contributo delle bolle di vuoto, ma solamente quello dei diagrammi connessi
e non. Però ci potremmo chiedere quale sia effettivamente il significato fisico
delle bolle di vuoto.

Studiamo la densità di energia di una bolla di vuoto al second’ordine in
figura 1.18:

Vi =
(−iλ)2
16

∫
d4z

∫
d4w ⟨0|T [ϕ4z ϕ4w] |0⟩ (1.3.59)

=
(−iλ)2
16

∫
d4z

∫
d4w∆F (z − z)∆2

F (z − w)∆F (w − w) (1.3.60)

=
(−iλ)2
16

∫
d4z

∫
d4w

d4p1
(2π)4

d4p2
(2π)4

d4p3
(2π)4

d4p4
(2π)4

∆̃(p1) e
−ip1(z−w)×

× ∆̃(p2) e
−ip2(w−z) ∆̃(p3) e

−ip3(z−z) ∆̃(p4) e
−ip4(w−w) (1.3.61)

=
(−iλ)2
16

∫
d4p1
(2π)4

d4p2
(2π)4

d4p3
(2π)4

d4p4
(2π)4

∆̃(p1) ∆̃(p2) ∆̃(p3) ∆̃(p4)×

× (2π)4 δ4(p1 − p2) · (2π)4 δ4(p2 − p1) (1.3.62)

= (. . . ) δ4(p1 − p2) δ4(p1 − p2) (1.3.63)

= (. . . ) δ4(p1 − p2) δ4(0) (1.3.64)

= V i (2π)
4 δ4(0). (1.3.65)

Se regolarizziamo la teoria, ovvero regolarizziamo l’infinito mettendoci in
una scatola di volume spaziale V3 per un certo tempo τ , allora:

δ4(0) =
2τ V3
(2π)4

(1.3.66)

ovvero, è proporzionale al volume dello spazio di Minkowski (volume tempo-
rale 2τ per il volume spaziale V3).

Ricordiamoci che quando stavamo parlando della formula di Gell-Mann-
Low, nella sezione §1.2.3, avevamo trovato la relazione generale:

⟨0|U(τ,−τ) |0⟩ = | ⟨Ω|0⟩ |2 e−2i E0 τ (1.3.67)

ed era proprio il termine a denominatore, il cui termine esponenziale rac-
chiude tutte le bolle di vuoto della teoria:

e−2i E0 τ ∝ exp
{∑

Vi

}
= exp

{
V3τ

∑
bolle

fbolle

}
(1.3.68)
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z w

p1

p2

p3

←

p4

→
Figura 1.18

dove Vi è la densità di energia della bolla di vuoto. Se trascuriamo il termine
ln
(
| ⟨Ω|0⟩ |2

)
, allora otteniamo la relazione:

E0 =
i

2τ

∑
Vi (1.3.69)

che messa insieme al fatto che, da (1.3.66), abbiamo:

1

2τ
=

V3
(2π)4 δ4(0)

(1.3.70)

ci permette di scrivere:

E0

V3
= i
∑ Vi

(2π)4 δ4(0)
= i
∑

Ṽi (1.3.71)

cioè riscriviamo la densità di energia del vuoto interagente in funzione della
somma delle bolle di vuoto.

In altre parole le bolle di vuoto permettono di calcolare l’energia di vuoto
di una teoria interagente E0. In QFT l’energia del vuoto non ha molta
rilevanza fisica, ma in Relatività Generale non è più così, poiché sappiamo
che tutto modifica la geometria dello spazio-tempo. Per questo le bolle di
vuoto (E0) costituiscono la costante cosmologica Λ della teoria.

Un problema attuale dei fisici teorici è quello di vedere perché Λ =∑
bolle ≈ 0, sebbene le predizioni siano molto lontane dal valore sperimen-

tale 10−9 J/m3; questo problema aperto è noto come Vacuum catastrophe.
Inoltre, l’energia di vuoto ha delle fluttuazioni che sono appunto causate da
queste bolle di vuoto.

Nota. Ovviamente qua stiamo parlando del vuoto interagente |Ω⟩. Il
vuoto della teoria libera |0⟩ non fa effettivamente nulla. È facile confonder-
si poiché li chiamiamo entrambi con lo stesso nome, ma se pensiamo alla
terminologia inglese sistemiamo i dubbi, poiché chiamiamo |0⟩ void, che è
effettivamente il vuoto senza nulla dentro, ma chiamiamo |Ω⟩ vacuum, o
ground state, in cui non ci sono particelle fisiche che si propagano, ma esso
è pieno di particelle virtuali o processi virtuali, rappresentati dalle bolle di
vuoto, che rendono la sua energia non nulla.
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1.3.6 Gradi di divergenza

Uno dei problemi della QFT, che nel corso della storia è stato molto diba-
tutto5, è il problema degli infiniti nella teoria. Infatti, in ogni diagramma
possono essere presenti delle divergenze (che in corsi futuri impareremo a
domare).

Per vedere il grado di divergenza di un diagramma occorre riorganizzare
la serie perturbativa al posto che in termini di λ, in termini di correzioni
quantistiche in ℏ (quindi in base ai loop). Dunque, dobbiamo reintrodurre
ℏ nelle nostre equazioni. In realtà ℏ compare in diversi posti, ma quelli
rilevanti6 sono:

T exp

{
− i
ℏ

∫
d4xHint

}
(1.3.72)

[ϕ(x⃗, t), ϕ(y⃗, t)] = iℏδ3(x⃗− y⃗) (1.3.73)

=⇒ ∆(x− y) = iℏ
∫

d4p

(2π)4
e−

i
ℏp(x−y)

p2 −m2 + iε
(1.3.74)

e in questo modo le regole di Feynman nello spazio dei momenti diventereb-
bero:

• Per ogni linea di campo interna associamo:

iℏ
p2 −m2 + iε

. (1.3.75)

• Per ogni vertice associamo:

− iλ
ℏ

(2π)4δ4(Σpi). (1.3.76)

Cerchiamo di stabilire un’ordine in ℏ. Consideriamo un generico dia-
gramma con E linee esterne, I linee interne e V vertici. Il suo peso in ℏ sarà
(ricorda che il propagatore è proporzionale ad ℏ):

ℏE+I−V (1.3.77)

5Basti pensare che Dirac stesso, uno dei padri della teoria, nel momento in cui sbu-
carono gli infiniti e la necessità del processo di rinormalizzazione, disse che la teoria era
sbagliata e bisognava ricominciare da capo. Non comprendeva come una teoria che oc-
correva aggiustare a mano, per renderla in accordo con gli esperimenti, potesse essere la
giusta teoria della natura.

6Avremmo anche:

L =
1

ℏ

(
1

2
∂µϕ∂

µϕ+ . . .

)
, S =

∫
d4x

L
ℏ

,
(
2+m2)G = −iℏδ4(x− y).
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se chiamiamo L il numero di loop del diagramma, esso è dato dai pµ inde-
terminati su cui integriamo:

L = I − V + 1 (1.3.78)

in cui ricordiamo che integriamo sulle linee interne (I), imponiamo V vincoli
di conservazione nei vertici (che ci eliminano degli integrali) e abbiamo 1
delta di conservazione dalle linee esterne (anch’essa ci toglie un’integrale).
Dunque, invertendo la relazione scrivendo I − V = L − 1, nel diagramma
abbiamo:

ℏE−1+L (1.3.79)

il che ci rende evidente che salendo con i loop (L) nel diagramma stiamo
salendo in potenze di ℏ. Puoi vedere in figura 1.19a degli esempi di termini.
Nota che abbiamo una potenza overall fissata dalla scelta dello stato iniziale
e finale e una potenza che dipende dal numero di momenti indipendenti,
pari al numero di loop. Dunque, abbiamo imparato che: lo sviluppo in
loop, fissata la funzione di Green, ossia il numero di gambe esterne, consiste
in uno sviluppo in ℏ. Sviluppare in ℏ ci ricorda tanto lo sviluppo semi-
classico. Infatti, i diagrammi tree-level corrispondono al processo classico e
le correzioni con n loop sono le correzioni quantistiche del processo.

ℏ0 ; ℏ1 ; ℏ2

ℏ0 ; ℏ1

(a)

x

z

y

k

p1 p2

(b)

Figura 1.19

Noi in questo corso considereremo solamente tree-level, poiché nel mo-
mento in cui abbiamo loop compaiono infiniti, che non sappiamo ancora
trattare. Infatti possiamo provare a calcolare il diagramma in figura 1.19b.
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Abbiamo:

=
−iλ
2

i

p21 −m2 + iε

i

p22 −m2 + iε
×

×
∫

d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iε
(2π)4 δ(p1 + p2 − k + k) (1.3.80)

proviamo ad integrare:∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iε
, kµkµ = k2

andando in coordinate sferiche (in 4 dimensioni):∫
dΩk
(2π)4

∫ ∞

0
dk k3

1

k2 −m2 + iε
, k = |k| (1.3.81)

in cui abbiamo l’integrale in dΩk è semplicemente un numero e lo ignoriamo,
mentre l’integrale in dk dobbiamo regolarizzarlo con un cut-off, e poi farne
il limite:

lim
Λ→∞

∫ Λ

0

k3 dk

k2 −m2 + iε
(1.3.82)

che non ci dà problemi quando k → 0, ovvero quando siamo a basse energie
e quindi nell’infrarosso. Il problema sorge quando abbiamo Λ → ∞, poiché
per k molto grandi la massa m è sicuramente trascurabile e l’integrando è
kdk e l’integrale viene:

lim
Λ→∞

Λ2 (1.3.83)

che chiaramente diverge e per risolvere il problema dobbiamo studiare la ri-
normalizzazione.

Siamo però in grado di capire quali diagrammi divergono e quali no. Ci
calcoliamo il grado di divergenza superficiale, il quale sarà theory dependent7.

Facciamo un conto molto approssimato in D dimensioni. Consideriamo
un diagramma con L loop ed I gambe interne. I momenti dei loop danno
contributo:

L∏
i=1

dDp ∼ pDL (1.3.84)

i propagatori interni danno:

I∏
i=1

1

p2 −m2
∼ 1

p2I
(1.3.85)

7Intendiamo superficiale nel senso che sarà un po’ approssimativo e che se inseria-
mo termini aggiuntivi potrebbe non essere più un parametro affidabile per stimare la
divergenza
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dunque, per p→∞, l’integrale diverge se:

pDL

p2I
= pDL−2I ≥ 1. (1.3.86)

Definiamo il grado di divergenza (superficiale) in D dimensioni come:

D = DL− 2I. (1.3.87)

Studiamo una teoria del tipo:

Lint ∼ ϕN (1.3.88)

cioé in cui ci sono N linee di campo. Noi possiamo ricavarci una relazione tra
il numero di vertici ed E, I. Infatti sappiamo che in ogni vertice entrano N
linee, che provengono dalle E linee esterne e dalle linee interne (che contiamo
doppie), quindi per ogni diagramma abbiamo:

V N = E + 2I (1.3.89)

e di conseguenza:

I =
1

2
(NV − E) (1.3.90)

da cui segue:

L = I − (V − 1) =
1

2
NV − 1

2
E − V + 1. (1.3.91)

Pertanto il grado di divergenza è:

D = DL− 2I (1.3.92)

= D

(
1

2
NV − 1

2
E − V + 1

)
− (NV − E) (1.3.93)

= V

(
1

2
DN −D −N

)
−
(
1

2
DE −D − E

)
. (1.3.94)

Se D > 0 il diagramma diverge come ΛD (in cui Λ è un valore di cut-off), se
D = 0 diverge come ln Λ, mentre seD < 0 non diverge.8 Come già accennato,
queste divergenze possono essere risolte tramite una rinormalizzazione. Da
notare che per campi massivi non abbiamo contributi di divergenza infrarossa
(p → 0). La massa e la costante di accoppiamento vengono cambiate dalla
rinormalizzazione.

Se facciamo l’esempio in quattro dimensioni con:

Lint =
λ

4!
ϕ4 (1.3.95)

abbiamo D = 4, N = 4 e dunque D = 4 − E, perciò i diagrammi con 2 o
4 gambe esterne hanno D ≥ 0, dunque divergono rispettivamente con una
divergenza quadratica (D = 2) o logaritmica (D = 0). I diagrammi con
E ≥ 6 gambe esterne non sono divergenti.

8Notiamo che la divergenza tratta solamente le componenti ultraviolette, ovvero p →
∞.
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1.4 Contributi di singola particella e più

In questa sezione ci preoccupiamo di caratterizzare meglio le funzioni di
Green, che abbiamo già visto con i diagrammi di Feynman, e cerchiamo di
dargli un senso fisico.

Abbiamo visto che, grazie alla formula di Gell-Mann-Low, siamo in grado
di dare un’espressione del propagatore interagente in termini di sviluppo per-
turbativo, e anche che ci sono alcuni diagrammi che o non danno contributo
(le bolle di vuoto) oppure portano a possibili divergenze (loop). Però pos-
siamo espandere ancora di più le nostre conoscenze riguardo il propagatore
interagente.

In generale, calcoliamo funzioni di Green poiché sono le uniche quantità
che ci permettono di estrarre informazioni fisiche; in un primo momento ci
concentreremo sul cercare di estrarre la massa fisica delle particelle, ma in
generale possiamo estrarne anche la probabilità che un certo processo possa
avvenire (ampiezza di probabilità e sezione d’urto).

1.4.1 Introduzione alla rinormalizzazione della teoria

Questa sezione è stata aggiunta a mano a posteriori per una mia migliore
comprensione degli argomenti che seguono. È una rapida introduzione della
sezione con qualche spoiler di quello che troveremo. Invito comunque a con-
frontare ciò che ho scritto con i vari libri.

Il passaggio da teoria libera ad interagente non solo implica un’interazione
tra le particelle, ma anche un cambiamento delle loro proprietà, come massa
e carica.

Questo processo lo chiamiamo rinormalizzazione e può essere immaginato
come un processo in cui la particella si "veste" delle interazioni. Dalla teoria
libera, ricordiamo che le particelle sono eccitazioni dei campi attorno al vuoto
e gli operatori a e a† distruggono e creano stati a singola particella, una per
volta, le quali evolvono indisturbate e sole.

Sappiamo anche che dal propagatore (che descrive la propagazione di una
singola particella da un punto y ad un punto x in modo libero):

G̃0 =
i

p2 −m2 + iϵ
(1.4.1)

in cui p è il momento della particella, la quale non influenza e non è influen-
zata dalle altre. Ricordiamo anche che, nel caso in cui non conoscessimo la
massa della particella, potremmo controllare il polo del propagatore che ci
fornirebbe la massa m.

Nel momento in cui accendiamo le interazioni, le cose si complicano note-
volmente. Le particelle cominciano a "parlarsi", il vuoto non è più semplice
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da trattare come |0⟩ e, nel momento in cui inseriamo una particella nel si-
stema, questa comincia ad interagire, modificando le sue caratteristiche con
altri oggetti.

Ci si potrebbe chiedere se è ancora possibile estrarre le informazioni
fisiche (misurate negli esperimenti) di una sola particella.

Noi chiamiamo quasi-particle o particelle vestite (ma anche particelle ri-
normalizzate) le particelle singole della teoria non interagente unite dalle
interazioni della teoria. Ciò che sapevamo era che agendo con a†p sullo sta-
to di vuoto |0⟩, noi creavamo uno stato di singola particella con momento
p definito. In una teoria interagente, possiamo creare uno stato a singola
particella con momento definito con un operatore, differente da a†p, che chia-
miamo q†p. Il problema è che q†p non lo conosciamo per nulla e l’unica arma
nelle nostre mani è a†p. Se applichiamo l’operatore di creazione a†p della teoria
non interagente sul vuoto |Ω⟩, costruiamo una sovrapposizione di stati, tra
cui potrebbe esserci quello di singola particella |p⟩, ma anche in aggiunta ne
avremo a molte particelle i cui momenti si sommano a p:

a†p |Ω⟩ = |p⟩ ⟨p| a†p |Ω⟩+
∑

(multiparticle parts) . (1.4.2)

È importante notare che l’energia di singola particella è differente da quella
che troveremmo nella teoria libera. Se m è il parametro che compare in L
e nella legge di dispersione libera Ep =

√
p2 +m2, avremo una energia di

teoria interagente:
E =

√
p2 +m2

p (1.4.3)

in cui mp è la massa di singola particella misurata negli esperimenti. mp è
chiamata massa fisica ed è differente da quella che leggiamo in L.

Dalla rappresentazione del propagatore interagente di Lehmann-Källén,
si ha che esso descrive non solo l’evoluzione degli stati a singola particella,
ma anche quelli a multiparticella:

G̃(p) =
iZ

p2 −m2
p + iϵ

+

(
parti di

multiparticelle

)
. (1.4.4)

Sappiamo (lo scopriremo) che un modo di scrivere il propagatore completo
è quello di usare la densità spettrale ρ:

G(x, y) =

∫ ∞

0

dM2

(2π)
ρ(M2)∆F (x, y,M

2) (1.4.5)

in cui la densità ρ(M2) ha lo spettro in figura 1.20, e si può scrivere come:

ρ(M2) = (2π)δ(M2 −m2
p)Z +

(
parti di

multiparticelle

)
(1.4.6)

= (2π)δ(M2 −m2
p)Z + θ(M2 − 4m2

p)ρ̃(M
2) (1.4.7)
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così che si abbia una parte di singola particella e una di continuo, il che vuol
dire scrivere:

G̃(p) =
iZ

p2 −m2
p + iϵ

+

∫ ∞

∼4m2
p

dM2 ρ(M2)
i

p2 −M2 + iϵ
(1.4.8)

M2

ρ(M2)

m2
p ∼ 4m2

p

Figura 1.20

Abbiamo quindi capito che le interazioni "vestono" le particelle e le loro
caratteristiche. Però possiamo anche vedere come il processo di rinorma-
lizzazione modifichi il propagatore e i diagrammi di Feynman. I parametri
che compaiono nella Lagrangiana (massa m, costante di accoppiamento λ e
altre) le chiamiamo bare parameters, ossia parametri nudi (svestiti).

Dal propagatore sappiamo che estraiamo l’informazione sulla massa fisica
delle particelle guardando i poli della funzione di Green. Però, se ci guardia-
mo il propagatore esatto per una teoria interagente e non separiamo il con-
tributo di singola particella da quello a multiparticella, allora confrontando
i poli possiamo vedere come le interazioni influenzino mp.

Possiamo individuare i diagrammi 1PI (One-Particle Irreducible), come i
diagrammi connessi che non possono essere disconnessi tagliando una linea
di un propagatore interno. Ad esempio:

chiamiamo 1PI self-energy (Σ) la somma di tutti i diagrammi 1PI con due
linee esterne amputate:

−iΣ(p) =
∑(

tutti i diagrammi 1PI
amputati con 2 linee esterne

)
. (1.4.9)
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Scrivendo uno sviluppo perturbativo del propagatore, in termini di Σ, e
confrontando i poli, troviamo:

m2
p = m2 +Σ(p) (1.4.10)

ovvero che Σ shifta la massa fisica per via della presenza di interazioni. Si
fa una cosa simile per le costanti d’accoppiamento.

1.4.2 Propagatore di Lehmann-Kallen e autostati di una teo-
ria interagente

Come ben sappiamo, se il campo è interagente allora, alla lagrangiana, dob-
biamo aggiungere un potenziale di interazione che ci spieghi come il campo
interagisce con se stesso e con le altre particelle. Prendiamo il vuoto |Ω⟩ del-
la teoria interagente e cerchiamo di determinare il propagatore. In generale
scriviamo (per definizione):

G(x1, x2) = ⟨Ω|Tϕ(x1)ϕ(x2) |Ω⟩ (1.4.11)

= θ(x01 − x02)G+(x1, x2) + θ(x02 − x01)G+(x2, x1) (1.4.12)

dove G+(x1, x2) = ⟨Ω|ϕ(x1)ϕ(x2) |Ω⟩ è la funzione di Green avanzata, che
in una teoria libera sappiamo calcolare tranquillamente.

Possiamo considerare gli autostati di energia ed impulso |α⟩:

P̂ρ |α⟩ = p⃗ (α)
ρ |α⟩ , Ĥ |α⟩ = Eα |α⟩ (1.4.13)

e la loro rispettiva relazione di completezza:

1 =
∑
α

|α⟩ ⟨α| . (1.4.14)

Ricordiamo un attimo un paio di cose riguardanti il quadri-impulso. Sap-
piamo che vale:

[Pρ, Pµ] = 0 (1.4.15)

ovvero, possiamo diagonalizzare le 4 componenti di Pρ. Infatti, Pρ è un’ope-
ratore hermitiano, autoaggiunto che possiamo diagonalizzare e trovarne una
base completa. Indichiamo con p

(α)
ρ l’impulso portato dallo stato |α⟩, che

può essere di 1, 2, . . . , n particelle. Noi possiamo scrivere:

G+(x1, x2) =
∑
α

⟨Ω|ϕ(x1) |α⟩ ⟨α|ϕ(x2) |Ω⟩ (1.4.16)

e ci piacerebbe capire chi è il termine sottolineato. Possiamo ricordarci cosa
abbiamo imparato dal teorema di Noether, nella sezione §1.1.3, ovvero che
quando abbiamo una simmetria possiamo identificare la variazione del campo
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con il commutatore tra la carica conservata e il campo stesso. Dunque se ci
calcoliamo:

∂µ ⟨Ω|ϕ(x) |α⟩ = ⟨Ω| ∂µϕ(x) |α⟩ (1.4.17)

in cui abbiamo fatto filtrare dentro la derivata; visto che siamo in rappre-
sentazione di Heisenberg e gli stati non evolvono, e possiamo utilizzare che
per le traslazioni abbiamo (1.1.59):

∂µ ⟨Ω|ϕ(x) |α⟩ = ⟨Ω| ∂µϕ(x) |α⟩ (1.4.18)
= i ⟨Ω| [Pµ, ϕ(x)] |α⟩ (1.4.19)
= i ⟨Ω|Pµϕ(x)− ϕ(x)Pµ |α⟩ . (1.4.20)

Però dobbiamo tenere presente che il vuoto ci serve sia invariante, non solo
per traslazioni, ma in generale anche per trasfromazioni di Lorentz; dunque
valgono:

Pµ |Ω⟩ = 0 , ⟨Ω|Pµ = 0 , Jµν |Ω⟩ = 0 (1.4.21)

che se inseriti in (1.4.20):

∂µ ⟨Ω|ϕ(x) |α⟩ = −i ⟨Ω|ϕ(x)Pµ |α⟩ (1.4.22)

ma noi stiamo considerando {α} come base di energia ed impulso, per cui:

∂µ ⟨Ω|ϕ(x) |α⟩ = −ip(α)µ ⟨Ω|ϕ(x) |α⟩ (1.4.23)

che è un’equazione differenziale che siamo in grado di risolvere, infatti la
soluzione è:

⟨Ω|ϕ(x) |α⟩ = e−ip
(α)x ⟨Ω|ϕ(0) |α⟩ (1.4.24)

in cui abbiamo messo ⟨Ω|ϕ(0) |α⟩ come costante moltiplicativa visto che
vogliamo una condizione a t = 0. Capito questo possiamo inserirlo dentro
(1.4.16) e vedere9:

G+(x1, x2) =
∑
α

e−ip
(α)(x1−x2) ⟨Ω|ϕ(0) |α⟩ ⟨α|ϕ(0) |Ω⟩ (1.4.29)

9Nota che si sarebbe giunti allo stesso risultato ricordando l’evoluzione temporale nella
rappresentazione di Heisenberg:

ϕ(x) = eipx ϕ(0) e−ipx (1.4.25)

e implementando i conti

⟨Ω|ϕ(x)ϕ(y) |Ω⟩ =
∑
α

⟨Ω|ϕ(x) |α⟩ ⟨α|ϕ(y) |Ω⟩ (1.4.26)

=
∑
α

⟨Ω| eipx ϕ(0) e−ipx |α⟩ ⟨α| eipy ϕ(0) e−ipy |Ω⟩ (1.4.27)

=
∑
α

e−ipα(x−y) |⟨Ω|ϕ(0) |α⟩|2 . (1.4.28)



1.4. Contributi di singola particella e più 51

che possiamo ancora implementare inserendo un’altra identità in mezzo:

1 =

∫
d4q δ4(qµ − p(α)µ ) (1.4.30)

così:

G+(x1, x2) =
∑
α

∫
d4q δ4(qµ − p(α)µ ) e−ip

(α)(x1−x2) ⟨Ω|ϕ(0) |α⟩ ⟨α|ϕ(0) |Ω⟩

(1.4.31)

=

∫
d4q

(2π)4
e−iq(x1−x2)

∑
α

(2π)4 δ4(qµ − p(α)µ )×

× ⟨Ω|ϕ(0) |α⟩ ⟨α|ϕ(0) |Ω⟩ (1.4.32)

in cui abbiamo riarrangiato i termini, aggiungendo anche un fattore (2π)4,
così da identificare una funzione dipendente solo da qµ:

F (q) =
∑
α

(2π)4 δ4(qµ − p(α)µ ) ⟨Ω|ϕ(0) |α⟩ ⟨α|ϕ(0) |Ω⟩ (1.4.33)

vedere G+(x1, x2) come trasformata di Fourier di essa e ovviamente F (q)
come l’antitrasformata di G+:

G+(x1, x2) =

∫
d4q

(2π)4
e−iq(x1−x2) F (q) (1.4.34)

F (q) =

∫
d4x eiqxG+(x, 0) (1.4.35)

in cui abbiamo fatto una traslazione x→ x− x2 in modo da semplificare un
po’ gli argomenti; il che è lecito dal momento che la teoria è invariante per
trasformazioni di Poincaré.

Vediamo brevemente che F (q) è un’invariante di Lorentz. Sapendo che qµ
è un quadri-impulso, che la teoria è invariante per trasformazioni di Lorentz
(G+ non trasforma), che la misura d4x e il prodotto scalare sono invarianti,
abbiamo:

F (Λq) =

∫
d4x′ ei(Λq)(Λx)G+(x

′, 0) (1.4.36)

= F (q). (1.4.37)

Ci serve anche dimostrare che F (q) = 0 nel caso in cui q0 < 0. Data la
definizione (1.4.33) vediamo che F (q) ̸= 0 se la δ4(qµ − p(α)µ ) è soddisfatta,
ovvero se qµ = p

(α)
µ . Ricordiamo che p(α)µ è uno degli autovalori di {α}. In

particolare, per le componenti 0 abbiamo q0 = p
(α)
0 .



52 CAPITOLO 1. Il campo scalare

Per quanto ci riguarda in QFT possiamo mettere l’energia del vuoto a
zero (poiché non abbiamo i problemi che avremmo in RG):

Pµ |Ω⟩ = 0 (1.4.38)

e sappiamo che vale:
Ep =

√
m2 + p⃗ 2 (1.4.39)

ossia che tutti gli stati (ad 1, 2, . . . , n particelle) hanno energia positiva. In
generale potremmo dire che l’energia dello stato |α⟩ sarà maggiore dell’ener-
gia del vuoto, dunque positiva.

Quindi se prendiamo q0 < 0, nella somma
∑

n di F (q), non c’è nessuno
stato |α⟩ possibile e vale:

F (q) = 0. (1.4.40)

Possiamo anche dire che F ≡ 0 nel caso q2 < 0, ossia q space-like, poiché
con una trasformazione di Lorentz possiamo ottenere un vettore tale per cui
abbiamo q′0 < 0.

Queste osservazioni non sono solamente per cultura personale, ma ci
servono a capire che la forma di F (q) è vincolata e possiamo scriverla come:

F (q) = (2π)f(q2)θ(q0) (1.4.41)

il che ci permette di dire che q0 ≥ 0, così rispettiamo il fatto che F (q) ̸= 0
solo se q2 è light-like, time-like oppure q0 > 0. Nota che f(q2), essendo fun-
zione di q2 è invariante di Lorentz.

Torniamo al nostro studio della funzione di Green, che possiamo riscrivere
come:

G+(x1, x2) =

∫
d4q

(2π)4
e−iq(x1−x2)(2π) f(q2)θ(q0) (1.4.42)

=

∫ ∞

0
du

∫
d4q

(2π)4
e−iq(x1−x2) (2π) f(u) δ(u− q2) θ(q0)

(1.4.43)

=

∫ ∞

0
du f(u)

∫
d4q

(2π)4
e−iq(x1−x2) (2π) δ(u− q2) θ(q0)

(1.4.44)

in cui possiamo notare che il termine sottolineato è il propagatore libero del
campo scalare:

⟨0|ϕ(x1)ϕ(x2) |0⟩ =
∫

d4q

(2π)4
e−iq(x1−x2) (2π) δ(q2 −m2) θ(q0) (1.4.45)

= ∆+(x1, x2;m) (1.4.46)



1.4. Contributi di singola particella e più 53

che rispetto la nostra scrittura ha la differenza m2 ↔ u. Dunque abbiamo:

G+(x1, x2) =

∫ ∞

0
du f(u)∆+(x1, x2;

√
u) (1.4.47)

in cui chiamiamo f(u) densità spettrale. Vediamo in (1.4.47) che la fun-
zione a due punti, in una teoria interagente, non riceve più solamente il
contributo di stati ad una particella, ma ne riceve da ∞ stati (non necessa-
riamente di singola particella), con massa

√
u, ciascuno pesato con la densità

spettrale10. Possiamo dire in termini generali che f(u) è una densità di mas-
sa/energia.

Visto com’è fatta la funzione a due punti avanzata, possiamo ritornare
alla definizione generica di funzione di Green a due punti (1.4.12) e scrivere:

G(x1, x2) = θ(x01 − x02)G+(x1, x2) + θ(x02 − x01)G+(x2, x1) (1.4.50)

=

∫ ∞

0
du f(u)∆F (x1, x2,

√
u) (1.4.51)

in cui utilizziamo il propagatore causale di Feynman. Nota che integrare su
u è come integrare su q2, che dev’essere uguale a p(α)µ , e conseguentemente u
va su tutti gli impulsi che esistono tra gli stati nella nostra teoria.

Sicuramente nella nostra teoria, (nel nostro spazio di Fock) ci sarà il
vuoto, poi ci sarà uno stato ad una particella (per il quale l’energia è ben
definita) e poi ci sarà un continuo di stati, poiché saranno stati a due (e più)
particelle e p2 = (p1 + p2)

2 sarà continuo.
Supponiamo di avere due particelle, dello stesso tipo e con massa fisica

mp, e vediamo cos’è q2 = (p1 + p2)
2:

(p1 + p2)
2 = p21 + p22 + 2p1µp

µ
2 (1.4.52)

= m2
p +m2

p + 2

(√
m2 + p⃗ 2

1

√
m2 + p⃗ 2

2 − p⃗1 · p⃗2
)

(1.4.53)

nel SR del lab. in cui p⃗2 = 0 (1.4.54)

= 2m2
p + 2mp

√
m2 + p⃗ 2

1 (1.4.55)

10È facile rendersi conto che in una teoria libera G+ riceve contributi solamente da stati
ad 1 particella. Infatti si ha:

F (q) = (2π)4
∑
α

|⟨0|ϕ(0) |α⟩|2 δ4(q − p(α)) (1.4.48)

ma ϕ(0) lo sappiamo espandere in termini di operatori di creazione e distruzione e
mettendolo all’interno di F (q) otteniamo:

⟨0|ϕ(x) |α⟩ ≃ ⟨0| a+ a† |α⟩ ≃ ⟨1, p⃗|α⟩ = δ1,n (1.4.49)

in cui abbiamo messo lo stato ⟨1, p⃗| di singola particella poiché stati a più particelle per
costruirli avremmo bisogno di ⟨0| a2. È proprio δ1,n a dirci che G+ riceve contributi solo
da stati a singola particella.
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in cui vediamo che q2 non è più fissato dalla mass-shell, ma è un continuo .

In una teoria perturbativa noi siamo in grado di calcolarci G(x1, x2) e
conosciamo l’espressione di ∆F (x1, x2,

√
u), per cui, per quanto complicata

possa essere (e di solito è molto complicata), possiamo estrarre f(u).

Noi al momento però siamo interessati ad estrarre, da G(x1, x2), la massa
di una singola particella mp (che assumiamo esista)11.

Consci del fatto che sia formalmente sbagliato considerare solamente lo
stato di singola particella (in cui scriviamo direttamente p(α) ≡ p⃗ poiché,
grazie al mass-shell, ci basta il tri-impulso per fissare lo stato), senza tutti
gli altri, calcoliamo:

G+(x1, x2) =
∑
n

e−ip
(α)(x1−x2) ⟨Ω|ϕ(0) |n⟩ ⟨n|ϕ(0) |Ω⟩ (1.4.56)

≃ e−ip(x1−x2) ⟨Ω|ϕ(0) |p⃗⟩ ⟨p⃗|ϕ(0) |Ω⟩+ . . . (1.4.57)

=

∫
d3p

(2π)32Ep
e−ip(x1−x2) ⟨Ω|ϕ(0) |p⃗⟩ ⟨p⃗|ϕ(0) |Ω⟩+ . . . (1.4.58)

fai attenzione che qua abbiamo fatto dei passaggi un po’ sportivi. Innan-
zitutto sappiamo che approssimare G+ con solamente lo stato di singola
particella, senza prendere tutti gli altri, è una forzatura grossa, poi scriven-
do il secondo passaggio ci rendiamo conto che in realtà (1.4.57) è a sua volta
sbagliato perché non stiamo inserendo il fatto che uno stato ad 1 particella
è caratterizzato da ∞ (p è un continuo) valori di impulso, dunque scriviamo
l’ultima riga, in cui mettiamo una misura che è invariante di Lorentz la quale
ci rende gli stati a tri-impulso fissato non più normalizzati ad una δ3(p⃗1− p⃗2)
(della MQ) bensì a:

⟨p⃗1|p⃗2⟩ = 2Ep1δ
3(p⃗1 − p⃗2). (1.4.59)

A questo punto il nostro problema, che abbiamo ignorato fin’ora, è capire
come sono fatti gli elementi:

⟨Ω|ϕ(0) |p⃗⟩ . (1.4.60)

Prendiamo due stati |p⃗⟩ e |p⃗ ′⟩ collegati da una trasformazione di Lorentz:

∣∣p⃗ ′〉 = (1 + iωµνJ
µν
)
|p⃗⟩ (1.4.61)

11In una teoria interagente la massa m che compare nella lagrangiana L non è la massa
fisica della particella. Ne riparleremo meglio al corso di Advanced e in un altro senso nel
capitolo del modello standard.
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e con una TL finita ci muoviamo da un certo |p⃗⟩ ad qualsiasi |p⃗ ′⟩ 12. Sap-
piamo da Noether che il campo trasforma come:

δϕ = [Q,ϕ(x)] (1.4.62)

= iωµν

(
xµ∂ν − xν∂µ

)
ϕ(x) (1.4.63)

e visto che x = 0 abbiamo:

[Jµν , ϕ(0)] = 0. (1.4.64)

Quindi abbiamo:

⟨Ω|ϕ(0) |p⃗⟩ = ⟨Ω|ϕ(0)
(
1 + iωµνJ

µν
) ∣∣p⃗ ′〉 (1.4.65)

= ⟨Ω|ϕ(0) + iωµνJ
µνϕ(0)

∣∣p⃗ ′〉 (1.4.66)

ma avendo che il vuoto è invariante per trasformazioni di Lorentz:

⟨Ω|ϕ(0) |p⃗⟩ = ⟨Ω|ϕ(0)
∣∣p⃗ ′〉 ≡ ⟨Ω|ϕ(0) |p⃗⟩ (1.4.67)

in cui la trasformazione è generica e può essere anche finita; in ogni caso
capiamo che (1.4.67) è indipendente da p⃗, poiché ∀p⃗ assume lo stesso valore.
Per questo motivo possiamo scrivere:

⟨Ω|ϕ(0) |p⃗⟩ ⟨p⃗|ϕ(0) |Ω⟩ = costante ≡ Z. (1.4.68)

La costante Z viene chiamata Field strenght renormalization.

Dunque, tornando all’espressione per la funzione di Green avanzata:

G+(x1, x2) ≃
∫

d3p

(2π)32Ep
e−ip(x1−x2) Z (1.4.69)

≃ Z
∫

d4p

(2π)4
e−ip(x1−x2) (2π)δ4(p2 −m2)θ(p0) (1.4.70)

in cui ci siamo riportati con la misura Lorentz invariante13 contenente la θ
e la δ. Notiamo però che l’integrale di (1.4.70) è il propagatore ∆+.

Dunque, considerando entrambi i contibuti in G(x1, x2) otteniamo:

G(x1, x2) = Z∆F (x1, x2,mp) + . . . (1.4.71)

12Utilizziamo trasformazioni infinitesime quando i due stati differiscono per valori
piccoli, ma trasformazioni finite se i valori sono distanti.

13Ricorda che nel corso di Introduzione a QFT avevamo visto nel processo di seconda
quantizzazione che le due misure fossero equivalenti, poiché partendo da quella con θ e δ
e integrando quest’ultima si giungeva alla prima.
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in cui vediamo chiaramente il contributo di singola particella. Ovviamente
possiamo passare nello spazio di Fourier:

G̃(p1, p2) =

∫
d4x1

∫
d4x2 e

−ip1x1−ip2x2G(x1, x2) (1.4.72)

≃ Z(2π)4 δ4(p1 + p2)
i

p21 −m2
p + iε

. (1.4.73)

Dunque, ripetendoci, riconosciamo il fatto che la funzione di Green a due
punti (propagatore) è proporzionale ad un propagatore di Feynman di una
particella con massa mp. Proprio grazie a questa proporzionalità possiamo
vedere che G̃(2) ha un polo in p2 = m2

p (nella massa fisica) e tutti i termini ad
n > 1 particelle non contribuiscono al polo. Quindi ora, il punto è studiare
come sia fatto il polo, e per farlo ci serve capire cosa sono i diagrammi 1PI.

Abbiamo già visto che la funzione di Green:

G(x1, x2) = ⟨Ω|Tϕ1ϕ2 |Ω⟩ (1.4.74)

la sappiamo calcolare in modo perturbativo e che, ad esempio per la teoria
λϕ4 (per 4 campi dava i termini in figura 1.17), da i termini in figura 1.21.

⟨Ω|Tϕ1ϕ2|Ω⟩ = + + +

+ + + +

+ + + + . . .

Figura 1.21

Ogni termine sappiamo calcolarlo grazie alle regole di Feynman e pos-
siamo trovare un modo di riorganizzare i diagrammi in classi. Ad esempio
il secondo termine della somma lo possiamo scrivere come un propagatore
+ una certa quantità legata al loop + un propagatore; graficamente pos-
siamo scrivere il diagramma come in figura 1.22, in cui all’interno del blob
inseriamo il contributo del loop, che sarà proporzionale a:

−iλ
∫

d4k
i

k2 −m2 + iε
(1.4.75)
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con kµ momento che circola nel loop. Diagrammi dello stesso tipo di quello
descritto, ovvero in cui non possiamo amputare nessuna gamba ed avere 2
diagrammi, a loro volta con due gambe esterne, si chiamano diagrammi 1PI
(one particle irriducible).

=

Figura 1.22

Diagrammi che invece riusciamo a tagliare sono ad esempio quelli raffigu-
rati in figura 1.23, alcuni dei quali, dopo che li tagliamo passano da essere di
ordine λ2 a qualcosa di ordine λ1 (ad esempio il primo e i due della seconda
riga).

Figura 1.23

Il blob della figura 1.22 lo scriviamo in modo simbolico e rappresenta
tutti i diagrammi 1PI che contribuiscono a G2(x1, x2); per questo possiamo
scrivere la figura 1.24.

= + + +

+ + . . .

= −iΣ(p2)

Figura 1.24

Ma per come l’abbiamo scritta, la G(x1, x2) contiene tutti i contributi
dei diagrammi e non solo quelli di tipo 1PI, dunque in modo pittorico la
possiamo scrivere come in figura 1.25.

La scrittura pittorica di G̃(p1, p2), notando che con n blob ci sono (n+1)
propagatori e che nei propagatori compare la massa m di L e non quella



58 CAPITOLO 1. Il campo scalare

G̃(p1, p2) = + + +

+ + . . .

Figura 1.25

fisica, non è altro che:

G̃(p1, p2) = (2π)4δ4(p1 + p2)

[
i

p21 −m2 + iε
+

i

p21 −m2 + iε
(−iΣ) i

p21 −m2 + iε
+

+
i

p21 −m2 + iε
(−iΣ) i

p21 −m2 + iε
(−iΣ) i

p21 −m2 + iε
+ . . .

(1.4.76)

= (2π)4δ4(p1 + p2)
i

p21 −m2 + iε

[
1 +

Σ

p21 −m2 + iε
+

+
Σ2

(p21 −m2 + iε)2
+ . . .

]
(1.4.77)

nel termine tra parentesi possiamo riconoscere una serie geometrica, e dal
momento che Σ ∝ λ≪ 1, possiamo scrivere:

G̃(p1, p2) = (2π)4δ4(p1 + p2)
i

p21 −m2 + iε

1

1− Σ
p21−m2+iε

(1.4.78)

= (2π)4δ4(p1 + p2)
i

p21 −m2 − Σ(p2) + iε
(1.4.79)

in cui vediamo che abbiamo un polo per p21 = m2 + Σ(p2). Confrontando
il contributo di singola particella (1.4.73) con la funzione di Green esatta
(1.4.79), vediamo cosa succede nei poli. Nell’espressione esatta il polo lo
troviamo in p21 = m2+Σ(p2), ma nel processo che abbiamo fatto per estrarre
il contributo di singola particella ci siamo resi conto che esso contribuisce da
solo al polo p21 = m2

p; dunque confrontando abbiamo:

m2
p = m2 +Σ(p2) (1.4.80)

che potrebbe sembrare leggermente strano il fatto che la massa fisica della
particella sia la massa m che compare nella lagrangiana + un contributo che
viene fuori da diagrammi di tipo 1PI, e dunque da contributi di interazione.
È chiaro che Σ(p2) dipende da λ. Potremmo risolvere m2

p = m2
p(m

2, λ) da
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(1.4.80) in modo perturbativo14:

m2
p = m2 (1.4.81)

m2
p = m2 +Σ(m2) (1.4.82)

. . . (1.4.83)

quindi al primo ordine (il termine libero) otteniamo che la variabile m è
esattamente la massa fisica mp, ma quando vediamo ordini più alti non è più
così. Capiamo che in qualche modo che la massa dipende dalle interazioni
che le particelle hanno.

Riallacciandoci ad un discorso già iniziato in precedenza, ci rendiamo di
nuovo conto che la trattazione in QFT si riduca al caso classico se eliminiamo
i contributi di Σ, ossia dei diagrammi 1PI, che contengono loop, ossia le
correzioni quantistiche della teoria.

In generale, i parametri nudi della lagrangiana (m2, λ e ne vedremo altri)
dipendono dalla scala di energia in cui ci mettiamo. Sarà un problema del
prossimo corso di QFT, ma per cominciare a vederlo puoi ricordarti che la
costante di accoppiamento della forza forte (analogo di λ) non è costante,
ma dipende dalle energie; ragionamento analogo lo possiamo fare con m, che
per l’appunto a seconda dell’energia a cui ci mettiamo assume valori diversi.

Possiamo ritenerci soddisfatti di ciò che abbiamo capito e passiamo al-
la prossima sezione, in cui cerchiamo di capire come le funzioni G(n) ci
permettono di costruire la matrice S.

1.4.3 Pacchetti d’onda

Capire bene quello che faremo in questa sezione ci servirà, oltre a generaliz-
zare a teorie interagenti, anche a ricavare la formula di riduzione di LSZ, che
ci permetterà di calcolare gli elementi di matrice S.

Riprendiamo la teoria libera. Quello che sappiamo è sicuramente la
scrittura del campo scalare ϕ in termini di sviluppo di Fourier (1.1.14), ma
soprattutto come scrivere uno stato a singola particella (nello spazio di Fock):

|p⃗⟩ =
√

2Epa
†(p⃗) |0⟩ (1.4.84)

che sono stati ad impulso fissato e che ci danno una funzione d’onda com-
pletamente delocalizzata.

Se volessimo costruire stati |f⟩ che siano localizzati nello spazio - il che
ci interessa perché così (nella teoria interagente) possiamo localizzarli molto
lontani dalla regione di scattering e studiare le ampiezze di probabilità più

14Generalmente, questi sviluppi sono serie asintotiche, che in quanto tali divergono e
si dovrebbero fare "somme alla Borel" per sistemarle, ma noi ci fermiamo prima e ci
pensiamo il prossimo semestre.
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semplicemente - allora, non possiamo utilizzare delle onde piane, ma dobbia-
mo costruire dei pacchetti d’onda. Ci mettiamo al tempo t = 0 e, utilizzando
lo sviluppo di Fourier di ϕ(x), scriviamo15:

|f⟩ =
∫

d3x |x⃗⟩ ⟨x⃗|f⟩ (1.4.85)

=

∫
d3x f(x⃗)ϕ(0, x⃗) |0⟩ (1.4.86)

=

∫
d3x f(x⃗)

∫
d3p

(2π)3/2
e−ip⃗·x⃗√
2Ep

a†(p⃗) |0⟩ (1.4.87)

=

∫
d3p

2Ep

∫
d3x

(2π)3/2
f(x) e−ip⃗·x⃗ |p⃗⟩ (1.4.88)

=

∫
d3p

2Ep
f̃(p⃗) |p⃗⟩ (1.4.89)

in cui abbiamo individuato f̃(p⃗) come la trasformata di Fourier di f(x⃗). Pos-
siamo vedere f̃(p⃗) come la funzione d’onda di uno stato ad una particella
nello spazio di Fourier, mentre f(x⃗) la funzione d’onda nello spazio delle
coordinate, il cui quadrato ci fornisce la probabilità di trovare la particella
tra x ed x+ dx.

Ora vediamo un caso concreto e introduciamo delle funzioni d’onda che
ci permettono di localizzare nello spazio la particella. Prendiamo l’impulso
p⃗ localizzato attorno al valore k⃗, con una larghezza dipendente da σ:

f̃(p⃗) =
1

σ3/4
e−

(p⃗−k⃗)2

2σ (1.4.90)

f(x⃗) = σ3/4e−
σx2

2 (1.4.91)

e facendo la scelta su f̃ ovviamente forziamo la sua antitrasformata f(x⃗),
che è una gaussiana piccata attorno x⃗ = 0. Nota che le due gaussiane hanno
σ invertito.

Possiamo prendere (1.4.89), attorno t = 0, e facendolo evolvere nel
tempo, in rappresentazione di Schrodinger con l’operatore di evoluzione
temporale, dobbiamo risolvere:

i
∂

∂t
|f, t⟩ = Ĥ |f, t⟩ (1.4.92)

con la condizione |f, 0⟩ = |f⟩. Possiamo fare l’ansatz:

|f, t⟩ =
∫

d3p

2Ep
f̃(p⃗, t) |p⃗⟩ (1.4.93)

15La convenzione non so quale sia? La trasformata la prendiamo con (2π)3/2 a
denominatore.
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così che:
i
∂

∂t
|f, t⟩ = Ĥ |f, t⟩ (1.4.94)

in cui ∂t agisce su f̃ e Ĥ agisce su |p⃗⟩; per cui:

i
∂f̃

∂t
= Epf̃ =⇒ f̃(t, p⃗) = e−iEptf̃(p⃗) (1.4.95)

quindi troviamo:

f(x⃗, t) =

∫
d3p

(2π)3/2
eip⃗·x⃗f̃(p⃗, t) (1.4.96)

=

∫
d3p

(2π)3/2
eip⃗·x⃗

e−iEpt

σ3/4
e−

(p⃗−k⃗)2

2σ (1.4.97)

in cui abbiamo sempre Ep =
√
p⃗ 2 +m2 e l’integrale non essendo più gaus-

siano non riusciamo più a farlo (a differenza del caso in MQ). Però se p⃗ è
piccato attorno k⃗, allora possiamo sviluppare Ep attorno k⃗:

Ep =
√
m2 + p⃗ 2 (1.4.98)

≃
√
m2 + k⃗ 2 +

k⃗√
m2 + k⃗ 2

· (p⃗− k⃗) + (p⃗− k⃗)2√
m2 + k⃗ 2

+

[
k⃗ · (p⃗− k⃗)

]2
(m2 + k⃗ 2)3/2

+ . . . .

(1.4.99)

Però vediamo che eip⃗·x⃗ è lineare in p⃗, e−
(p⃗−k⃗)2

2σ dipende da p⃗ 2, per cui dovrem-
mo sviluppare Ep fino all’ordine (p⃗− k⃗)2, ma noi per brevità ci fermiamo al
primo e commentiamo solo gli altri. Inserendo lo sviluppo abbiamo:

f(x⃗, t) ≃
∫

d3p

(2π)3/2
exp
{
i(p⃗− k⃗) · x⃗+ ik⃗ · x⃗

} 1

σ3/2
×

× exp
{
−iEkt− iv⃗kt · (p⃗− k⃗)

}
×

× exp

{
−(p⃗− k⃗)2

2σ

}
(1.4.100)

in cui la prima riga è la riscrittura di eipx, mentre la seconda è lo sviluppo
di e−iEpt e in cui abbiamo messo v⃗k la velocità relativistica:

v⃗k =
k⃗√

k⃗ 2 +m2
. (1.4.101)

Possiamo cambiare variabile:

q⃗ = p⃗− k⃗ (1.4.102)



62 CAPITOLO 1. Il campo scalare

così:

f(x⃗, t) =
eik⃗·x⃗−iEkt

σ3/4

∫
d3q

(2π)3/2
exp

{
iq⃗ · x⃗− iv⃗k · q⃗ −

q⃗ 2

2σ

}
(1.4.103)

=
eik⃗·x⃗−iEkt

σ3/4

∫
d3q

(2π)3/2
exp

{
−(q⃗ − iσ(x⃗− v⃗kt))2

2σ

}
×

× exp

{
−σ (x⃗− v⃗kt)

2

2

}
(1.4.104)

f(x⃗, t) = σ3/4 eik⃗·x⃗−iEkt e−σ
(x⃗−v⃗kt)2

2 (1.4.105)

e questa f(x⃗, t) ci dice che il picco della gaussiana si sposta con la traiettoria
classica (il secondo esponenziale)16.

Ricordiamo però che noi ci siamo fermati al primo ordine dello sviluppo,
se fossimo andati fino agli ordini quadratici, essi ci direbbero che σ si allarga
con

√
|t|.

Possiamo ritenenrci soddisfatti, ma fino ad un certo punto; infatti, noi
vogliamo stati ad n particelle:

|p1, . . . , pn⟩ (1.4.106)

localizzati. Introduciamo dunque:

p⃗i −→ f̃i(p⃗i) (1.4.107)

e a seguire:

f̃i(p⃗i) =
1

σ3/4
e−

(p⃗ 2
i −k⃗ 2

i )2

2σ (1.4.108)

fi(x⃗i) = σ3/4e−
σx⃗ 2

i
2 (1.4.109)

con x⃗i posizione della i-esima particella. Consideriamo la condizione iniziale:

|f1, . . . , fn⟩ =
∫ n∏

i=1

d3pi
2Epi

f̃(p⃗i) |p1, . . . , pn⟩ , t = 0 (1.4.110)

in modo che la funzione d’onda di n particelle sia data dal prodotto delle n
funzioni d’onda di singola particella. Nota che avendo bosoni, all’interno del
ket possiamo scambiare ciò che vogliamo e abbiamo tra le mani una funzione
d’onda simmetrica.

Noi da (1.4.109) sappiamo che le nostre n particelle sono tutte localizzate
in x⃗i = 0, e possiamo calcolare l’evoluzione temporale dello stato, tenendo
conto che:

Ĥ |p1, . . . , pn⟩ =
n∑
i=1

Epi |p1, . . . , pn⟩ (1.4.111)

16Puoi vedere la fine del paragrafo §2.1.3 delle note di MQ1.
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ovvero che l’hamiltoniana è data dalla somma delle singole hamiltoniane e
conseguentemente ogni sigola f̃(p⃗i) prenderà una fase e−iEpi t.

Se noi facciamo gli stessi conti fatti per la singola particella, supponendo
k⃗i ̸= k⃗j (così localizziamo i centri delle gaussiane nello spazio di Fourier in
modo diverso), troveremo che la funzione d’onda f delle n particelle, nello
spazio delle coordinate, è data dal prodotto di tutte le fi di singola particella.
Dunque, avremo che ciascuna particella, che all’inizio è localizzata insieme
a tutte le altre in x⃗ = 0, evolverà con la traiettoria classica, ma se i k⃗i ̸=
k⃗j , allora quando t → ±∞ avremo che le particelle saranno infinitamente
lontane e che la distanza tra i diversi centri dei pacchetti d’onda crescerà con
t. Ricordando che l’ampiezza delle gaussiane cresce con

√
|t|, ci rendiamo

subito conto che i pacchetti si allontanano l’uno dall’altro più velocemente
di quanto si allarghino; per cui a tempi molto grandi avremo le particelle
completamente separate.

1.4.4 Operatori di creazione e distruzione

Prima di vedere come si applica la trattazione che abbiamo fatto dei pacchet-
ti d’onda al caso interagente, vediamo un po’ di cose che ci servono riguardo
gli operatori di creazione e distruzione.

Ricordiamo:

ϕ(x⃗, t) =

∫
d3p

(2π)3/2
1√
2Ep

(
a(p⃗)e−ipx + a†(p⃗)eipx

)
(1.4.112)

ϕ̇(x⃗, t) = −i
∫

d3p

(2π)3/2
Ep√
2Ep

(
a(p⃗)e−ipx − a†(p⃗)eipx

)
(1.4.113)

e introduciamo la quantità:

gp(x⃗, t) =
1

(2π)3/2
e−ipx√
2Ep

(1.4.114)

che è scritta come onda piana, al posto di essere un pacchetto d’onde, ma
questo lo facciamo per semplicità. Il nostro intento è determinare i compor-
tamenti a tempi molto distanti di stati a molte particelle di impulso definito.
Ovviamente faremmo una trattazione più corretta considerando pacchetti
d’onda centrati attorno ad un valore, ma allungherebbe notevolmente i conti.

Possiamo calcolare:

gp(x⃗, t)ϕ̇(x⃗, t) = −i
∫

d3p

(2π)3/2
Ep√
2Ep

(
a(p⃗)e−ipx − a†(p⃗)eipx

) e−iqx

(2π)3/2
√

2Eq
(1.4.115)

ġp(x⃗, t)ϕ(x⃗, t) = −i
∫

d3p

(2π)3/2
1√
2Ep

(
a(p⃗)e−ipx + a†(p⃗)eipx

) Eqe
−iqx

(2π)3/2
√

2Eq
(1.4.116)
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e integrare in d3x la differenza:∫
d3x

(
gp
←→
∂t ϕ(x⃗, t)

)
= −i

∫
d3x

(2π)3/2

∫
d3p√
2Ep2Eq

{
(Ep − Eq)a(p⃗)e−i(q+p)x−

− (Ep + Eq)a
†(p⃗)e−i(q−p)x

}
(1.4.117)

integrando in d3x abbiamo rispettivamente:

(Ep − Eq)δ3(q⃗ + p⃗)e−i(Eq+Ep)t =⇒ p⃗ = −q⃗
=⇒ Ep = Eq

=⇒ Ep − Eq = 0

(Ep + Eq)δ
3(q⃗ − p⃗)e−i(Eq−Ep)t =⇒ p⃗ = q⃗

=⇒ Ep = Eq

=⇒ Ep + Eq = 2Eq

che se inseriti nel conto danno:∫
d3x gp(x⃗, t)

←→
∂t ϕ(x⃗, t) = +ia†(p⃗). (1.4.118)

Nota che l’operatore
←→
∂t è hermitiano per costruzione essendoci un segno

meno nella sua definizione. Comunque, siamo contenti perché abbiamo
trovato:

a†(p⃗) = −i
∫

d3x gp(x⃗, t)
←→
∂t ϕ(x⃗, t) (1.4.119)

a(p⃗) = i

∫
d3x g∗p(x⃗, t)

←→
∂t ϕ(x⃗, t). (1.4.120)

Inoltre notiamo che per costruzione vale:(
2+m2

)
gp = 0. (1.4.121)

Ora però mettiamoci in una teoria interagente e costruiamo:

a†(p⃗, t) = −i
∫

d3x gp(x⃗, t)
←→
∂t ϕ(x⃗, t) (1.4.122)

con la condizione:
gp(x⃗, t) /

(
2+m2

p

)
gp = 0. (1.4.123)

Possiamo calcolarci:

∂ta
†(p⃗, t) = −i

∫
d3x

(
gp(x⃗, t)∂

2
t ϕ(x⃗, t)− ∂2t gp(x⃗, t)ϕ(x⃗, t)

)
(1.4.124)
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in cui all’interno di Leibnitz si cancellano due termini vista la definizione di←→
∂t . Da (1.4.123) possiamo scrivere:

∂2t gp = ∇2gp −m2
pgp (1.4.125)

che, insieme alla doppia integrazione per parti del ∇2 (che si sposta su ϕ),
ci conduce a:

∂ta
†(p⃗, t) = −i

∫
d3x gp(x⃗, t)

(
2+m2

p

)
ϕ(x⃗, t). (1.4.126)

Notiamo il fatto fondamentale che in una teoria libera, avremmo avuto:

∂ta
†(p⃗, t) = −i

∫
d3x gp(x⃗, t)

(
2+m2

)
ϕ(x⃗, t) = 0 (1.4.127)

per via dell’equazione di Klein-Gordon. Questo ci piace perché ci dice che,
in una teoria libera, a† e analogamente a, sono indipendenti dal tempo.

Facciamo l’assunzione:

lim
T→−∞

a†(p⃗, T (1− iε)) = a†in(p⃗)
√
Z (1.4.128)

lim
T→+∞

a†(p⃗, T (1− iε)) = aout(p⃗)
√
Z (1.4.129)

ovvero che gli operatori di creazione e distruzione nella teoria interagente so-
no asintoticamente uguali a degli operatori che possiamo imporre soddisfare
la condizione:

a†in(p⃗) |Ω⟩ =
1√
2Ep
|p⃗⟩ (1.4.130)

⟨Ω| aout(p⃗) = ⟨p⃗|
1√
2Ep

(1.4.131)

ossia che creano stati di singola particella ad impulso definito. Stiamo di-
cendo che, nel limite di tempi grandi, gli operatori interagenti si comportano
come gli operatori di creazione e distruzione che conosciamo dalla teoria
libera.

Ovviamente questo è visibile esplicitamente (in rappresentazione di Hei-
senberg):

a†(p⃗, t) |Ω⟩ =
∑
|n⟩ ⟨n| a†(p⃗, t) |Ω⟩ (1.4.132)

= −i
∫

d3x gp(x⃗, t)
←→
∂t
∑
n

|n⟩ ⟨n|ϕ(x⃗, t) |Ω⟩ (1.4.133)

utilizziamo (1.4.24)

= −i
∫

d3x gp(x⃗, t)
←→
∂t
∑
n

|n⟩ e+ip(n)x ⟨n|ϕ(0) |Ω⟩ (1.4.134)
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possiamo calcolare la derivata esplicitando gp:

a†(p⃗, t) |Ω⟩ = −i
∫

d3x

(2π)3/2
i√
2Ep

∑
n

(
E(n) + Ep

)
ei(E

(n)−Ep)t−i(p⃗ (n)−p⃗)·x⃗×

× |n⟩ ⟨n|ϕ(0) |Ω⟩ (1.4.135)

a questo punto rendiamo t leggermente immaginario (così da non far diver-
gere alcuni integrali che compaiono nella teoria, esattamente come fatto per
GML) e lo mandiamo ad infinito:

t = T (1− iε) , lim
T→−∞

a†(p⃗) |Ω⟩ (1.4.136)

facendo così abbiamo:

ei(E
(n)−Ep)t −→ ei(E

(n)−Ep)T+(E(n)−Ep)εT (1.4.137)

in cui il secondo pezzo dell’esponenziale è soppresso a grandi T e ci saranno
stati dominanti. I valori En maggiori sono sottodominanti17. Noi stiamo
sommando su n, tra cui sicuramente ci sarà il vuoto, lo stato ad una par-
ticella, quello a due eccetera. Per come definiamo l’energia del vuoto, che
sarebbe il termine dominante:

En=0 = 0 ⇔ E
(

di a†(p⃗) |Ω⟩
)
= 0 (1.4.139)

questo ci porterebbe ad una δ3(p) per l’integrale in d3x, il che ci interessa
poco perché è vero che vogliamo degli stati con un qualsiasi impulso, ma
esso non dev’essere nullo. Dunque, il primo termine dominante sarà quello di
singola particella (ricorda che abbiamo visto che l’energia di uno stato a più
particelle è maggiore di quella di singola). Mettiamo p′ momento di singola
particella (sostituendo a Σ un’integrale, con la misura Lorentz invariante,
poiché lo spettro di p⃗ è continuo):

a†(p⃗, t) |Ω⟩ =
∫

d3p′

2Ep′

∫
d3x

(2π)3/2
1√
2Ep

(
Ep′ − Ep

)
ei(Ep′−Ep)te−i(p⃗

′−p⃗)·x⃗×

×
∣∣p⃗ ′〉 〈p⃗ ′∣∣ϕ(0) |Ω⟩ (1.4.140)

=

∫
d3p′

2Ep′

(2π)3

(2π)3/2
δ3(p⃗ ′ − p⃗) 1√

2Ep

(
Ep′ − Ep

)
ei(Ep′−Ep)t×

×
∣∣p⃗ ′〉 〈p⃗ ′∣∣ϕ(0) |Ω⟩ (1.4.141)

17Nota che siamo sereni nel dire che i contributi di En, con n > 1, sono sottodominanti
poiché all’interno della nostra espressione abbiamo anche

∫
d3x e−i(p⃗ (n)−p⃗)·x⃗, che ci porta

ad una δ(p⃗− p⃗(n)), la quale ci fissa p⃗ = p⃗(n) e dunque abbiamo:

E(1) =
√
p⃗ 2 +m2

p =⇒ E(n>1) > E(1) = Ep ∀n. (1.4.138)

Proprio perché fissiamo p⃗ = p⃗(n) ∀n, e conosciamo tutte le considerazioni fatte sulle masse,
siamo sicuri nel fare l’affermazione riguardo i termini soppressi.
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notiamo che:

δ3(p⃗ ′ − p⃗) =⇒ p⃗ = p⃗ ′ =⇒ Ep′ = Ep (1.4.142)

ovvero che il momento portato dallo stato di singola particella dev’esse-
re uguale al momento p⃗ nell’operatore a†. Questa δ3(p⃗ ′ − p⃗), ricordando
l’assunzione iniziale (1.4.128), ci permette di concludere:

lim
T→−∞

a†(p⃗, T (1− iε)) |Ω⟩ = (2π)3/2
1√
2Ep
|p⃗⟩ ⟨p⃗|ϕ(0) |Ω⟩ (1.4.143)

≡
√
Za†in(p⃗) |Ω⟩ . (1.4.144)

Però non abbiamo ancora dimostrato che a†in sia un’operatore di costruzione.
Possiamo ricordare la definizione (1.4.68) che ci diceva che il ⟨p⃗|ϕ(0) |Ω⟩ è
indipendente da p⃗, che ridefiniamo a meno della costante:

⟨p⃗|ϕ(0) |Ω⟩ =
√
Z

(2π)3/2
(1.4.145)

così da poter scrivere:

lim
T→−∞

a†(p⃗, T (1− iε)) |Ω⟩ = 1√
2Ep

√
Z |p⃗⟩ ≡

√
Za†in(p⃗) |Ω⟩ (1.4.146)

dunque:

a†in(p⃗) |Ω⟩ =
1√
2Ep
|p⃗⟩ (1.4.147)

e quindi abbiamo dimostrato che a†(p⃗, T (1− iε)), nel limite di tempi infini-
tamente grandi, tende ad un’operatore a†in, che quando agisce sul vuoto |Ω⟩
genera stati ad una particella con momento p⃗, ossia, tende ad un’operatore
di creazione.

La dimostrazione per vedere che:

⟨Ω| lim
T→+∞

a†(p⃗, T (1− iε)) = ⟨Ω| aout(p⃗)
√
Z = ⟨p⃗|

√
Z√
2Ep

(1.4.148)

ossia, che tende proprio ad un’operatore di creazione in un tempo passato,
si fa in modo esattamente uguale.

1.4.5 Formula di riduzione LSZ per campi scalari

Noi nelle precedenti sezioni abbiamo visto come, in una teoria libera, uno
stato a molte particelle, costruito tramite pacchetti d’onda, a tempi molto
grandi si disaccoppia in stati di singola particella, e successivamente abbiamo
studiato gli operatori di creazione e distruzione, che oltre ad imparare che in
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una teoria libera essi sono indipendenti dal tempo, abbiamo visto che a tempi
molto lontani nel passato e nel futuro, li possiamo scrivere come operatori
di creazione e distruzione ordinari.

Noi, ora facciamo l’assunzione che in una teoria interagente sia presente
uno stato di singola particella a cui possiamo associare una funzione d’onda,
costruita come un pacchetto d’onda, come fatto nella sezione §1.4.3, e che
si comporti come già studiato, ossia che evolve nel tempo con la traiettoria
classica. Dunque, assumiamo che nella teoria interagente lo stato di singola
particella non sia distinguibile da quello della teoria libera, apparte il valore
della massa.

Per gli stati ad n particelle le cose si complicano, poiché non è banale
cosa succede. Ci aspettiamo però che esista uno stato a molte particelle:

|p⃗1, . . . , p⃗n⟩in

che evolvendo a tempi grandi nel passato o nel futuro lo faccia con la tra-
iettoria classica e che in un certo limite possiamo descriverlo come particelle
singole che sono ben separate spazialmente18. Ovvero, assumiamo che esista
uno stato |p⃗1, . . . , p⃗n⟩in tale che:∫ ∏ d3pi

2Epi
f̃(p⃗i, t) |p⃗1, . . . , p⃗n⟩in (1.4.149)

in cui f̃(p⃗, t) ad un tempo generico è un casino a piacere, ma nel momento in
cui vediamo tempi molto lontani nel passato esso diventa proprio la funzione
d’onda di uno stato di singola particella ben separata dalle altre.

Succede una cosa analoga per tempi molto grandi nel futuro in cui avremo
uno stato ⟨q⃗1, . . . , q⃗n|out che si disaccoppia in n stati di singola particella
disaccoppiati indipendenti.

Quello che stiamo dicendo è che se le nostre n particelle sono ben sepa-
rate nello spazio e facciamo degli esperimenti locali, dunque guardiamo in
prossimità della particella i-esima, e poiché le funzioni d’onda della parti-
cella i-esima e j-esima non si toccano, allora lo stato che guardiamo deve
coincidere con lo stato di singola particella.

Nota che a noi il fatto che a t = 0 gli stati |in⟩ ed ⟨out| siano un casino,
in realtà ci interessa, poiché in questo modo interagiscono. Infatti al tempo
iniziale noi abbiamo localizzato in uno stesso punto (x⃗ = 0) tutte le particelle,
poiché vogliamo che esse possano interagire.

Teniamo anche a mente che l’energia e l’impulso sono cariche di Noether,
ovvero si conservano, per cui possiamo calcolarli in un qualsiasi istante e
conoscerli sempre. Ovviamente conviene calcolarli a t → ±∞ visto che

18A meno che non creiamo stati fortemente legati. Ad esempio, con i quark non possiamo
fare una cosa del genere.
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abbiamo stati liberi, e per cui si ha:

lim
t→±∞

H =
∑
Ep′

P⃗ =
∑
k⃗i

(1.4.150)

con la solita Epi =
√
p⃗ 2 +m2

p e in cui abbiamo notato il fatto che conside-

rando σ piccolo abbiamo sostanzialmente p⃗i = k⃗i.
Ora, cerchiamo il modo di calcolare l’ampiezza di transizione:

out⟨q⃗1, . . . , q⃗m|p⃗1, . . . , p⃗n⟩in (1.4.151)

tra uno stato iniziale con n particelle di momento p⃗i, ed uno finale con m
di momento q⃗i. Chiaramente se la teoria è libera ci aspettiamo che gli stati
|in⟩ e ⟨out| siano uguali, ma per le teorie interagenti essi possono cambia-
re non solo i momenti e le energie delle particelle, ma anche il numero di esse.

Nota. Già lo abbiamo fatto nello studio degli operatori di creazione e
distruzione, ma lo ripetiamo. Noi considereremo d’ora in poi delle onde pia-
ne, poiché è vero che sarebbe più corretto utilizzare dei pacchetti d’onda, ma
essi complicherebbero notevolmente l’algebra che dovremmo fare. Dunque,
per semplicità, ci facciamo andare bene le onde piane.

Prima di buttarci a fare conti spoileriamo il risultato. Noi vogliamo
arrivare a dire:

out⟨q⃗1, . . . , q⃗m|p⃗1, . . . , p⃗n⟩in ∼ ⟨Ω|Tϕ1 . . . ϕm ϕ1 . . . ϕn |Ω⟩ (1.4.152)

per poi poter utilizzare teoria perturbativa come abbiamo visto con i dia-
grammi di Feynman. Per raggiungere i nostri scopi ci serviranno le relazioni
per gli operatori di creazione e distruzione:

a†(p⃗) = −i
∫

d3x gp(x⃗, t)
←→
∂t ϕ(x⃗, t)

a(p⃗) = i

∫
d3x g∗p(x⃗, t)

←→
∂t ϕ(x⃗, t)

∂ta
†(p⃗, t) = −i

∫
d3x gp(x⃗, t)

(
2+m2

p

)
ϕ(x⃗, t)(

2+m2
p

)
gp = 0

lim
T→−∞

a†(p⃗, T (1− iε)) = a†in(p⃗)
√
Z

lim
T→+∞

a†(p⃗, T (1− iε)) = aout(p⃗)
√
Z

a†in(p⃗) |Ω⟩ =
1√
2Ep
|p⃗⟩

⟨Ω| aout(p⃗) = ⟨p⃗|
1√
2Ep
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ossia le (1.4.119), (1.4.120), (1.4.126), (1.4.123), (1.4.128), (1.4.129), (1.4.130)
e (1.4.131). Quello che dobbiamo fare ora è cercare di riscrivere il nostro sta-
to |p⃗1, . . . , p⃗n⟩in, che a tempi grandi diventa uno stato di n particelle libere
indipendenti, in termini di operatori di creazione (o distruzione per lo stato
out) agenti sul vuoto. Intendiamo usare:

1√
2Epi

|p⃗1, . . . , p⃗n⟩in = a†in(p⃗i) |p⃗1, . . . , p⃗i−1, p⃗i+1, . . . , p⃗n⟩in . (1.4.153)

Scriviamo dunque:

out⟨q⃗1, . . . , q⃗m|p⃗1, . . . , p⃗n⟩in = out ⟨q⃗1, . . . , q⃗m| a†in(p⃗1) |p⃗2, . . . , p⃗n⟩in
√

2Ep1
(1.4.154)

indicando ⟨out| = out ⟨q⃗1, . . . , q⃗n| e aggiungendo 0:

⟨out| a†in(p⃗1)− a
†
out(p⃗1) + a†out(p⃗1) |p⃗2, . . . , p⃗n⟩in

√
2Ep1 (1.4.155)

ci rendiamo conto che vale:

⟨out| a†out(p⃗i) = 0 (1.4.156)

se q⃗j ̸= p⃗i ∀i, j; altrimenti se q⃗j = p⃗i per qualche i, j, allora a†out(p⃗i) rimuove
tale particella. Però gli scattering in cui q⃗j = p⃗i sono processi in cui c’è
una particella che ha impulso iniziale uguale a quello finale, ossia c’è una
particella che non interagisce. Processi di questo tipo li chiamiamo forward
scattering e li rappresentiamo come in figura 1.26. Per noi processi di questo
tipo sono poco interessanti e vogliamo solo funzioni di Green connesse, per
cui assumiamo che non siamo in presenza di forward scattering e quindi che
valga (1.4.156).

p1

Figura 1.26

Torniamo ai nostri conti. Assumendo (1.4.156) possiamo dimenticarci del
termine +a†out(p⃗1), ma ci teniamo quello con il segno meno perché ci serve.
Uilizziamo le assunzioni (1.4.128) e (1.4.129):

= ⟨out| a†in(p⃗1)− a
†
out(p⃗1) |p⃗2, . . . , p⃗n⟩in

√
2Ep1 (1.4.157)

= − lim
T→+∞

⟨out| a†(p⃗1, T )− a†(p⃗1,−T ) |p⃗2, . . . , p⃗n⟩in
√

2Ep1√
Z

(1.4.158)
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scriviamo la differenza degli operatori a† come un’integrale (ricordandoci di
essere in rappresentazione di Heisenberg e che di conseguenza la ∂t agisce
solo su a†):

= −
√

2Ep1√
Z

∫ +∞

−∞
dt ∂t ⟨out| a†(p⃗1, t) |p⃗2, . . . , p⃗n⟩in (1.4.159)

= i

√
2Ep1√
Z

∫
d4x1 gp1

(
21 +m2

p

)
⟨out|ϕ(x1) |p⃗2, . . . , p⃗n⟩in (1.4.160)

in cui abbiamo utilizzato (1.4.126), che ci dona un d3x, che insieme al nostro
dt porta a d4x. Nota solo che non abbiamo scritto mp1 al posto di mp poiché
stiamo considerando un solo tipo di campo che descrive le nostre particelle,
per cui sono tutte con la stessa massa.

A questo punto abbiamo tolto la particella con p⃗1. Togliamo ora la
seconda particella facendo gli stessi passaggi di prima:

out ⟨q⃗1, . . . , q⃗m|p⃗1, . . . , p⃗n⟩in = (1.4.161)

= i

√
2E1√
Z

√
2E2

∫
d4x1 gp1

(
21 +m2

p

)
⟨out|ϕ(x1)a†in(p⃗2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in

= −i
√
2E1

√
2E2√

Z

∫
d4x1 gp1

(
21 +m2

p

)
⟨out|ϕ(x1)a†in(p⃗2)−

− a†out(p⃗2)ϕ(x1) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in

= −i
√
2E1

√
2E2

(
√
Z)2

lim
T→+∞

∫
d4x1 gp1

(
21 +m2

p

)
⟨out|ϕ(x1)a†(p⃗2,−T )−

− a†(p⃗2, T )ϕ(x1) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in

= −i
√
2E1

√
2E2

(
√
Z)2

∫
d4x1 gp1

(
21 +m2

p

)
×

×
∫ +∞

−∞
dt2 ∂t2 ⟨out|Tϕ(x1)a†(p⃗2, t2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in

= (i)2
√
2E1

√
2E2

(
√
Z)2

∫
d4x1 gp1

(
21 +m2

p

)
×

×
∫

d4x2 ∂t2

[
gp2(x2) ⟨out|Tϕ(x1)∂t2ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in−

− ∂t2gp2(x2) ⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in
]
. (1.4.162)

Dobbiamo quindi calcolarci delle derivate. Il termine completo che compare
è:

∂t2gp2(x2) ⟨out|Tϕ(x1)∂t2ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in+
+ gp2(x2)∂t2 ⟨out|Tϕ(x1)∂t2ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in−
− ∂2t2gp2(x2) ⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in−
− ∂t2gp2(x2)∂t2 ⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in . (1.4.163)
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Calcoliamo la derivata dell’elemento di matrice (sempre in rappresentazione
di Heisenberg):

∂t2

[
Tϕ(x1)ϕ(x2)

]
= ∂t2

[
ϕ(x1)ϕ(x2)θ(t1 − t2) + ϕ(x2)ϕ(x1)θ(t2 − t1)

]
(1.4.164)

= ϕ(x1)∂t2ϕ(x2) θ(t1 − t2)− ϕ(x1)ϕ(x2)δ(t1 − t2)+
+ ∂t2ϕ(x2)ϕ(x1) θ(t2 − t1) + ϕ(x1)ϕ(x2)δ(t2 − t1)

(1.4.165)

= T (ϕ(x1)∂t2ϕ(x2)). (1.4.166)

Dunque abbiamo:

∂t2gp2(x2) ⟨out|Tϕ(x1)∂t2ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in+
+ gp2(x2)∂

2
t2 ⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in−

− ∂2t2gp2(x2) ⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in−
− ∂t2gp2(x2) ⟨out|Tϕ(x1)∂t2ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in . (1.4.167)

in cui nella seconda riga abbiamo portato fuori ∂t2 , mentre nell’ultima riga
l’abbiamo portata dentro, in modo da vedere che il primo termine e l’ultimo
si cancellano. Dunque, buttando tutto dentro (1.4.162):

= (i)2
√
2E1

√
2E2

(
√
Z)2

∫
d4x1 gp1

(
21 +m2

p

)
×

×
∫

d4x2

[
gp2(t2)∂

2
t2 ⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in−

− ∂2t2 gp2(x2) ⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in
]

(1.4.168)

utilizzando (1.4.123):

∂2t gp = ∇2gp −m2
pgp (1.4.169)

abbiamo:

= (i)2
√
2E1

√
2E2

(
√
Z)2

∫
d4x1 gp1

(
21 +m2

p

)
×

×
∫

d4x2

[
gp2(t2)∂

2
t2 ⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in+

+
(
−∇2

2 +m2
p

)
gp2(x2) ⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in

]
(1.4.170)
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possiamo integrare per parti due volte la ∇2
2 (così si sposta sull’elemento di

matrice):

= (i)2
√
2E1

√
2E2

(
√
Z)2

∫
d4x1 gp1

(
21 +m2

p

)
×

×
∫

d4x2

[
gp2(t2)∂

2
t2 ⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in+

+ gp2(x2)
(
−∇2

2 +m2
p

)
⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in

]
(1.4.171)

notiamo che i due termini ∂2t2 e −∇2
2 ci forniscono 22 e possiamo scrivere:

= (i)2
√
2E1

√
2E2

(
√
Z)2

∫
d4x1

∫
d4x2gp1(x1) gp2(x2)

(
21 +m2

p

)(
22 +m2

p

)
×

× ⟨out|Tϕ(x1)ϕ(x2) |p⃗3, . . . , p⃗n⟩in . (1.4.172)

Siamo contenti perché siamo riusciti ad estrarre le prime due particelle dello
stato |in⟩. Possiamo generalizzare:

out ⟨q⃗1, . . . , q⃗m|p⃗1, . . . , p⃗n⟩in = (1.4.173)

=
in
∏n
i=1

√
2Ei

(
√
Z)n

∫ [ n∏
i=1

d4xi gpi(xi)

]
×

×
(
21 +m2

p

)
. . .
(
2n +m2

p

)
⟨out|Tϕ(x1) . . . ϕ(xn) |Ω⟩in (1.4.174)

e abbiamo ottenuto una scrittura in cui abbiamo estratto tutte le particelle
di |in⟩.

Ora dobbiamo estrarre le particelle dello stato ⟨out|. Però possiamo
scrivere:

out⟨q⃗1, . . . , q⃗m|in⟩ = out ⟨q⃗2 . . . , q⃗m| aout(q⃗1)T (. . . ) |Ω⟩in (1.4.175)

e rifacendo gli stessi passaggi di prima: sommiamo 0:

0 = T (. . . )ain(q⃗1)− T (. . . )ain(q⃗1) (1.4.176)

tenendo solo il termine con il segno "-", scriviamo l’integrale, utilizziamo:

a(p⃗, t) = i

∫
d3x g∗p(x⃗, t)

←→
∂ tϕ(x⃗, t) (1.4.177)

e arriviamo allo stesso risultato dello stato |in⟩, ma con g∗, il quale rispetta
l’equazione: (

2+m2
p

)
g∗ = 0. (1.4.178)
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Dunque, la scrittura completa è:

out ⟨q⃗1, . . . , q⃗m|p⃗1, . . . , p⃗n⟩in = (1.4.179)

= in+m

(∏n
i=1

√
2Ei
) (∏m

j=1

√
2Ej

)
(
√
Z)n+m

∫ [ n∏
i=1

d4xi gpi(xi)

] m∏
j=1

d4yj g
∗
qj (yj)

×

×
(
21 +m2

p

)
. . .
(
2n +m2

p

)(
21 +m2

p

)
. . .
(
2m +m2

p

)
×

× out ⟨Ω|Tϕ(x1) . . . ϕ(xn)ϕ(y1) . . . ϕ(ym) |Ω⟩in (1.4.180)

in cui abbiamo rimosso tutte le particelle iniziali e finali. Però questa scrit-
tura non è quella definitiva; infatti, possiamo vedere come alcuni pezzi si
possono semplificare. Noi ricordiamo di avere (1.4.114):

gpi(x⃗i, t) =
1

(2π)3/2
e−ipix√
2Epi

in cui la radice
√

2Epi si semplifica con le radici che ci sono fuori dall’inte-
grale. Stessa cosa succede per g∗qj (y⃗j , t). Dunque la prima riga di (1.4.180)
diventa:

∫ n∏
i=1

d4xi

(2π)3/2
e−ipix

i

∫ m∏
j=1

d4yj

(2π)3/2
e+iqjy

j
. (1.4.181)

Scrivendo l’ultima riga di (1.4.180), dunque la funzione di Green, nello spazio
di Fourier:

∫ ( n∏
i=1

d4li
(2π)4

e−ilix
i

) m∏
j=1

d4kj
(2π)4

e−ikjy
j

 G̃(l1, . . . , ln, k1, . . . , km)

(1.4.182)
possiamo vedere che quando ci agiscono sopra i 2i,j ci portano al piano
terra i pezzi (−ili)2 e (−ikj)2. In questo modo, la seconda e la terza riga di
(1.4.180) diventano:

∫ ( n∏
i=1

d4li
(2π)4

e−ilix
i

) m∏
j=1

d4kj
(2π)4

e−ikjy
j

×

× (−l21 +m2
p) . . . (−l2n +m2

p)(−k21 +m2
p) . . . (−k2m +m2

p)×
G̃(l1, . . . , ln, k1, . . . , km). (1.4.183)
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Dunque abbiamo la scrittura:

out ⟨q⃗1, . . . , q⃗m|p⃗1, . . . , p⃗n⟩in = (1.4.184)

= in+m
1

(
√
Z)n+m

∫ [ n∏
i=1

d4xi

(2π)3/2
e−ipix

i

] m∏
j=1

d4yj

(2π)3/2
e−iqjy

j

×

×
∫ ( n∏

i=1

d4li
(2π)4

e−ilix
i

) m∏
j=1

d4kj
(2π)4

e−ikjy
j

×

× (−l21 +m2
p) . . . (−l2n +m2

p)(−k21 +m2
p) . . . (−k2m +m2

p)×
G̃(l1, . . . , ln, k1, . . . , km). (1.4.185)

in cui individuiamo ∀i, j i due termini:∫
d4xi
(2π)4

e−i(p⃗i+l⃗i)·x⃗ = δ3(pi + li) (1.4.186)∫
d4yj
(2π)4

e−i(q⃗j−k⃗j)·y⃗ = δ3(qj − kj) (1.4.187)

che ci forniscono:

out ⟨q⃗1, . . . , q⃗m|p⃗1, . . . , p⃗n⟩in = (1.4.188)

=
(−i)n+m

(2π)3(n+m)/2 Z(n+m)/2
(p21 −m2

p) . . . (p
2
n −m2

p)×

× (q21 −m2
p) . . . (q

2
m −m2

p)×
× G̃(−p1, . . . ,−pn, q1, . . . , qm). (1.4.189)

Non abbiamo ancora finito. Noi abbiamo che le particelle degli stati |in⟩ e
⟨out| sono particelle fisiche, dunque on-shell e di conseguenza:

p2i −m2
p = 0 , q2j −m2

p = 0 (1.4.190)

che prese da sole ci darebbero una probabilità di transizione nulla, ma non
ci dobbiamo preoccupare, perché sappiamo che G̃ (funzione di Green ad
n +m punti) ha poli semplici ogni volta che uno dei qualsiasi momenti va
on-shell. Infatti, noi abbiamo imparato che, ad esempio la funzione di Green
a due punti (1.4.73), ha dei termini divisi per la condizione (1.4.190), ovvero
avevamo trovato:

G̃(2)(x1, x2) =
iZ

p2 −m2
p + iε

. (1.4.191)

Noi sappiamo, dalle regole di Feynman, che i propagatori esterni contribui-
scono proprio con G̃.

Dunque, siamo abbastanza felici, perché se mettiamo l’espressione di G̃
dentro la formula (1.4.189) vediamo cancellarsi tutti i termini di mass-shell19,

19Quello che esce fuori è il calcolo del residuo della funzione G̃ nel polo semplice p2 = m2
p.
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ma al prezzo di amputare, tutti i contributi di propagatori esterni; vedi la
figura 1.27a. Quella che chiamiamo formula di LSZ (Lippman-Symanzik-
Zimmerman) o formula di riduzione è dunque:

out⟨q⃗1, . . . , q⃗m|p⃗1, . . . , p⃗n⟩in =
(
√
Z)n+m

(2π)3(n+m)/2
G̃amp(−p1, . . . ,−pn, q1, . . . , qm)

(1.4.192)
in cui indichiamo con G̃amp la funzione di Green ad n+m punti amputata,
ovvero quella in cui togliamo le gambe esterne. Puoi vedere la figura 1.27b.

iZ

p21 −m2
p + iϵ

(a)

G̃AMPG̃ =

(b)

Figura 1.27: 1.27a Rappresentazione contributo linee esterne in un dia-
gramma di Feynman. 1.27b Rappresentazione diagrammatica di G̃ e G̃amp.
Queste immagini sono facilmente generalizzabili a diagrammi di funzioni di
Green ad n+m punti (gambe esterne).

La formula di LSZ la abbiamo vista per un solo tipo di particelle, descritte
da ϕ1. Però possiamo anche prendere due set di particelle, descritte da due
tipi di campi ϕ1, ϕ2 scalari, e scrivere:

out

〈
q
(1)
1 , . . . , q(1)m , q

(2)
1 , . . . , q(2)n

∣∣∣p(1)1 , . . . , p(1)r , p
(2)
1 , . . . , p(2)s

〉
in

(1.4.193)

in cui abbiamo, ciascuna particella con il proprio impulso, r particelle di tipo
(1) ed s particelle di tipo (2) nello stato iniziale, che diventano m particelle
di tipo (1) ed n particelle (2) nello stato finale. La formula di riduzione LSZ
sarà la stessa trovata in (1.4.192), ma con la differenza che per ogni operatore
a(†) ed ogni grandezza (E,mp), avremo un’etichetta per la specie.

In ogni caso però, scritta LSZ, utilizzeremo la formula di Gell-Mann-
Low per scrivere il valore di aspettazione sul vuoto e successivamente il
teorema di Wick, in cui però le contrazioni le faremo solo tra gli stessi tipi
di particelle, dal momento che non esistono propagatori che propagano un
tipo di particella in un altro20.

20Si dice che i propagatori mantengono il sapore, ma questo concetto lo vedremo meglio
con il modello standard.
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+ + + + + . . .

=

Figura 1.28: Esempio rappresentazione funzione di Green per 2 particelle
iniziali e finali.

= + + + . . .

=
1

p2 −m2
p + iϵ

Figura 1.29: Rappresentazione diagrammatica propagatori gambe esterne.
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Capitolo 2

Il campo spinoriale

In questo capitolo rivedremo i concetti analizzati nella parte riguardante i
campi scalari (capitolo §1), ma applicati al caso di campi spinoriali. È utile
rivedere l’Appendice B per un rapido ripasso di alcune cose riguardanti la
teoria dei gruppi (più che altro per rivedere un po’ di notazione che utiliz-
zeremo) già viste in altri corsi. È rilevante anche guardare le proprietà delle
matrici γµ in Appendice C.

2.1 Ripasso per il campo spinoriale

Inserisco in questa sezione un ripasso (dalle note di E. Chiarotto) riguardante
il campo spinoriale. Non tutto ciò che è qua presente rappresenta ciò che è
stato fatto in aula, ma per completezza è meglio che ci sia. A lezione siamo
partiti subito dalla sezione in cui dimostriamo la formula di LSZ per campi
fermionici.

La notazione in questa sezione è direttamente presa dallo Srednicki As
far as quantum field theory is concerned, a human being or the center of a
star isn’t all that different from empty space.Srednicki, per cui può risultare
leggermente contorta rispetto quella solita in aula.

2.1.1 Spinori di Weyl

Conosciamo già le definizioni:

σµ = (1, σ⃗) , σµ = (1,−σ⃗) (2.1.1)

e il fatto che nella rappresentazione di Weyl abbiamo:

γµ =

(
0 σµ

σµ 0

)
. (2.1.2)

Introduciamo il campo left ψa(x) per cui abbiamo N †
k = 0 (dunque stia-

mo considerando la rappresentazione (2, 1)) e il campo right ψ†
ȧ(x) per cui

79



80 CAPITOLO 2. Il campo spinoriale

Nk = 0 (e abbiamo la rappresentazione (1, 2)). Possiamo passare dalla rap-
presentazione left e right tramite un’operazione di hermitiana coniugazione:[

ψa(x)
]†

= ψ†
ȧ(x). (2.1.3)

In più sappiamo che per la trasformazione infinitesima abbiamo:

Left:
Right:

{
δψa(x) =

i
2 ω

µν
(
SLµν
)
a

b
ψb(x)

δψ†
ȧ(x) =

i
2 ω

µν
(
SRµν
)
ȧ

ḃ
ψ†
ḃ
(x)

(2.1.4)

in cui: {
SµνL = + i

4 (σ
µσν − σνσµ)

SµνR = − i
4 (σ

µσν − σνσµ) .
(2.1.5)

Possiamo considerare:

χψ = χaψa (2.1.6)

χ†ψ† = χ†
ȧψ

†ȧ (2.1.7)

per cui dobbiamo utilizzare i simboli di Levi-Civita bidimensionali1, perché
se definiamo:

ψa(x) = εab ψb(x) (2.1.9)

allora abbiamo:

χψ = χa ψa = εab χb ψ
a (2.1.10)

= χb ε
ab ψa = −χb εba ψa (2.1.11)

= −χb ψb = ψb χb = ψχ (2.1.12)

analogamente per (2.1.7) e otteniamo in definitiva:

χψ = ψχ (2.1.13)

χ†ψ† = ψ
†
χ† (2.1.14)

ma si ha che:
χaψb = −ψbχa (2.1.15)

in cui il meno viene riassorbito dallo scambio di indici del simbolo ε. Inoltre
si vede:

(χψ)† = ψ†χ† = χ†ψ†. (2.1.16)
1Che nota essere comunque antisimmetrici e definiti tali per cui:

εab εbc = δac , εȧḃ ε
ḃċ = δȧ

ċ. (2.1.8)
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Per concludere possiamo considerare anche la combinazione:

ψ† σµ χ = ψ†
ȧ σ

µȧb χb (2.1.17)

che è un’invariante e trasforma come un vettore di Lorentz:(
ψ†
ȧ σ

µȧb χb

)†
= χ†

ḃ
σµȧb ψa = χ† σµ ψ. (2.1.18)

2.1.2 Lagrangiana per campi di Majorana, di Dirac e di Weyl

Capito come sono fatti gli invarianti, possiamo a scrivere la lagrangiana:

L = iψ† σµ ∂µψ −
1

2
mψψ − 1

2
m∗ ψ†ψ† (2.1.19)

in cui abbiamo considerato il fatto che in generale abbiamo:

m = |m|eiα ∈ C. (2.1.20)

Nota però che potremmo ridefinire gli spinori:

ψ −→ ψ e−i
α
2 (2.1.21)

ψ† −→ ψ† ei
α
2 (2.1.22)

e non avere il "problema" di m ∈ C.
Le equazioni del moto per la lagrangiana (2.1.19) sono:

iσµ ∂µψ −mψ† = 0 (2.1.23)

− iσµ ∂µψ† +mψ = 0 (2.1.24)

ovvero, scritte in forma matriciale:(
−mδa

ċ iσµaċ ∂µ
iσµaċ ∂µ −mδȧc

)(
ψc
ψċ †

)
= 0 (2.1.25)

che in notazione più semplice si riduce a:(
−m iσµ ∂

µ

iσµ ∂
µ −m

)(
ψL
ψR

)
= 0. (2.1.26)

Se definiamo lo spinore di Majorana:

ΨM =

(
ψa
ψȧ †

)
=

(
ψL
ψR

)
(2.1.27)

e utilizziamo la rappresentazione di Weyl per le matrici γµ (2.1.2), allora
otteniamo le equazioni di Dirac:

(−iγµ ∂µ +m)ΨM = 0. (2.1.28)
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Ora, consideriamo due spinori left e scriviamo la lagrangiana:

L =
∑
i=1,2

(
iψ†
i σ

µ ∂µ ψi −
1

2
m(ψiψi + ψ†

iψ
†
i )

)
(2.1.29)

che se poniamo:

χ =
1√
2
(ψ1 + iψ2) (2.1.30)

ξ =
1√
2
(ψ1 − iψ2) (2.1.31)

diventa:

L = iχ† σµ ∂µ χ+ iξ† σµ ∂µ ξ −m
(
χξ + ξ†χ†

)
. (2.1.32)

Se ora introduciamo lo spinore di Dirac:

Ψ =

(
χa
ξȧ †

)
, Ψ† =

(
χȧ †

ξa

)
(2.1.33)

e definiamo:

β =

(
0 δȧċ
δa
c 0

)
(2.1.34)

che numericamente vale β = γ0, ma la strutttura degli indici è diversa.
Facendo questo abbiamo:

Ψ = ψ†Ψ† = (ξa, χ†
ȧ) (2.1.35)

il che implica che la lagrangiana diventi:

L = iΨ /∂Ψ−mΨΨ. (2.1.36)

Sappiamo già che abbiamo un’invarianza di fase globale con una corrente
di Noether:

jµ = Ψ γµΨ (2.1.37)

inoltre, possiamo tornare indietro agli spinori di Weyl (quelli left e right)
tramite una proiezione:

PR,L =
1± γ5

2
(2.1.38)

con γ5 definita da:

γ5 =

(
−1 0
0 1

)
. (2.1.39)
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Per fare il passaggio dallo spinore di Dirac a quello di Majorana dobbiamo
utilizzare la matrice di coniugazione di carica e imporre che il coniugato di
carica dello spinore di Dirac sia uguale allo spinore di Dirac, ovvero:

Ψ = ΨC = C Ψ
T con C =

(
εab 0

0 εȧḃ

)
. (2.1.40)

Con la nostra condizione abbiamo:

ΨC = C Ψ
T
=

(
εab 0

0 εȧḃ

)(
ξ
χ

)
(2.1.41)

e imponendo che: (
χ

ξ

)
=

(
ξ
χ

)
(2.1.42)

questo permette di ridurre lo spinore di Dirac a quello di Majorana.

Importante. Da qui in poi abbandono la notazione con ψa, ψ
†
ȧ ed uso

solo lo spinore di Dirac che indico come ψ.

2.1.3 Soluzioni per campi spinoriali

Consideriamo la lagrangiana:

L = iψ /∂ ψ −mψψ (2.1.43)

= ψ(i/∂ −m)ψ (2.1.44)

la cui equazione del moto è:

(i/∂ −m)ψ = 0. (2.1.45)

Abbiamo un unico momento coniugato (quello relativo a ψ è nullo):

∂L
∂ψ̇

= −iψγ0 = −iψ† = π. (2.1.46)

È utile anche ricordarci che l’equazione di Dirac implica l’equazione di
Klein-Gordon:

−(i/∂ +m)(i/∂ −m) = (/∂
2
+m2) = (2+m2) (2.1.47)

questo perché vale la proprietà per l’operatore slashed :

/a/a = aµ γ
µ aν γ

ν = aµ aν
1

2
{γµ, γν} = aµ aν η

µν = a2. (2.1.48)
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Siccome l’equazione di Dirac implica l’equazione di Klein-Gordon possia-
mo espandere in onde piane e scrivere la soluzione:

ψ(x) =
∑
s

∫
d3p

(2π)3/2
√
2Ep

[
bs(p)us(p) e

−ipx + d†s(p) vs(p) e
ipx
]

(2.1.49)

in cui per convenzione diciamo che b† crea le particelle mentre d† crea anti-
particelle.

Imponiamo le condizioni di anti-commutazione:{
ψα(t, x⃗), ψβ(t, y⃗)

}
. = δαβ δ

3(x⃗− y⃗) (2.1.50)

e tutti gli altri nulli. L’algebra (2.1.50) implica:{
bs(p⃗), b

†
r(p⃗

′)
}
=
{
ds(p⃗), d

†
r(p⃗

′)
}
= (2π)3 2Ep δrs δ

3(p⃗− p⃗′). (2.1.51)

Inoltre, affinché (2.1.49) sia soluzione di (2.1.45) dobbiamo avere:{
(/p−m)us(p⃗) = 0

(/p+m)vs(p⃗) = 0.
(2.1.52)

L’hamiltoniana è:

H =

∫
d3xψ (−iγi ∂i +m)ψ (2.1.53)

=
∑
s

∫
d3p

(2π)3

[
b†s(p) bs(p) + d†s(p) ds(p)

]
. (2.1.54)

In più sappiamo che dall’invarianza di fase globale compare la quantità
conservata:

Q =
∑
s

∫
d3p

(2π)3 2Ep

[
b†s(p) bs(p)− d†s(p) ds(p)

]
. (2.1.55)

Per lo spin e momento angolare abbiamo le relazioni:

{
S± u±(⃗0) = ±1

2 u±(⃗0)

S± v±(⃗0) = ∓1
2 v±(⃗0)

,


[
Jz, b

†
±(⃗0)

]
= ±1

2 b
†
±(⃗0)[

Jz, d
†
±(⃗0)

]
= ±1

2 d
†
±(⃗0)

(2.1.56)

dunque u+ e v+ sono le soluzioni con spin Sz =↑, mentre u− e v− sono
soluzioni per Sz =↓.
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Se ci poniamo nel sistema di riferimento di riposo, in cui pµ = (m, 0⃗),
possiamo facilmente risolvere le equazioni e scrivere le soluzioni:

u+(0) =
√
m


1
0
1
0

 , u−(0) =
√
m


0
1
0
1

 (2.1.57)

v+(0) =
√
m


0
1
0
−1

 , v−(0) =
√
m


−1
0
1
0

 . (2.1.58)

Possiamo anche studiare le quantità:∑
s

us(p)us(p) ,
∑
s

vs(p) vs(p) (2.1.59)

che non sono invarianti di Lorentz e si possono riscrivere tramite γµ pµ; per
far ciò ci mettiamo nel sistema di riferimento di riposo, in cui otteniamo
rispettivamente:

mγ0 ±m. (2.1.60)

Generalizzando il sistema di riferimento otteniamo:∑
s

us(p)us(p) = (/p+m) ,
∑
s

vs(p) vs(p) = (/p−m). (2.1.61)

Le normalizzazioni degli spinori sono tali che:{
us(p)ur(p) = +2mδsr

vs(p) vr(p) = −2mδsr
,

{
u†s(p)ur(p) = 2Ep δsr

v†s(p) vr(p) = 2Ep δsr
(2.1.62)

di cui la seconda si generalizza come:{
us(p) γ

µ ur(p) = 2 pµ δsr

vs(p) γ
µ vr(p) = 2 pµ δsr.

(2.1.63)

Inoltre, si ha anche:

us(p) γ
0 vr(−p) = vs(p) γ

0 ur(−p) = 0. (2.1.64)

Ovviamente abbiamo bisogno anche di definire il propagatore di Feynman
per il campo spinoriale:

SF (x− y) = ⟨0|T [ψ(x)ψ(y)] |0⟩ (2.1.65)

= θ(x0 − y0) ⟨0|ψ(x)ψ(y) |0⟩ − θ(y0 − x0) ⟨0|ψ(y)ψ(x) |0⟩
(2.1.66)

=

∫
d4p

(2π)4
i(/p+m)

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y) (2.1.67)
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che diventa:{
se x0 > y0 ⟨0| (b+ d†)x(d+ b†)y |0⟩ −→ ⟨0| bx b†y |0⟩
se y0 > x0 ⟨0| (d+ b†)y(b+ d†)x |0⟩ −→ ⟨0| dy d†x |0⟩ .

(2.1.68)

Inoltre, abbiamo che il propagatore ritardato è la funzione di Green
(dell’operatore di Dirac):

(i/∂x −m)SR(x− y) = i δ4(x− y). (2.1.69)

Ci servirà quando disegneremo diagrammi di Feynman tenere a mente
che il propagatore:

Sxy = S(x− y) = ⟨Ω|Tψ(x)ψ(y) |Ω⟩ (2.1.70)

crea una particella in y e la distrugge in x, mentre un’anti-particella la
propaga da x ad y.

2.1.4 Formula di Gell-Mann-Low per campi spinoriali

La formula di Gell-Mann-Low rimane uguale al caso scalare (1.2.88), ma nel
teorema di Wick e nella formula SLZ dovremo fare attenzione perché ab-
biamo delle relazioni di anti-commutazione (quindi verranno fuori dei segni
negativi) e non di commutazione come nel caso scalare. Nelle prossime se-
zioni vedremo entrambi questi due argomenti. Ma scriviamo un attimo la
formula di Gell-Mann-Low:

G = ⟨Ω|T [ψ . . . ψ] |Ω⟩ (2.1.71)

= lim
τ→∞(1−iε)

⟨0|T [U(τ,−τ)ψ . . . ψ] |0⟩
⟨0|U(τ,−τ) |0⟩ (2.1.72)

= lim
τ→∞(1−iε)

⟨0|T
[
ψ . . . ψ e−i

∫
d4zHI

]
|0⟩

⟨0|T
[
e−i

∫
d4zHI

]
|0⟩

(2.1.73)

=

∞∑
s=0

(−i)s
s!
⟨0|T

[
ψ . . . ψ

∫
d4y1 . . .

∫
d4ysHI(y1) . . . HI(ys)

]
|0⟩ .

(2.1.74)

2.2 Formula LSZ per campi spinoriali

Vediamo in questa sezione la formula di riduzione di LSZ, facendo lo stesso
ragionamento del caso scalare. Studiamo la lagrangiana:

L = ψ(/∂ −m0)ψ + Lint (2.2.1)

dove Lint è un possibile termine di interazione; per esempio possiamo avere:

Lint ∼ g ϕψ ψ (2.2.2)
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che è una lagrangiana di Yukawa (la studieremo tra non molte sezioni),
oppure:

Lint ∼ eAµ ψ γµ ψ (2.2.3)

che viene chiamata lagrangiana di Maxwell (anche la sezione di questa
teoria è prossima).

Noi per il momento lasciamo stare la teoria interagente e concentriamoci
su quella libera. Sappiamo bene che le soluzioni all’equazione di Dirac le
possiamo scrivere in termini di onde piane, come (2.1.49), ma al nostro scopo
ci conviene scriverle come:

ψ(x⃗, t) =
∑
s=±

∫
d3p

{
bs(p⃗)us(p⃗)gp(x) + d†s(p⃗)vs(p⃗)g

∗
p(x)

}
(2.2.4)

in cui mettiamo:

gp(x) =
1

(2π)3/2
1√
2Ep

e−ipx. (2.2.5)

Sarà cruciale tenere a mente le equazioni degli spinori:

{
(/p−m)us(p⃗) = 0

(/p+m)vs(p⃗) = 0.
(2.2.6)

e le relazioni di normalizzazione ed ortogonalità:

{
us(p)ur(p) = +2mδsr

vs(p) vr(p) = −2mδsr
,

{
u†s(p)ur(p) = 2Ep δsr

v†s(p) vr(p) = 2Ep δsr
(2.2.7){

us(p) γ
µ ur(p) = 2 pµ δsr

vs(p) γ
µ vr(p) = 2 pµ δsr.

(2.2.8)

us(p) γ
0 vr(−p) = vs(p) γ

0 ur(−p) = 0. (2.2.9)

La prima cosa che abbiamo fatto con il campo scalare è stata estrarre gli
operatori di creazione e distruzione, dunque, facciamo la stessa cosa con bs
e ds. In questo caso le cose sono leggermente più semplici potendo sfruttare
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gli spinori. Calcoliamo:

∫
d3xus′(p⃗

′) γ0 ψ(x) eip
′x = (2.2.10)

=

∫
d3xus′(p⃗

′) γ0
(∑

s

∫
d3p

(2π)3/2
√
2Ep

[
bs(p⃗)us(p⃗) e

−ipx+

+ d†s(p⃗) vs(p⃗) e
ipx
])
eip

′x (2.2.11)

=
∑
s

∫
d3p

(2π)3/2
√
2Ep

∫
d3x
{
us′(p⃗

′) γ0
[
bs(p⃗)us(p⃗) e

−ipx+

+ d†s(p⃗) vs(p⃗) e
ipx
]}
eip

′x (2.2.12)

= (2π)3/2
∑
s

∫
d3p√
2Ep

us′(p⃗
′) γ0

[
us(p) bs(p) e

−i(Ep−Ep′ )t δ3(p− p′)+

+ vs(p⃗) d
†
s(p⃗) e

i(Ep+Ep′ )x δ3(p+ p′)
]

(2.2.13)

= (2π)3/2
∑
s

1√
2Ep

[
us′(p⃗

′) γ0 us(p⃗) bs(p⃗)+

+ us(p⃗
′) γ0 vs(−p⃗ ′) d†s(−p⃗ ′) ei(2Ep′ )x

]
(2.2.14)

= (2π)3/2
√

2Ep bs(p⃗). (2.2.15)

In modo analogo, moltiplicando per vs′γ0, troviamo l’espressione per ds(p⃗).
Complessivamente quindi scriviamo:

bs(p⃗) =

∫
d3xus(p⃗)γ

0ψ(x⃗, t)g∗p(x)

b†s(p⃗) =
∫

d3xψ(x⃗, t)γ0us(p⃗)gp(x)

ds(p⃗) =

∫
d3xψ(x⃗, t)γ0vs(p⃗)g

∗
p(x)

d†s(p⃗) =
∫

d3x vs(p⃗)γ
0ψ(x⃗, t)gp(x). (2.2.16)

Varrà la relazione generica:

(i/∂ −m)us(p⃗)gp(x) = 0 (2.2.17)

e ricorda che siamo ancora in una teoria libera.
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Quando andiamo in teoria interagente2, proprio come fatto per il campo
scalare (vedi (1.4.122)), avremo degli operatori:

bs(p⃗, t) , b†s(p⃗, t) (2.2.18)

ds(p⃗, t) , d†s(p⃗, t) (2.2.19)

che assumiamo avere le stesse espressioni (2.2.16), ma sta volta con le con-
dizioni:

(i/∂ −mp)usgp(x) = 0 (2.2.20)

usg
∗
p(x)(i

←−
/∂ −mp) = 0. (2.2.21)

Prima non avevamo messo la dipendenza dal tempo negli operatori di crea-
zione e distruzione poiché, così come nella teoria scalare libera, anche nel-
la teoria fermionica libera abbiamo che essi sono indipendenti dal tempo.
Possiamo facilmente dimostrarlo:

i∂tbs(p⃗, t) = i

∫
d3xus(p⃗)γ

0
(
∂tψg

∗
p + ψ∂tg

∗) (2.2.22)

da (2.2.21) vediamo:

i∂0ug
∗γ0 = −i∂iuγig∗ −mpug

∗ (2.2.23)

allora

i∂tbs(p⃗, t) = i

∫
d3x

[
us(p⃗)iγ

0∂tψg
∗
p−i∂i

(
us(p⃗)g

∗
p

)
γiψ−mpusψg

∗
p

]
(2.2.24)

se integriamo per parti il secondo termine:

=

∫
d3x

[
us(p⃗)iγ

0∂tψg
∗
p + ius(p⃗)g

∗
pγ

i∂iψ −mpusψg
∗
p

]
(2.2.25)

=

∫
d3xus(p⃗)(i/∂ −mp)ψ(x⃗, t)g

∗
p(x) (2.2.26)

in cui ci rendiamo conto che questa relazione sarebbe nulla in una teoria
libera poiché avremmo:

(i/∂ −mp)ψ(x⃗, t) = 0 (2.2.27)

ossia l’equazione di Dirac; mentre in una teoria interagente abbiamo:

(i/∂ −mp)ψ(x⃗, t) = j (2.2.28)

con j una qualche sorgente.
2Per campi fermionici le uniche interazione invariante di Lorentz, che possiamo

accendere sono del tipo (ψψ)n (scopriremo poi che sono termini malati).
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In modo analogo si trova:

i∂tb
†
s(p⃗) =

∫
d3xψ(x⃗, t)(i

←−
/∂ +mp)us(p⃗)gp(x). (2.2.29)

Potremmo fare gli stessi discorsi riguardanti i pacchetti d’onda, della
sezione §1.4.3, anche per i campi ψ e vedere che anche in questo caso gli
stati a molte particelle si disaccoppiano e valgono:

lim
t→−∞

b†s(p⃗, t) =
√
Zb†in,s(p⃗) (2.2.30)

lim
t→+∞

bs(p⃗, t) =
√
Zbout,s(p⃗) (2.2.31)

lim
t→−∞

d†s(p⃗, t) =
√
Zd†in,s(p⃗) (2.2.32)

lim
t→+∞

ds(p⃗, t) =
√
Zdout,s(p⃗) (2.2.33)

(2.2.34)

e seguendo lo stesso ragionamento di ϕ potremmo dimostrare che quelli scritti
sono effettivamente operatori di creazione e distruzione tali per cui:

b†in,s(p⃗) |Ω⟩ =
1√
2Ep
|s, p⃗⟩in (2.2.35)

⟨Ω| bout,s(p⃗) =
1√
2Ep

out ⟨s, p⃗| (2.2.36)

d†in,r(q⃗) |Ω⟩ =
1√
2Eq
|r, q⃗⟩in (2.2.37)

⟨Ω| dout,r(q⃗) =
1√
2Eq

out ⟨r, q⃗| . (2.2.38)

Ora possiamo finalmente provare a calcolare, facendo cadere il pedice di
spin, l’ampiezza:

⟨out|in⟩ = out

〈
k⃗1, . . . , k⃗r, l⃗1, . . . , l⃗s

∣∣∣p⃗1, . . . p⃗n, q⃗1, . . . q⃗m〉 (2.2.39)

in cui abbiamo n particelle ed m antiparticelle nello stato iniziale, mentre
r particelle ed s antiparticelle nello stato finale. Implementando i conti
esattamente come nel caso scalare (d’ora in avanti omettiamo dei dettagli e
saltiamo conti, per cui è necessario aver capito il procedimento per il campo
scalare):

=
√

2Ep1 ⟨out| b†in,s(p⃗1) |p⃗2, . . .⟩in (2.2.40)

=
√

2Ep1 ⟨out| b†in,s(p⃗1)− b
†
out,s(p⃗1) + b†out,s(p⃗1) |p⃗2, . . .⟩in (2.2.41)
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ipotizziamo che non ci sia forward scattering (togliamo +b†out,s(p⃗1)):

=
√

2Ep1 ⟨out| b†in,s(p⃗1)− b
†
out,s(p⃗1) |p⃗2, . . .⟩in (2.2.42)

= −
√

2Ep1√
Z

∫
dt1 ∂t1

(
⟨out| b†s(p⃗1, t1) |p⃗2, . . .⟩in

)
(2.2.43)

= −
√

2Ep1√
Z

∫
dt1 ⟨out| ∂t1b†s(p⃗1, t1) |p⃗2, . . .⟩in (2.2.44)

= i

√
2Ep1√
Z

∫
dt1

∫
d3x1 ⟨out|ψ(x1) |p⃗2, . . .⟩in (i

←−
/∂1 +mp)us(p⃗1)gp1(x1)

(2.2.45)

possiamo procedere a rimuovere la seconda particella:

= i

√
2Ep1

√
2Ep2√

Z

∫
d4x1 ⟨out|ψ(x1)b†in,s2(p⃗2) |p⃗3, . . .⟩in (i

←−
/∂1 +mp)us(p⃗1)gp1(x1)

(2.2.46)

= i

√
2Ep1

√
2Ep2√

Z

∫
d4x1 ⟨out|ψ(x1)b†in,s2(p⃗2) + b†out,s2(p⃗2)ψ(x1)−

− b†out,s2(p⃗2)ψ(x1) |p⃗3, . . .⟩in (i
←−
/∂1 +mp)us(p⃗1)gp1(x1) (2.2.47)

= i

√
2Ep1

√
2Ep2√

Z

∫
d4x1

∫
dt2 ∂t2 ⟨out|T

(
ψ(x1)b

†
s2(p2, t)

)
|p⃗3, . . .⟩in×

× (i
←−
/∂1 +mp)us(p⃗1)gp1(x1) (2.2.48)

da qua in poi i conti sono analoghi al caso scalare, e procedendo anche a
rimuovere le particelle nello stato finale, stessa cosa per le antiparticelle,
arriviamo a:

⟨out|in⟩ =
(
costanti

)∫ [ n∏
i=1

d4xi gpi(xi)

]
×

×

 m∏
j=1

d4yj g
∗
qj (yj)

×
[

r∏
l=1

d4wl g
∗
kl
(wl)

]
×

 s∏
f=1

d4zf glf (zf )

×

(i/∂ +mp)β1b1 . . . (i/∂ −mp)δ1d1×

⟨Ω|T
(
ψai(x1) . . . ψb1(y1) . . . ψc1(z1) . . . ψd1(w1) . . .

)
|Ω⟩×

(i
←−
/∂ −mp)a1α1 . . . (i

←−
/∂ +mp)c1γ1×

us1(p⃗1)α1 . . . us1(k⃗1)δ1 . . . vs1(q⃗1)β1 . . . vs1(l1)γ1 . (2.2.49)
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L’espressione per la formula di LSZ (2.2.49) è altamente poco invitante, ma
possiamo analizzarla leggermente meglio e cercare di farcela piacere.

La produttoria su i è per le particelle dello stato in, la produttoria su j per
le antiparticelle in, quella su l per le particelle out e su f per le antiparticelle
out. Invece, all’interno del prodotto T ordinato abbiamo i campi ψai(xi) per
le particelle dello stato in, i campi ψbj (yj) per le antiparticelle dello stato in,
campi ψdl(wl) per le particelle dello stato out e ψcf (zf ) per le antiparticelle
di out.

In più abbiamo messo tutti gli indici matriciali. Per interiorizzarli meglio
facciamo un’esempio:

ψa(i
←−
/∂ 1 +mp)aαus(p⃗1)α. (2.2.50)

Per contrarre opportunamente gli indici dobbiamo ragionare bene su chi
corrisponde a cosa. Nei nostri conti abbiamo visto che quando estraiamo una
particella dallo stato in, questa corrisponde ad uno spinore u, moltiplicato
per la matrice (i

←−
/∂ 1 +mp) e il cui prodotto è chiuso con il vettore riga ψ.

Ci si può facilmente convincere che lo spinore u corrisponde ad una par-
ticella dello stato out, che sarà legato dalla matrice (i/∂1 − mp) al campo
ψ.

Per le antiparticelle il discorso è specchiato e avremo che un’antiparticella
di in avrà ψ contratto con la matrice (i/∂1−mp) e lo spinore v; chiaramente

avremo nello stato finale l’antiparticelle date da ψ con la matrice (i
←−
/∂ 1+mp)

e lo spinore v.
Ovviamente dobbiamo stare attenti all’ordine in cui mettiamo i vari ter-

mini se non espliciti gli indici spinoriali.

È comunque non bella come espressione, ma possiamo andare nello spazio
dei momenti (facendo cadere l’indice di spin ed esplicitando le costanti), in
cui compariranno delle δ, e avremo:

⟨out|in⟩ =
(

i√
Z

)m+n+r+s

(−1)r+s×

× u(p⃗1)α1 . . . u(k⃗1)δ1 . . . v(q⃗1)β1 . . . v(⃗l1)γ1×
G̃amp(p1, . . . , q1, . . . , k1, . . . , l1, . . . )α1,...,β1,...,δ1,...,γ1 (2.2.51)

in cui abbiamo fatto le stesse cose del campo scalare e dove tutte le ∂ →
p, quindi (i/∂ ± mp) → (i/p ± mp), che quando agiscono sugli spinori u e
v darebbero 0, a meno che la funzione di Green non abbia (∼) dei poli
quando le particelle sono on-shell. O meglio, a meno che G̃ non abbia dei
propagatori attaccati come gambe esterne, che contribuiscono con dei termini
proporzionali all’inverso delle relazioni di mass-shell. Dunque, si vede che la
rinormalizzazione delle masse funziona uguale al caso di ϕ.



2.3. Teorema di Wick per campi spinoriali 93

Come fatto per il caso scalare possiamo rappresentare diagrammatica-
mente 2.2.52, in cui il box indica il propagatore amputato.

Notiamo che ora in (2.2.51), rispetto al caso scalare in cui avevamo so-
lamente la G̃amp, abbiamo anche tutte le polarizzazioni delle particelle e
antiparticelle.

=
i

/k ±mρ

(2.2.52)

2.3 Teorema di Wick per campi spinoriali

Il teorema di Wick lo abbiamo imparato a conoscere già nel caso scalare ed
ora lo rivediamo per i campi spinoriali. Procederà tutto in maniera analoga,
ma con l’accortezza che guadagneremo dei segni ogni volta che scambieremo
di posto dei campi.

Abbiamo già visto il prodotto:

T [ψα(x)ψβ(y)] = θ(x0 − y0)ψα(x)ψβ(y)− θ(y0 − x0)ψβ(y)ψα(x) (2.3.1)

possiamo ipotizzare x0 > y0 e che ψ = ψ+ + ψ− (così il primo contiene b̂ e
il secondo d̂†). In questo modo:

T [ψα(x)ψβ(y)] = ψ+
α (x)ψ

+
β (y) + ψ+

α (x)ψ
−
β (y) + ψ−

α (x)ψ
+
β (y)+

+ ψ−
α (x)ψ

−
β (y) (2.3.2)

= ψ+
α (x)ψ

+
β (y) + ψ−

β (y)ψ
+
α (x) + ψ−

α (x)ψ
+
β (y)+

+ ψ−
α (x)ψ

−
β (y) +

{
ψ+
α (x), ψ

−
β (y)

}
(2.3.3)

= N [ψα(x)ψβ(y)] +
{
ψ+
α (x), ψ

−
β (y)

}
(2.3.4)

ricordiamoci anche che vale:

{ψα(t, x⃗), ψβ(t, y⃗)} =
{
ψα(t, x⃗), ψβ(t, y⃗)

}
= 0 (2.3.5){

ψα(t, x⃗), ψβ(t, y⃗)
}
= δαβ δ

3(x⃗− y⃗) (2.3.6)
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e dunque, calcolando il valore di aspettazione sul vuoto, abbiamo:

⟨0|T [ψα(x)ψβ(y)] |0⟩ = ⟨0|N [ψα(x)ψβ(y)] |0⟩+
{
ψ+
α (x), ψ

−
β (y)

}
= 0

(2.3.7)

⟨0|T [ψα(x)ψβ(y)] |0⟩ = ⟨0|N [ψα(x)ψβ(y)] |0⟩+
{
ψ
+
α (x), ψ

−
β (y)

}
= 0.

(2.3.8)

Il propagatore è dunque:

⟨0|T [ψα(x)ψβ(y)] |0⟩ = ⟨0|N [ψα(x)ψβ(y)] |0⟩+
{
ψ+
α (x), ψ

−
β (y)

}
(2.3.9)

= SF (x− y). (2.3.10)

Possiamo riscrivere:

T [ψα(x)ψβ(y)] = N [ψ(x)ψ(y)] (2.3.11)

T [ψα(x)ψβ(y)] = N [ψ(x)ψ(y)] (2.3.12)

T [ψα(x)ψβ(y)] = N [ψ(x)ψ(y)] + SF (x− y) (2.3.13)

= N [ψ(x)ψ(y)] + ψ(x)ψ(y). (2.3.14)

In maniera più generica possiamo porre A,B ∈ {ψ,ψ} e otteniamo:

T [A(x)B(y)] = N [A(x)B(x)] +A(x)B(y) (2.3.15)

in cui se A = B allora il termine contratto è nullo, altrimenti è uguale al
propagatore. Infatti:

ψψ = 0 , ψψ = 0 , ψψ = SF (x− y). (2.3.16)

Consideriamo ora un ψ generico, che può essere {ψ,ψ}, e vediamo:

T [ψ1 . . . ψn] = (−1)σ ψt1 . . . ψtn (2.3.17)

in cui σ è il numero di permutazioni necessarie per ottenere il prodotto
temporalmente ordinato. Nel prodotto normal-ordered dividiamo in due
gruppi, A = {ψ−} e B = {ψ+}:

N [ψ1 . . . ψn] =
∑
A,B

δσ
∏
i∈A

ψ−
i

∏
j∈B

ψ+
j (2.3.18)

in cui la δ indica che c’è un segno ± che dipende dall’ordine dei campi.
L’enunciato del teorema di Wick rimane uguale al caso bosonico, ma

dentro al prodotto normale ordinato abbiamo segni sia positivi sia negativi:

T [ψ1 . . . ψn] = N [ψ1 . . . ψn] +
∑
σ

N [ψ1 ψ2 . . . ψn] + · · ·+

+
∑
σ

N [ψ1 ψ2 . . . ψn−1 ψn] (2.3.19)
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in cui stiamo utilizzando un campo ψ generico, ma nella pratica dobbiamo
ricordare che:

ψψ = ψψ = 0. (2.3.20)

Inoltre, la lagrangiana di interazione ha un numero pari di campi, quindi
anche nel teorema di Wick possiamo avere solo un numero pari di campi
(diversamente dal caso scalare, in cui anche il caso dispari era possibile).

Per il teorema di Wick (2.3.19), in cui σ sono le combinazioni possibili,
abbiamo:

⟨0|T [ψ . . . ψ] |0⟩ =
{
0 # campi è dispari
±∑σ

∏
i,j Sψ(xi − xj) # campi è pari

(2.3.21)
e in cui indichiamo con:

SF (x− y) = ψψ =
{
ψ+
α (x), ψ

−
β (y)

}
= ⟨0|T [ψα(x)ψβ(y)] |0⟩ . (2.3.22)

Però qua dobbiamo stare attenti perché quando abbiamo una contrazione,
per poter scrivere il propagatore dobbiamo avere i due campi vicini (nel caso
scalare il problema non sorgeva perché i segni erano tutti +). Facciamo un
esempio rapido3:

T
(
ψ1ψ2ψ3ψ4

)
=: ψ1ψ2ψ3ψ4 : +

+ : ψ1ψ2

=S12

ψ3ψ4 : + : ψ1 ψ2ψ3

=−ψ2ψ3=−S23

ψ4 : + . . .

+ : ψ1ψ2ψ3ψ4

=(−1)2ψ1ψ4ψ2ψ3=−S14S23

: + . . . (2.3.23)

= S12 : ψ3ψ4 : −S23 : ψ1ψ4 : −S14S23 + . . . . (2.3.24)

2.3.1 Dimostrazione per induzione (cenni)

Ipotizziamo che ψn+1 abbia il tempo più piccolo, e quindi possiamo portarlo
fuori dal prodotto temporalmente ordinato:

T [ψ1 . . . ψn ψn+1] = T [ψ1 . . . ψn]ψn+1 (2.3.25)

3La scrittura è venuta leggermente male, ma non ho trovato un modo più pulito di
scrivere che ogni volta che facciamo una contrazione dobbiamo mettere i campi vicini per

poter vedere il propagatore ψiψj = Sij .
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in cui vediamo che:

[ψ1 . . . ψn]ψn+1 =

∑
A,B

δσ
∏
i∈A

ψ−
i

∏
j∈B

ψ+
j

 (
ψ+
n+1 + ψ−

n+1

)
(2.3.26)

=
∑
A,B

δσ
∏
i∈A

ψ−
i

∏
j∈B

ψ+
j ψ

+
n+1+

+
∑
A,B

δσ
∏
i∈A

ψ−
i

∏
j∈B

ψ+
j ψ

−
n+1. (2.3.27)

Per fare in modo che il secondo termine sia normale ordinato, dobbiamo
fare delle permutazioni a causa di cui escono dei segni negativi e gli anti-
commutatori, ma i segni ricostruiscono il segno giusto per il prodotto normale
ordinato di n+1 campi, mentre gli anti-commutatori completano la sommato-
ria con una contrazione aggiungendo le contrazioni tra ψn+1 e gli altri campi,
analogamente gli anti-commutatori della prima sommatoria completano la
sommatoria con due contrazioni, ecc. Si vedano i libri per completezza.

2.4 Variabili di Mandelstam

Da questo punto in poi studieremo degli urti, per i quali ci sarà particolar-
mente utile definire determinate variabili, in modo da semplificare notevol-
mente le espressioni.

Per 4 particelle, dunque quando abbiamo processi:

2 −→ 2

possiamo introdurre le variabili di Mandelstam s, t, u che vengono fuori dai
diagrammi in figura 2.1.

p1

p2

p3

p4

=

p1

p2

p3

p4
(s)

+

p1 p3

p2 p4
(t)

+

p1

p4p2

p3

(u)

Figura 2.1

Siano p1, p2 i quadri-impulsi dei campi iniziali (quindi i tri-impulsi iniziali
puntano verso il vertice) e siano p3, p4 i quadri-impulsi dei campi finali
(quindi i tri-impulsi finali puntano fuori dal vertice), allora le variabili di
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Mandelstam sono definite come:
s = (p1 + p2)

2 = (p3 + p4)
2

t = (p1 − p3)2 = (p2 − p4)2
u = (p1 − p4)2 = (p2 − p3)2

(2.4.1)

in cui la seconda uguaglianza la possiamo scrivere per via della conservazione
del quadri-impulso. Notiamo che la variabile s rappresenta l’energia del
centro di massa nel sistema iniziale.

Possiamo vedere che s, t, u non sono varibili indipendenti, infatti vale:

s+ t+ u =

4∑
i=1

m2
i . (2.4.2)

Possiamo dimostrarlo velocemente utilizzando il fatto che le particelle sono
tutte on-shell, ovvero p2i = m2, e che vale la conservazione del momento:

s+ t+ u = (p1 + p2)
2 + (p1 − p3)2 + (p1 − p4)2 (2.4.3)

= p21 + p22 + 2p1p2 + p21 + p23 − 2p1p3 + p21 + p24 − 2p1p4
(2.4.4)

= 3m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4 + 2p1 (p2 − p3 − p4)
=−p1

(2.4.5)

= 3m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4 + 2p1(−p1)
=−2m2

1

(2.4.6)

=⇒ s+ t+ u =

4∑
i=1

m2
i . (2.4.7)

Potemmo scriverci le espressioni per esteso delle variabili di Mandelstam:


s = (p1 + p2)

2 = (p3 + p4)
2 = m2

1 +m2
2 + 2(p1 · p1) = m2

3 +m2
4 + 2(p3 · p4)

t = (p1 − p3)2 = (p2 − p4)2 = m2
1 +m2

3 − 2(p1 · p3) = m2
2 +m2

4 − 2(p2 · p4)
u = (p1 − p4)2 = (p2 − p3)2 = m2

1 +m2
4 − 2(p1 · p4) = m2

2 +m2
3 − 2(p2 · p3)

(2.4.8)
il che ci è comodo perché ad alte energie, in cui m è trascurabile rispetto p,
abbiamo: 

s ≈ +2(p1 · p2) = +2(p3 · p4)
t ≈ −2(p1 · p3) = −2(p2 · p4)
u ≈ −2(p1 · p4) = −2(p2 · p3)

(2.4.9)
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che possiamo anche invertire e scrivere4:

p1p2 = p3p4 =
1

2
s (2.4.11)

p1p3 = p2p4 = −
1

2
t (2.4.12)

p1p4 = p2p3 = −
1

2
u. (2.4.13)

Nel sistema di riferimento del centro di massa abbiamo:

p⃗1 + p⃗2 = p⃗3 + p⃗4 = 0 (2.4.14)

se chiamiamo θ l’angolo di deflessione tra p⃗1 e p⃗3, allora abbiamo:
s = (p1 + p2)

2 = (E1 + E2)
2 − (p⃗1 + p⃗2)

2 = (E1 + E2)
2 = E2

cm

t = (p1 − p3)2 = m2
1 +m2

3 − 2(E1E3 − |p⃗1||p⃗3| cos θ)
u = (p1 − p4)2 = m2

1 +m2
4 − 2(E1E4 − |p⃗1||p⃗4| cos(π + θ)).

(2.4.15)
Osserviamo che se mi = m ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, allora nel centro di massa
abbiamo:

E1 = E2 + E3 + E4 (2.4.16)

e anche:
s = (2E1)

2 = (2E3)
2 (2.4.17)

il che implica che:
E1 = E3 (2.4.18)

cioé:
|p⃗1| = |p⃗3|. (2.4.19)

Se poniamo Ei = E e |p⃗i| = |p⃗|, allora otteniamo:

s = (p1 + p2)
2 = (p3 + p4)

2 = 4E2 = E2
cm

t = (p1 − p3)2 = (p2 − p4)2 = 2m2 − 2(E2 − |p⃗|2 cos θ)
= −2|p⃗|2(1− cos θ)

u = (p1 − p4)2 = (p2 − p3)2 = 2m2 − 2(E2 − |p⃗|2 cos(π + θ))

= −2|p⃗|2(1 + cos θ).

(2.4.20)

4La relazione esatta, ad esempio per t, sarebbe:

p1p3 = −1

2
(t−m2

1 −m2
3). (2.4.10)
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Se trascuriamo le masse, allora abbiamo:

E1 = |p⃗1| = |p⃗2| = E2 (2.4.21)
E3 = |p⃗3| = |p⃗4| = E4 (2.4.22)

pertanto nel sistema di riferimento del centro di massa abbiamo:

t = −s
2
(1− cos θ) (2.4.23)

u = −s
2
(1 + cos θ). (2.4.24)

2.5 Teoria di Yukawa

Ora che abbiamo imparato come rappresentare processi tramite i diagram-
mi di Feynman, come possiamo scrivere delle ampiezze di transizione, come
calcolare il propagatore interagente tramite Gell-Mann-Low e come scrivere
il prodotto T ordinato di un certo numero di campi tramite il teorema di
Wick, allora possiamo mettere tutto insieme e cominciare a costruire una
teoria, che riutilizzeremo in modo un po’ mascherato nella costruzione del
Modello Standard. Quello che ci interesserà sarà calcolare la probabilità che
un certo processo possa avvenire.

Questa sezione è molto importante per la preparazione dello scritto, vi-
sto che un possibile esercizio potrebbe essere quello di calcolare una sezione
d’urto (che è collegata a ciò che c’è in questa sezione).

2.5.1 Regole di Feynman

La teoria di Yukawa descrive l’interazione tra un campo reale ϕ e un campo
di Dirac ψ. La lagrangiana di questa teoria la possiamo costruire come:

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 + ψ(i/∂ −M)ψ − gϕψψ (2.5.1)

in cui abbiamo messo le lagrangiane scalari e spinoriali, con rispettivamente
le due masse m ed M al tree-level5, e poi un termine di interazione, costruito
in modo che non solo sia uno scalare di Lorentz, ma anche che sia un termine
reale (visto che L dev’essere reale). Infatti possiamo vedere che in:

Lint = −gϕψψ (2.5.2)

5Tutti i discorsi riguardanti le differenze tra massa e massa fisica di una particella
possiamo dimenticarceli, poiché noi tratteremo solamente processi al tree-level e a questo
livello i due concetti di massa coincidono. Infatti abbiamo imparato che sono presenti
differenze tra le due masse quando ci sono dei loop.
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ϕ è reale e anche il prodotto ψψ sappiamo bene essere reale. In più le
dimensioni sono:

[ϕ] = L−1 , [ψ] = L−3/2 , [g] = 0

che ci piace perché (come scopriremo nel prossimo corso) una teoria con la co-
stante di accoppiamento adimensionale è rinormalizzabile. Se consideriamo
la costante di accoppiamento g piccola, allora siamo tranquilli che possiamo
fare teoria perturbativa.

Cominciamo a cercare le regole di Feynman, nello spazio delle coordinate,
per questa teoria.

I propagatori li sappiamo scrivere poiché sono quelli che abbiamo quando
spegniamo la costante di accoppiamento g = 0. Per il campo scalare:

∆(x− y) =
∫

d4p

(2π)4
ie−ip(x−y)

p2 −m2 + iε
(2.5.3)

per quello fermionico:

Sαβ(x− y) =
∫

d4p

(2π)4
ie−ip(x−y) (/p−M + iε)−1

αβ (2.5.4)

=

∫
d4p

(2π)4
ie−ip(x−y)

p2 −M2 + iε
(/p+M)αβ (2.5.5)

in cui abbiamo utilizzato:

(/p−M)−1 = (/p−M)−1(/p+M)−1(/p+M) = (p2−M2+iε)−1(/p+M). (2.5.6)

Chiaramente da queste espressioni sappiamo anche scrivere i propagatori nel-
lo spazio di Fourier.

Nelle regole di Feynman dobbiamo mettere anche il contributo del vertice.
Il vertice gϕψψ compare per la prima volta nella funzione di Green a 3 punti
(i diagrammi precedenti non hanno dei vertici da cui possiamo estrarre le
regole). In generale, quando si ha una teoria e si vuole trovare il contributo
del vertice, bisogna prendere la funzione di Green opportuna, in modo da
avere il corretto termine dello sviluppo di GML. Dunque (usando GML e
Wick) notiamo "facilmente" che sviluppando l’esponenziale il termine 0 da
contributo nullo, poiché rimane un campo non contratto, il primo termine
non banale è l’ordine g, in cui compare Hint:

⟨Ω|Tϕ(x)ψα(y)ψβ(z) |Ω⟩ =

= ⟨0|T
(
ϕ(x)ψα(y)ψβ(z) (−i)

∫
d4wHint(w)

)
|0⟩ (2.5.7)
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noi sappiamo:

H = πϕ̇− L =⇒ Hint = −Lint = gϕψψ. (2.5.8)

Calcoliamo quindi:

= ⟨0|T
(
ϕ(x)ψα(y)ψβ(z) (−i)

∫
d4w gϕ(w)ψγ(w)ψγ(w)

)
|0⟩ (2.5.9)

= −ig
∫

d4w ⟨0|T
(
ϕ(x)ψα(y)ψβ(z)ϕ(w)ψγ(w)ψγ(w)

)
|0⟩ (2.5.10)

utilizziamo il teorema di Wick e facciamo le contrazioni che ci interessano6:

= −ig
∫

d4w ⟨0|T
(
ϕ(x)ψα(y)ψβ(z)ϕ(w)ψγ(w)ψγ(w)

)
|0⟩ (2.5.11)

poiché a noi interessa vedere un vertice, per cui tutte le contrazioni sono
forzate. Ricordati delle regole di quando fai le contrazioni di campi spinoriali
(segni meno che escono quando sposti i campi per costruire i propagatori e
le contrazioni nulle (2.3.20)). Quindi abbiamo:

= −ig
∫

d4wϕ(x)ϕ(w)(−1)ψα(y)ψγ(w)ψβ(z)ψγ(w) (2.5.12)

= −ig
∫

d4w∆(x− w) (−1)Sαγ(y − w)Sγβ(w − z) (2.5.13)

in cui vediamo che ∆(x− w) propaga da x a w, Sαγ(y − w) propaga da y a
w e Sγβ(w − z) da z a w poiché i campi sono messi al contrario. Diagram-
maticamente le contrazioni (2.5.13) le rappresentiamo come nel diagramma

6Nota che sarebbero possibili anche altre contrazioni a quest’ordine dello sviluppo, ma
essi darebbero dei loop. Prova ad esempio a contrarre i due campi scalari tra loro e poi
rispettivamente i campi ψα(y)ψβ(z) e ψγ(w)ψγ(w). Ottieni una propagazione libera di
un fermione e un propagatore scalare con attaccato un loop fermionico.
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2.5.14.

= −ig
∫

d4w

 x
w

γ

z, β

y, α


(2.5.14)

= −ig
∫

d4w


x

w
δ

γ

z, β

y, α


(2.5.15)

Nel disegno il verso delle frecce è importante poiché i campi fermioni-
ci portano una carica (abeliana U(1)) e dobbiamo quindi distinguere tra
particella e antiparticella; però non stiamo troppo ad impazzire poiché nel
momento in cui facciamo il modulo quadro (calcoliamo la sezione d’urto) il
fatto di mettere la particella nel ramo sopra piuttosto che sotto non cam-
bia nulla. L’unica cosa importante è non mettere due frecce che entrano (o
escono) dal vertice poiché in quel modo non si conserverebbe la carica.

Il diagramma 2.5.14 lo leggiamo meglio se lo spezziamo nelle sue compo-
nenti, come in figura 2.5.15. Questo ci permette di vedere che il vertice, a
cui ci amputiamo i propagatori, vediamo che contribuisce come:

−ig
∫

d4w δγδ (2.5.16)

in cui la δγδ ci dice che i due indici devono essere uguali, poiché abbiamo
dei propagatori, che attacchiamo al vertice. All’interno del vertice quindi
vediamo che c’è una matrice 1, visto che non c’è nulla; caso diverso sarà la
QED, in cui nel vertice troveremo la matrice γµ.

Arrivati a questo punto quindi sappiamo scrivere le regole di Feynman,
nello spazio delle coordinate:

• Ad ogni linea di campo interna associamo i propagatori:

∆(x− y) =
∫

d4p

(2π)4
ie−ip(x−y)

p2 −m2 + iε
(2.5.17)

Sαβ(x− y) =
∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

p2 −M2 + iε
(/p+M)αβ. (2.5.18)
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• Ad ogni vertice associamo:

−ig
∫

d4w δγδ. (2.5.19)

• Dividiamo per il fattore di simmetria del diagramma.

Possiamo anche scrivere le regole nello spazio di Fourier:

• Ad ogni linea di campo interna associamo i propagatori:

∆̃(x− y) = i

p2 −m2 + iε
(2.5.20)

S̃αβ(x− y) =
i

p2 −M2 + iε
(/p+M)αβ. (2.5.21)

• Ad ogni vertice abbiamo la conservazione del quadri-impulso:

−ig (2π)4 δγδδ4(Σpi). (2.5.22)

• Dividiamo per il fattore di simmetria.

Così come nella teoria λϕ4, avremo anche in questo caso che il numero di pµ

indeterminati (dunque integrati) ci darà il numero di loop.

Però attenzione perché non abbiamo finito, infatti le regole che abbiamo
scritto ci danno una ricetta per calcolare delle funzioni di Green (nello spazio
che più ci piace), ma potremmo essere interessati a voler calcolare l’ampiezza
di probabilità di un certo processo:

⟨out|in⟩ (2.5.23)

e noi abbiamo imparato, dalle formule di LSZ, che quando lo vogliamo fare
dobbiamo seguire le regole:

• Amputiamo le gambe esterne.

• Ad ogni campo esterno, indicando con l un fermione descritto da ψ,
e quindi con l− le particelle e l+ le antiparticelle, dobbiamo introdur-
re le polarizzazioni dei campi spinoriali (ricorda il risultato (2.2.51)).
Dunque, associamo:

ϕ ∼ 1 , l−in ∼ u(p) , l−out ∼ u(p)
l+in ∼ v(p) , l+out ∼ v(p). (2.5.24)

Ricordiamo che per convenzione l’impulso ha segno positivo se punta dentro
il vertice (impulso entrante).

Non ci disperiamo se non ci ricordiamo la regola (2.5.24) poiché ci sarà
un metodo mnemonico per scriverla.
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2.6 Processi di scattering nella teoria di Yukawa

Vediamo in questa sezione un’esempio di calcolo di processi, nella teoria di
Yukawa, con 2 particelle nello stato iniziale e 2 particelle nello stato finale.
Saranno dunque utili le variabili di Mandelstam. I processi possibili sono:

e± e± −→ e± e±

e+ e− −→ e+ e−

e+ e− −→ ϕ ϕ

e± ϕ −→ e± ϕ.

Chiaramente quando scriviamo un certo processo dobbiamo chiederci per
prima cosa se è un processo possibile, ovvero, dobbiamo chiederci se la carica
è conservata. I quattro processi elencati sono tutti possibili, mentre un
processo non fisico è:

e+ e+ −→ e− e−.

Come appena detto il numero di scattering 2 in 2 che possono avvenire
in questa teoria sono limitati, ma è utile per lo scritto calcolarli tutti. Nella
mia pagina personale è presente un file con i conti di tutte le ampiezze
di probabilità dei processi elencati sopra. Noi nella sezione seguente ne
calcoleremo uno di esempio.

2.6.1 Processo e− + e− −→ e− + e−

Noi ora soffermiamoci sul processo:

e− e− −→ e− e− (2.6.1)

il cui diagramma tree-level che collega i due fermioni iniziali a quelli finali
è rappresentato nel diagramma 2.6.2. Chiaramente nel blob nero non può
esserci qualsiasi cosa, ma dobbiamo inserirci delle cose coerenti con la teoria
che stiamo considerando. Da Lyukawa sappiamo che le interazioni sono rac-
chiuse in vertici del tipo ϕψψ, dunque nei diagrammi dovremo accoppiare
due campi fermionici (con le opportune freccie) ad un campo scalare. Ricor-
dando anche il fatto che in MQ le particelle identiche sono indistinguibili, i
due processi che possiamo disegnare sono 2.6.3 e 2.6.4. Entrambi i processi
disegnati contribuiranno all’ampiezza di probabilità di (2.6.1), ma potrebbe
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esserci un segno relativo tra i due7.

(2.6.2)

w

z

p1

p2

p3

p4
p ; canale t p = (p1 − p3) (2.6.3)

w

z

p1

p2

p3

p4
p ; canale u p = (p1 − p4) (2.6.4)

Il segno relativo tra i due diagrammi 2.6.3 e 2.6.4 (in cui i colori sono solo
per una maggiore comprensione e non verranno più usati) lo possiamo vedere
dal prodotto T ordinato e con il teorema di Wick. Infatti, il diagramma 2.6.3
lo scriviamo come (omettendo un po’ di cose):

⟨0|T
(
ψ(x1)ψ(x2)ψ(x3)ψ(x4)ϕ(w)ψ(w)ψ(w)ϕ(z)ψ(z)ψ(z)

)
|0⟩ (2.6.5)

in cui ad ogni xi associamo la gamba con pi. Dobbiamo spostare i vari
campi in modo da ricostruire i propagatori, ma stando attenti ai segni che
guadagnamo:

ψ(w)ψ(x1) 5 scambi (−1)5

ψ(x2)ψ(z) 5 scambi (−1)5

ψ(x3)ψ(w) 1 scambio (−1)
ψ(x4)ψ(z) 0 scambi (+1)

7In MQ avevamo imparato che il segno relativo tra due ampiezze era molto importante;
infatti, se abbiamo due processi e vogliamo calcolare l’ampiezza di probabilità totale, prima
dobbiamo sommare le ampiezze e poi farne il modulo quadro. Dunque, avevamo notato
che |A1 + A2|2 era differente da |A1 − A2|2. Tieni a mente che in questo caso possiamo
avere dei segni relativi perché abbiamo a che fare con dei campi fermionici, ma nei casi in
cui sono presenti solo scalari avremmo solo segni positivi.
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in cui teniamo conto che una volta fatto uno scambio per i successivi non
abbiamo più tra i piedi quelli precedenti. Comunque, abbiamo capito che
per il primo diagramma abbiamo segno complessivo −1.

Vediamo il valore di aspettazione del diagramma 2.6.4:

⟨0|T
(
ψ(x1)ψ(x2)ψ(x3)ψ(x4)ϕ(w)ψ(w)ψ(w)ϕ(z)ψ(z)ψ(z)

)
|0⟩ (2.6.6)

e vediamo che il numero di permutazioni ci da:

ψ(w)ψ(x1) 5 scambi (−1)5

ψ(z)ψ(x2) 5 scambi (−1)5

ψ(x4)ψ(w) 0 scambi (+1)

ψ(x3)ψ(z) 0 scambi (+1)

dunque un segno complessivo +1.
Questa conoscenza dei segni relativi ci è di notevole utilità poiché ora

siamo in grado di calcolarci l’ampiezza di probabilità totale del processo,
dopo aver amputato le gambe esterne. In ordine: avendo diagrammi di
ordine g2, mettiamo il contributo dei vertici:

(−ig)2 (2π)4δ4(Σpi)

mettiamo il contributo del propagatore scalare:

i

p2 −m2 + iε

integriamo sui quadri-impulsi non fissati:∫
d4p

(2π)4

e, seguendo nel verso opposto le frecce dei diagrammi, inseriamo le pola-
rizzazioni dei fermioni e il contributo del vertice (in questa teoria abbiamo
osservato essere 1).

Facciamo un’esempio per le polarizzazioni. Prendiamo il diagramma
2.6.3. Seguendo in verso opposto le frecce, partendo dal vertice di p3, abbia-
mo: un elettrone in uscita nel vertice, dunque us3(p⃗3), il vertice, dunque 1,
e l’elettrone che entra nel vertice, quindi us1(p⃗1):

us3(p⃗3)1us1(p⃗1). (2.6.7)

Possiamo fare la costruzione analoga per l’altro pezzo di diagramma.
Nota che non stiamo indicando gli indici spinoriali (li riprenderemo tra

non molto), ma chiaramente quelli sono prodotti tra vettori e matrici. Nella
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nostra notazione mettiamo tra parentesi tonde gli oggetti che hanno indici
tutti contratti tra loro. Dunque, in questo primo esempio:(

us3(p⃗3)us1(p⃗1)
)
. (2.6.8)

Se inseriamo i segni relativi, che abbiamo imparato dalle funzioni di
Green, per ogni diagramma, allora scriviamo l’ampiezza di transizione totale
come:

⟨out|in⟩ = (−ig)2
∫

d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iε

{
(−1)(2π)4 δ4(p1 − p3 − p)×

× (2π)4 δ4(p2 + p− p4)×
×
(
us3(p⃗3)us1(p⃗1)

)(
us4(p⃗4)us2(p⃗2)

)
+

+ (+1)(2π)4 δ4(p1 − p4 − p) (2π)4 δ4(p2 + p− p3)×

×
(
us4(p⃗4)us1(p⃗1)

)(
us3(p⃗3)us2(p⃗2)

)}
(2.6.9)

in cui il primo contributo della somma (quello con il segno−1) è il diagramma
2.6.3, mentre il secondo (con +1) è 2.6.4. Chiaramente possiamo combinare
le delta di conservazione e ottenere, per entrambi i diagrammi:

δ4(p1 + p2 − p3 − p4) (2.6.10)

ovviamente integrando in d4p. Dunque, abbiamo:

= (−ig)2 i(2π)4 δ4(p1 + p2 − p3 − p4)×

×
{

−1
(p1 − p3)2 −m2 + iε

(
us3(p⃗3)us1(p⃗1)

)(
us4(p⃗4)us2(p⃗2)

)
+

+
+1

(p1 − p4)2 −m2 + iε

(
us4(p⃗4)us1(p⃗1)

)(
us3(p⃗3)us2(p⃗2)

)}
(2.6.11)

= (−ig)2 i(2π)4 δ4(p1 + p2 − p3 − p4)
{
M1 +M2

}
(2.6.12)

= (−ig)2 i(2π)4 δ4(p1 + p2 − p3 − p4)M (2.6.13)

in cui abbiamo scritto esplicitamente quello che si chiama elemento di ma-
trice S ridotta, ovveroM.8

8Che ricorda è legato alla funzione di Green amputata da:

G̃ = (2π)4 δ4(Σpin − Σpout)M. (2.6.14)
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A questo punto noi possiamo fare il modulo quadro di ⟨out|in⟩. Il pro-
blema è che abbiamo il termine:

(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4) (2.6.15)

in mezzo. Questo termine in realtà non sarà rilevante quando ci metteremo
a calcolare le sezioni d’urto, poiché in qualche modo andrà via e il nostro
interesse è calcolare solamente i moduli delle matrici S ridotte, ma con le no-
stre conoscienze attuali non siamo in grado di capire bene il perché, dunque,
ignoriamo per il momento questo contributo e lasciamolo per dopo.

Notiamo che l’hermitiano coniugato di spinori è:(
us3(p⃗3)us1(p⃗1)

)†
= us1(p⃗1)us3(p⃗3). (2.6.16)

Calcoliamo la quantità:

1

4

∑
s

| ⟨out|in⟩ |2 = 1

4

∑
s

|M|2 (2.6.17)

=
1

4

∑
s

|M1 +M2|2 (2.6.18)

=
1

4

∑
s

{
|M1|2 + |M2|2 + 2Re

{
M†

1M2

}}
(2.6.19)

ovvero, guardiamo processi non polarizzati, motivo per cui mediamo su tutte
le possibili polarizzazioni iniziali (il fattore 1/4 davanti) e sommiamo su
quelle finali. Per quanto riguarda il risultato dell’esperimento (stato finale)
siamo interessati a tutti i risultati possibili, e quindi sommiamo su tutte le
polarizzazioni delle particelle finali. Mentre per quanto riguarda lo stato
iniziale, il fascio di particelle incidenti è composto da una sovrapposizione
aleatoria di stati con polarizzazioni diverse e quindi la cosa corretta da fare è
mediare sullo stato iniziale. Lasciamo cadere i pedici di spin per semplicità,
ma teniamo a mente che ad ogni pi è associato un pedice si.

Calcoliamo un contributo per volta. Cominciamo con:

1

4

∑
s

|M1|2 =
1

4

∑
s

g4

((p1 − p3)2 −m2 + iε)2

{(
uα(p⃗3)uα(p⃗1)

)(
uβ(p⃗1)uβ(p⃗3)

)
×

×
(
uγ(p⃗4)uγ(p⃗2)

)(
uδ(p⃗2)uδ(p⃗4)

)}
(2.6.20)

però noi conosciamo la relazione (2.1.61):∑
s

uα(p)uβ(p) = (/p+m)αβ ,
∑
s

vα(p) vβ(p) = (/p−m)αβ
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che ci viene in soccorso quando riorganizziamo i termini all’interno dell’am-
piezza |M1|2, il che è lecito visto che abbiamo solo quantità contratte e gli
spinori commutano tra loro9:

=
g4

4

1

((p1 − p3)2 −m2 + iε)2
(/p3 +m)βα(/p1 +m)αβ(/p4 +m)δγ(/p2 +m)γδ

(2.6.21)
ma noi ci rendiamo conto che abbiamo, a coppie, un prodotto riga per colonna
e poi la somma sullo stesso indice (vedi il termine sottolineato). Dunque i
due prodotti ci forniscono una traccia, poiché contraiamo il primo indice con
l’ultimo e tutti quelli intermedi legano le varie matrici. Dunque:

=
g4

4

1

((p1 − p3)2 −m2 + iε)2
Tr
{
(/p3 +m)(/p1 +m)

}
Tr
{
(/p4 +m)(/p2 +m)

}
.

(2.6.22)

Ora, il nostro problema è calcolare delle tracce. È fondamentale ora
conoscere le proprietà, non solo della traccia, ma della traccia di matrici γµ,
dunque per questo motivo rimando all’Appendice C in cui ci sono un po’ di
proprietà utili. Calcoliamo uno dei due pezzi per esempio:

Tr
{
(/p3 +m)(/p1 +m)

}
= Tr

{
/p1/p3 + (/p1 + /p3)m+m2

}
(2.6.23)

= p1,µp3,ν Tr{γµγν}
4ηµν

+m(p1 + p3)µTr{γµ}
=0

+m2Tr{1}

(2.6.24)

= 4p1,µp3,νη
µν + 4m2 (2.6.25)

= 4(p1 · p3) + 4m2 (2.6.26)

in cui con p1 · p3 = p1p3 intendiamo un prodotto minkowskiano. In modo
analogo funziona l’altra traccia di (2.6.22) e otteniamo:

1

4

∑
s

|M1|2 =
g4

4

1

((p1 − p3)2 −m2 + iε)2

[
4(p1p3) + 4m2

][
4(p2p4) + 4m2

]
.

(2.6.27)
Arrivati a questo punto, possiamo ricordarci le variabili di Mandelstam de-
finite nella sezione §2.4, e vedere il limite delle alte energie (in cui le masse

9Le quantità rilevanti per la statistica di Fermi-Dirac sono gli operatori di creazione e
distruzione, non gli spinori a 4 componenti.
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sono trascurabili) per cui:

1

4

∑
s

|M1|2 ∼
g2

((p1 − p3)2)2
[
4(p1p3)

][
4(p2p4)

]
(2.6.28)

= 4
g4

t2
(p1p3)(p2p4) (2.6.29)

=
4g2

t2

(
+
t2

4

)
(2.6.30)

= g4 (2.6.31)

in cui abbiamo utilizzato la definizione della variabile t (2.4.1) e la relazione
(2.4.12).

Siamo contenti perché siamo riusciti a calcolare il primo termine della
probabilità voluta (in realtà non è propriamente la probabilità, ma finché
non studiamo per bene le sezioni d’urto facciamocela andare bene). Notiamo
anche che il termine |M2|2, in (2.6.11), è analogo ad |M1|2, ma con lo
scambio 3↔ 4. Infatti:

1

4

∑
s

|M2|2 =
g4

4 ((p1 − p4)2 −m2 + iε)2
Tr
{
(/p1 +m)(/p4 +m)

}
×

× Tr
{
(/p2 +m)(/p3 +m)

}
(2.6.32)

=
g4

4 ((p1 − p4)2)2
Tr
{
/p1/p4

}
Tr
{
/p2/p3

}
(2.6.33)

=
g4

4u2

[
4(p1p4)

][
4(p2p3)

]
(2.6.34)

=
4g4

u2

(
−u
2

)(
−u
2

)
(2.6.35)

= g4. (2.6.36)

Le cose si complicano leggermente quando consideriamo il termine misto.
Vediamolo con calma:

1

4

∑
s

M1M†
2 = −

g4

4 ((p1 − p3)2 −m2) ((p1 − p4)2 −m2)
×

×
∑
s

(
uα(p⃗1)uα(p⃗3)

)(
uβ(p⃗2)uβ(p⃗4)

)
×

×
(
uγ(p⃗4)uγ(p⃗1)

)(
uδ(p⃗3)uδ(p⃗2)

)
(2.6.37)

= − g4

4 ((p1 − p3)2 −m2) ((p1 − p4)2 −m2)
×

× (/p4 +m)βγ(/p1 +m)γα(/p3 +m)αδ(/p2 +m)δβ (2.6.38)
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ora individuiamo nelle quattro matici un prodotto tra 4 elementi (e non più
a coppie) e poi una traccia su tutte. Infatti vedi che gli indici sono intrecciati
in modo ciclico. Abbiamo per questo:

= − g4

4 ((p1 − p3)2 −m2) ((p1 − p4)2 −m2)
×

× Tr
{
(/p4 +m)(/p1 +m)(/p3 +m)(/p2 +m)

}
(2.6.39)

∼ − g4

4tu
Tr
{
/p4/p1/p3/p2

}
(2.6.40)

= − g4

4tu
4
(
ηµνηρσ − ηµρηνσ + ηµσηνρ

)
(pµ4p

ν
1p
ρ
3p
σ
4 ) (2.6.41)

= −g
4

tu

[
(p4p1)(p3p2)− (p4p3)(p1p2) + (p4p2)(p1p3)

]
(2.6.42)

= −g
4

tu

[
u2

4
− s2

4
+
t2

4

]
(2.6.43)

usiamo (2.4.2)

=
g4

4tu

[
(u+ t)2 − u2 − t2

]
(2.6.44)

=
g4

4tu
2tu (2.6.45)

=
g4

2
. (2.6.46)

Dunque siamo arrivati al risultato che ci interessava; infatti abbiamo:

1

4

∑
s

| ⟨out|in⟩ |2 = 1

4

∑
s

|M1 +M2|2 (2.6.47)

=
1

4

∑
s

{
|M1|2 + |M2|2 + 2Re

{
M1M†

2

}}
(2.6.48)

= g4 + g4 + 2 · g
4

2
(2.6.49)

= 3g4. (2.6.50)

2.6.2 Processo e− + ϕ −→ e− + ϕ

Vediamo ora, in modo più rapido, visto che abbiamo capito come funziona,
il processo:

e− ϕ −→ e− ϕ (2.6.51)
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al tree-level. I diagrammi possibili 2.6.52 e 2.6.53.

e− e−

p1

p2

p p3

p4

; p = (p1 + p2) (2.6.52)

e− e−

p1

p2 p p3

p4

; p = (p1 − p4) (2.6.53)

Sta volta al posto di indicare i diversi diagrammi come 1 e 2 li chiamiamo
s ed u in base alle loro caratteristiche. Rendiamoci brevemente conto che
non ci sono segni relativi. Abbiamo per il diagramma s:

⟨0|T
(
ψ(x1)ϕ(x2)ψ(x3)ϕ(x4)ϕ(w)ψ(w)ψ(w)ϕ(z)ψ(z)ψ(z)

)
|0⟩ (2.6.54)

e per il diagramma u:

⟨0|T
(
ψ(x1)ϕ(x2)ψ(x3)ϕ(x4)ϕ(w)ψ(w)ψ(w)ϕ(z)ψ(z)ψ(z)

)
|0⟩ (2.6.55)

però ci rendiamo facilmente conto che abbiamo un numero dispari di scambi
da fare in entrambi i contributi, per cui non ci sono segni relativi. Cosa
deducibile da subito, visto che le uniche contrazioni differenti sono quelle dei
campi scalari.

Vediamo (ricordando le regole di Feynman per la teoria di Yukawa):

Ms = (−ig)2 u(p⃗3) i(/p−M)−1

prop. fermionico

u(p⃗1) (2.6.56)

=
−ig2

(p1 + p2)2 −M2
u(p⃗3)

(
/p1 + /p2 −M

)
u(p⃗1) (2.6.57)

∼ −ig2
(p1 + p2)2

u(p⃗3)
(
/p1 + /p2

)
u(p⃗1) (2.6.58)



2.6. Processi di scattering nella teoria di Yukawa 113

insieme a:

Mu = (−ig)2 u(p⃗3) i(/p−M)−1

prop. fermionico

u(p⃗1) (2.6.59)

=
−ig2

(p1 − p4)2 −M2
u(p⃗4)

(
/p1 − /p4 −M

)
u(p⃗1) (2.6.60)

∼ −ig2
(p1 − p4)2

u(p⃗4)
(
/p1 − /p4

)
u(p⃗1). (2.6.61)

Calcoliamo l’ampiezza al quadrato:

1

2

∑
s

|Ms|2 =
g4

2s2

∑
s

uβ(p⃗1)
(
/p1 + /p2

)
βγ
uγ(p⃗3)×

× uδ(p⃗3)
(
/p1 + /p2

)
δλ
uλ(p⃗1) (2.6.62)

g4

2s2
Tr
{
/p3(/p1 + /p2)/p1(/p1 + /p2)

}
(2.6.63)

=
4g4

2s2

[(
p3(p1 + p2)

)(
p1(p1 + p2)

)
−

− (p3p1)(p1 + p2)(p1 + p2)+

+
(
p3(p1 + p2)

)(
(p1 + p2)p4

)]
(2.6.64)

possiamo utilizzare la conservazione del quadri-impulso:

p1 + p2 = p3 + p4 (2.6.65)

per sommare alcuni termini:

=
2g4

s2

[
2(p3p4)(p1p2)− 2(p1p3)(p1p2)

]
(2.6.66)

=
4g4

s2

[
s2

4
+
st

4

]
(2.6.67)

=
g4

s
(s+ t) (2.6.68)

= −g4u
s
. (2.6.69)
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In modo analogo calcoliamo:

1

2

∑
s

|Mu|2 =
g4

2u2

∑
s

uβ(p⃗1)
(
/p1 − /p4

)
βγ
uγ(p⃗3)×

× uδ(p⃗3)
(
/p1 − /p4

)
δλ
uλ(p⃗1)

g4

2u2
Tr
{
/p3(/p1 − /p4)/p1(/p1 − /p4)

}
(2.6.70)

=
2g4

u2

[(
p3(p1 − p4)

)(
p1(p1 − p4)

)
−

− (p3p1)(p1 − p4)(p1 − p4)+

+
(
p3(p1 − p4)

)(
(p1 − p4)p1

)]
(2.6.71)

usiamo p1 − p4 = p3 − p2

=
2g4

u2

[
2(−p2p3)(−p1p4)− (p1p3)(−2p1p4)

]
(2.6.72)

=
4g4

u2

[
u2

4
+
tu

4

]
(2.6.73)

=
g4

u
(u+ t) (2.6.74)

= −g4 s
u
. (2.6.75)
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Il termine misto risulta:

1

2

∑
M†

sMu =
g4

2su

∑
s

u(p⃗1)
(
/p1 + /p2

)
u(p⃗3)×

× u(p⃗3)
(
/p1 − /p4

)
u(p⃗1) (2.6.76)

=
g4

2su

∑
s

Tr
{
/p3(/p1 − /p4)/p1(/p1 + /p2)

}
(2.6.77)

usiamo la conservazione del quadri-impulso

=
2g4

su

[(
p3(p3 − p2)

)(
p1(p1 + p2)

)
−

− (p1p3)(p1 − p4)(p1 + p2)+

+
(
p3(p3 + p4)

)(
(p1 − p4)p1

)]
(2.6.78)

=
2g4

su

[
− (p2p3)(p1p2)− (p1p3)

(
p1 (p2 − p4)

=p3−p1

−

− p2p4
)
+ (p3p4)(−p1p4)

]
(2.6.79)

=
2g4

su

[
− (p2p3)(p1p2)− (p1p3)

(
(p1p3)− (p2p4)

)
+

+ (p3p4)(−p1p4)
]

(2.6.80)

=
g4

2su

[
us− (−t)

(
− t− (−t)

)
+ s(+u)

]
(2.6.81)

= g4. (2.6.82)

Dunque per il processo studiato abbiamo:

1

4

∑
s

| ⟨out|in⟩ |2 = 1

4

∑
s

|Ms +Mu|2 (2.6.83)

= −g4
(u
s
+
s

u
− 2
)
. (2.6.84)

2.7 Sezione d’urto

Noi fin’ora il massimo che abbiamo calcolato è stata l’ampiezza |M|2, ma
possiamo effettivamente collegarla con qualcosa di misurabile. Quello che ci
interessa è, ripassando anche alcuni concetti di Relatività Speciale, capire



116 CAPITOLO 2. Il campo spinoriale

come scrivere la sezione d’urto per un processo che partendo con 2 particelle
nello stato iniziale, porti a potenzialmente n particelle finali (a seconda delle
interazioni che avvengono).

A noi, per motivi sperimentali, ci interessano i casi in cui le particelle non
sono polarizzate. Per il calcolo della sezione d’urto non polarizzata dobbiamo
considerare il fatto che:

• Nello stato iniziale si ha una sovrapposizione di tutte le polarizzazioni
possibili, quindi bisogna mediare sulle polarizzazioni iniziali.

• Nello stato finale dobbiamo considerare tutti i possibili risultati, quindi
dobbiamo sommare sulle polarizzazioni finali.

Sappiamo che ogni fermione e ogni fotone ha 2 possibili stati di polarizzazio-
ne, dunque se abbiamo n fermioni ed m fotoni nello stato iniziale, dobbiamo
considerare:

|M|2 = 1

2n+m

∑
spin

|M |2 (2.7.1)

in cui ricordiamo che l’elemento di matrice S ridotta (ovvero M) si ricava
dalla funzione di Green amputata:

G̃A =M · (2π)4 δ4(Σpin − Σpout). (2.7.2)

2.7.1 Ripasso di Relatività Speciale

Consideriamo uno stato iniziale con due particelle con quadri-impusi kµi .
Ovviamente possiamo scegliere il sistema di riferimento che più ci piace e le
due scelte più comode sono il sistema di riferimento del laboratorio, in cui il
bersaglio è fisso:

k⃗2 = 0 (2.7.3)

e il sistema di riferimento del centro di massa, in cui c.m. non si muove, e
dunque in cui abbiamo:

k⃗1 + k⃗2 = 0 (2.7.4)

quindi:
|⃗k1| = |⃗k2| = |⃗k| (2.7.5)

siamo sempre liberi di imporre che:

k⃗1 = |⃗k| ẑ , k⃗2 = −|⃗k| ẑ. (2.7.6)

Possiamo vedere come k⃗1 e k⃗2, grazie alla scelta del sistema di riferimen-
to, siano legati e come ciò ci permetta di descrivere lo stato iniziale utiliz-
zando una sola variabile. Vogliamo riscrivere |⃗k| in funzione delle masse e
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dell’energia del centro di massa; vediamo:

s = (k1 + k2)
2 (2.7.7)

= (E1 + E2)
2 − (k⃗1 + k⃗2)

2 (2.7.8)

= (E1 + E2)
2 (2.7.9)

= E2
1 + E2

2 + 2E1E2 (2.7.10)

= (|⃗k|2 +m2
1) + (|⃗k|2 +m2

2) + 2

√
(|⃗k|2 +m2

1)(|⃗k|2 +m2
2) (2.7.11)

=⇒
[
s− 2|⃗k|2 − (m2

1 +m2
1)
]2

= 4(|⃗k|2 +m2
1)(|⃗k|2 +m2

2) (2.7.12)

=⇒ s2 + (m2
1 +m2

2)
2 − 4s|⃗k|2 − 2s(m2

1 +m2
2) = 4m2

1m
2
2 (2.7.13)

dunque abbiamo:

|⃗k1|cm = |⃗k| = 1√
s

√
s2 − 2s(m2

1 +m2
2) + (m2

1 −m2
2)

2. (2.7.14)

Se anche nello stato finale abbiamo due particelle (m3,m4), allora otte-
niamo un espressione analoga se rifacciamo gli stessi passaggi e utilizziamo
la conservazione del quadri-impuso totale:

0 = k⃗3 + k⃗4 (2.7.15)

ovvero, troviamo:

|⃗k3|cm =
1√
s

√
s2 − 2s(m2

3 +m2
4) + (m2

3 −m2
4)

2. (2.7.16)

Inoltre, ricordiamo che:
s = E2

cm. (2.7.17)

Nel sistema di riferimento del laboratorio abbiamo k⃗2 = 0 (bersaglio
fisso), dunque possiamo anche scrivere:

s = (E1 + E2)
2 − (k⃗1 + k⃗2)

2 (2.7.18)

= (E1 +m2)
2 − |⃗k1|2 (2.7.19)

= E2
1 + 2E1m2 +m2

2 − |⃗k1|2 (2.7.20)

= (|⃗k1|2 +m2
1) + 2m2

√
|⃗k1|2 +m2

1 +m2
2 − |⃗k1|2 (2.7.21)

= m2
1 +m2

2 + 2m2

√
|⃗k1|2 +m2

1 (2.7.22)

=⇒ s2 + (m2
1 +m2

2)
2 − 2s(m2

1 +m2
2) = 4m2

2 |⃗k1|2 + 4m2
2m

2
1 (2.7.23)
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duqnue abbiamo:

|⃗k1|lab =
1

2m2

√
s2 − 2s(m2

1 +m2
2) + (m2

1 −m2
2)

2. (2.7.24)

Abbiamo quindi capito che possiamo passare dal sistema di riferimento del
centro di massa a quello del lab (e viceversa) usando:

m2 |⃗k1|lab = Ecm |⃗k1|cm. (2.7.25)

Però non abbiamo ancora considerato il fatto che in un urto abbiamo
a nostra disposizione anche l’angolo di diffusione θ, il quale è legato alla
variabile t (oppure u, in base a come ci piace scriverla utilizzando la relazione
tra le variabili di Mandelstam e il legame tra s e l’energia del centro di
massa). Infatti, anche se fissiamo una direzione privilegiata lungo cui si
muovono le particelle iniziali, quelle finali non hanno vincoli, e generalmente
la loro direzione di moto è deviata di un’angolo θ rispetto quella iniziale.
Vediamo:

t = (k1 − k3)2 (2.7.26)

= (E1 − E3)
2 − (k⃗1 − k⃗3)2 (2.7.27)

= E2
1 + E2

3 − 2E1E3 − k⃗21 − k⃗23 + 2k⃗1 · k⃗3 (2.7.28)

= m2
1 +m2

3 − 2E1E3 + 2|⃗k1||⃗k3| cos θ (2.7.29)

a questo punto potremmo riscrivere |⃗k1,2| utilizzando s e quindi legare θ con
s e t.

Questo ci interessava vederlo poiché capiamo che tutta la cinematica è
racchiusa in s e t.

2.7.2 Sezione d’urto in QFT

Ora torniamo a parlare della QFT e consideriamo processi:

2 −→ n. (2.7.30)

Per comodità assumiamo che le particelle siano confinate in una scatola di
volume V e che il processo di scattering avvenga in un tempo T (quindi il
volume nello spazio delle fasi è V T ). La probabilità che il processo avvenga
è:

P =
| ⟨out|in⟩ |2

⟨in|in⟩ ⟨out|out⟩ (2.7.31)

in cui, come abbiamo già imparato, abbiamo gli stati in ed out e l’ampiezza:

⟨out|in⟩ = (2π)4 δ4(kin − kout)M (2.7.32)
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dove utilizziamo una notazione abbreviata:

kin − kout = k1 + k2 −
n∑
i=1

k′i (2.7.33)

con k′ i momenti dello stato finale. Abbiamo anche:

| ⟨out|in⟩ |2 = |M|2
[
(2π)4 δ4(kin − kout)

]2 (2.7.34)

= |M|2 (2π)4 δ4(kin − kout) (2π)4 δ4(kin − kout) (2.7.35)

= |M|2 (2π)4 δ4(kin − kout) (2π)4 δ4(0) (2.7.36)

= |M|2 (2π)4 δ4(kin − kout)V T (2.7.37)

in cui abbiamo usato:

(2π)4 δ4(0) =

∫
d4x = V T (2.7.38)

è il volume di Minkowski (volume spaziale per volume temporale)10.
Nota che in (2.7.31) abbiamo anche diviso per la normalizzazione degli

stati visto che non li avevamo normalizzati prima. Infatti possiamo vedere
che gli stati a singola particella (poiché abbiamo imparato che a tempi molto
lontani nel passato e nel futuro gli stati in e out sono di singola particella)
sono normalizzati come segue:〈

k⃗
∣∣∣⃗k′〉 = 2Ekδ

3(k⃗ − k⃗′) (2.7.41)

= δ4(k − k′)θ(k0) (2.7.42)

in cui siamo stati attenti a mettere delle normalizzazioni Lorentz invarianti.
Se prendiamo stati con stesso impulso:〈

k⃗
∣∣∣⃗k〉 = 2Ekδ

3(0) (2.7.43)

= 2Ek V (2.7.44)

10Infatti in MQ, in 1 dimensione, avevamo imposto:

〈
p
∣∣p′〉 = δ(p− p′) =

∫
dx ⟨p|x⟩

〈
x
∣∣p′〉 = ∫ dx

(2π)
e−i(p−p′)x (2.7.39)

in cui avevamo usato ⟨x|p⟩ = 1√
2π
e−ipx. Dunque se noi prendiamo p = p′, allora vediamo

bene cos’è δ(0):

δ(0) =

∫
dx

2π
e−i(0)x =

L

2π
. (2.7.40)

In 4 dimensioni δ4(0) è il volume della scatola (dello spazio) in cui è confinato il sistema
per il tempo T .
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dove V è sempre il volume. Dunque abbiamo che (considerando le due
particelle iniziali e le n finali):

⟨in|in⟩ = 4E1E2 V
2 (2.7.45)

⟨out|out⟩ =
n∏
j=1

2E′
j V (2.7.46)

in cui n è il numero di particelle dello stato finale. Pertanto la probabilità
(2.7.31) diventa:

P =
|M|2 (2π)4 δ4(kin − kout)V T

4E1E2V 2
∏n
j=1 2E

′
j V

(2.7.47)

ma noi sappiamo che la sezione d’urto è la probabilità che un certo evento
avvenga, nell’unità di tempo:

P

T
= |M|2 (2π)4 δ4(kin − kout)

4E1E2 V
∏n
j=1 2E

′
j V

(2.7.48)

però non abbiamo ancora finito.
Nella pratica (2.7.48) non è utilizzabile esattamente, poiché non si può

misurare il valore esatto dell’impulso, ma la sovrapposizione entro un piccolo
range, quindi per ogni tri-impulso finale dobbiamo sommare su un piccolo
range. Tuttavia le particelle sono confinate nella scatola (V = L3), quindi
hanno momento quantizzato in funzione della lunghezza (volume); in 1D
abbiamo:

k⃗′j =
2π

L
n⃗j (2.7.49)

in cui n è un valore intero; e inoltre assumiamo condizioni di bordo periodi-
che, ma questo non impatta sul risultato finale.

Nel caso 3D, nel limite continuo abbiamo:∑
n⃗j

−→ V

(2π)3

∫
d3k′j (2.7.50)

cioé dobbiamo moltiplicare (2.7.48) per:

n∏
j=1

d3nj =
n∏
j=1

V

(2π)3
d3k′j . (2.7.51)

notando che P/T moltiplicato per d3nj ci da la probabilità di misurare n
particelle finali, ciascuna con numero quantico compreso nj ed nj + dnj ,
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corrispondente a kj . Dunque abbiamo:

P

T
= |M|2 (2π)4 δ4(kin − kout)

4E1E2 V
∏n
j=1 2E

′
j V

n∏
j=1

V

(2π)3
d3k′j (2.7.52)

= |M|2 (2π)
4 δ4(kin − kout)
4E1E2 V

n∏
j=1

d3k′j
(2π)3 2E′

j

(2.7.53)

e possiamo osservare che l’ultimo termine ci rende felici poiché è la misura
invariante di Lorentz11 (per ogni particella finale):

d̃3k′j =
d3k′j

(2π)3 2E′
j

. (2.7.56)

Quello che ci rimane da fare, per ottenere la vera sezione d’urto, è dividere
per il flusso delle particelle iniziali. Se ci mettiamo nel sistema del laboratorio
abbiamo solo k⃗1 ̸= 0 e il flusso, visto che abbiamo solo una particella in
movimento, sarà dato semplicemente dalla densità (1 particella in una scatola
di volume V ) della particella moltiplicata per il modulo della sua velocità:

flusso =
1

V
|v⃗| = 1

V

|⃗k1|lab
E1

(2.7.57)

dunque abbiamo:

dσlab = |M|2
(2π)4 δ4(kin − kout)

4E1E2 V

n∏
j=1

d̃3k′j
E1V

|⃗k1|lab
(2.7.58)

che possiamo semplificare se scriviamo il mass-shell per la particella bersaglio
E2 = m2 (p⃗2 = 0):

dσlab = |M|2
(2π)4 δ4(kin − kout)

4m2 |⃗k1|lab

n∏
j=1

d̃3k′j (2.7.59)

ma potremmo ancora semplificarla se ci ricordiamo come collegare |⃗k1| nel
sistema di riferimento del laboratorio e del centro di massa (2.7.25):

dσcm = |M|2 (2π)
4 δ4(kin − kout)

4
√
s |⃗k1|cmm2

n∏
j=1

d̃3k′j . (2.7.60)

11Si potrebbe definire per brevità la misura Lorentz-invariante ad n corpi nello spazio
delle fasi, detta LIPS di n:

d3Π′
n(kin) = (2π)4 δ4

(
kin −

n∑
i=1

k′j

)
n∏

j=1

d3k̃′j (2.7.54)

= (2π)4 δ4
(
kin −

n∑
i=1

k′j

)
n∏

j=1

d3k′j
(2π)3 2E′

j

. (2.7.55)
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Possiamo notare però che quest’ultima scrittura non è genericamente Lorentz
invariante.

Notiamo che per ottenere la sezione d’urto totale dovremo integrare su
tutti i momenti delle particelle finali.

2.7.3 Urto con 2 particelle finali

Possiamo vedere come le cose si semplificano notevolmente, oltre a diventare
Lorentz invariante (nel sistema di riferimento del c.m.), se guardiamo il caso
specifico in cui abbiamo un processo:

2 −→ 2. (2.7.61)

Studiamo dunque un urto con 2 particelle nello stato iniziale e 2 nel finale,
come raffigurato in figura 2.7.64, dunque una sezione d’urto:

dσcm = |M|2 (2π)
4 δ4(kin − kout)

4
√
s |⃗k1|cmm2

d3k′1d
3k′2 (2.7.62)

=
|M|2

4Ecm |⃗k1|
d3Π′

2(kin). (2.7.63)

k1 = (E, kẑ)

k2 = (E,−kẑ)

k3 = (E, k⃗)

k4 = (E,−k⃗)

θ (2.7.64)

Nel sistema di riferimento del centro di massa abbiamo:

k⃗in = k⃗1 + k⃗2 = 0 (2.7.65)
Ein = E1 + E2 = Ecm =

√
s. (2.7.66)

Possiamo calcolare la misura di Lorentz LIPS a 2 corpi:

d3Π′
2(kin) = (2π)4 δ4(k1 + k2 − k′1 − k′2)

d3k′1
(2π)3 2E′

1

d3k′2
(2π)3 2E′

2

(2.7.67)

=
1

4(2π)2E′
1E

′
2

δ(Ecm − E′
1 − E′

2) δ
3(k⃗1 + k⃗2 − k⃗′1 − k⃗′2) dk′1 dk′2

(2.7.68)

=
1

4(2π)2E′
1E

′
2

δ(
√
s− E′

1 − E′
2) δ

3(k⃗′1 + k⃗′2) dk
′
1 dk

′
2 (2.7.69)
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ora la δ3 elimina uno dei due integrali ponendo k⃗′2 = −k⃗′1:

d3Π′
2(kin) =

1

4(2π)2E′
1E

′
2

δ(
√
s− E′

1 − E′
2) dk

′
1 (2.7.70)

possiamo ricordarci che le energie finali sono funzioni del modulo |⃗k′1| e se
passiamo in coordinate sferiche abbiamo:

d3Π′
2(kin) =

1

4(2π)2E′
1(k)E

′
2(k)

δ(
√
s− E′

1(k)− E′
2(k)) k

2 dΩdk (2.7.71)

in cui abbiamo posto:

k = |⃗k′1| , E′
i(k) =

√
k2 +m2

i . (2.7.72)

Osserviamo che possiamo utilizzare la δ per fare l’integrale sul dk, ricordan-
doci però della proprietà:

δ(f(x)) =
∑
x0

δ(x− x0)
|f ′(x0)|

(2.7.73)

dove x0 sono gli zeri di f(x). Noi dentro la δ abbiamo f(k) =
√
s−E′

1(k)−
E′

2(k), dunque vediamo che (lasciando perdere i segni meno poiché tanto
prenderemo il modulo):

∂kf(k) = ∂kE
′
1(k) + ∂kE

′
2(k) (2.7.74)

=
k√

k2 +m2
1

+
k√

k2 +m2
2

(2.7.75)

= k

(
1

E′
1(k)

+
1

E′
2(k)

)
(2.7.76)

= k
E′

1 + E′
2

E′
1E

′
2

(2.7.77)

=
k Ecm
E′

1E
′
2

(2.7.78)

=
k
√
s

E′
1E

′
2

(2.7.79)

e dunque f(k) = 0 per:
k = |⃗k′1|. (2.7.80)

Abbiamo la (2.7.71) che diventa:

d3Π′
2(kin) =

|⃗k′1|
4 (2π)2Ecm

dΩ (2.7.81)
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perciò sostituendo dentro l’espressione per la sezione d’urto differenziale
(2.7.63):

dσ

dΩ

∣∣∣
cm

=
|M|2

64π2E2
cm

|⃗k′1|
|⃗k1|

. (2.7.82)

Però non abbiamo finito la nostra missione. Infatti, avendo un moto su un
piano, vale:

dΩ = 2π d(cos θ) (2.7.83)

e θ angolo di scattering. La sezione d’urto integrata è:

σcm =
1

32π E2
cm

|⃗k′1|
|⃗k1|

∫ +1

−1
d(cos θ) |M(cos θ)|2. (2.7.84)

Notiamo che ad alte energie |⃗k1| e |⃗k2| differendo solamente per la massa,
(ad alte energie s→∞) si ha:

|⃗k′1|
|⃗k1|
→ 1. (2.7.85)

Volendo possiamo esprimere tutto in funzione delle variabili di Mandel-
stam, ricordando che da (2.4.15) vale:

s = E2
cm (2.7.86)

e che:
dt = 2|⃗k1||⃗k′1| d(cos θ) (2.7.87)

infatti facendo il cambio di variabili:

θ −→ t = m2
1 +m2

3 − 2E1E3 + 2|⃗k1||⃗k′1| cos θ (2.7.88)

abbiamo:
dΩ = 2π

dt

2|⃗k1||⃗k′1|
(2.7.89)

e la sezione d’urto differenziale diventa:

dσ

dt
=

|M|2
64π s |⃗k1|2

(2.7.90)

che è indipendente dal sistema di riferimento scelto. La sezione d’urto
integrata ora è:

σ =
1

64π s |⃗k1|2

∫ t+

t−
dt |M(s, t)|2 (2.7.91)

in cui abbiamo indicato:

t± = m2
1 +m2

3 − 2E1E3 ± 2|p⃗1| |p⃗3|. (2.7.92)
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Osseviamo che se mi = m ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, allora nel sistema di riferi-
mento del centro di massa abbiamo:

E1 = E2 , E′
1 = E′

2 (2.7.93)

e anche:
s = (2E1)

2 = (2E′
1)

2 (2.7.94)

il che implica:
E1 = E′

1 =⇒ |⃗k1| = |⃗k′1| (2.7.95)

pertanto la sezione d’urto si riduce a:

σ =
1

32π E2
cm

∫ +1

−1
d(cos θ) |M(cos θ)|2. (2.7.96)

2.7.4 Probabilità di decadimento

Noi non lo dimostreremo, ma con (circa) le stesse manipolazioni fatte per σ
e lo stesso formalismo, vale anche la relazione per un decadimento:

dΓ =
1

32π2s
|⃗k′1| |M|2 dΩ (2.7.97)

che ci fornisce il rateo di decadimento di 1 particella in 2 particelle.

2.7.5 Urto con 3 particelle finali (cenni)

Non visto a lezione.

Studiamo un urto con 2 particelle nello stato iniziale e 3 nel finale, dunque
con sezione d’urto:

dσcm =
|M|2

4Ecm |⃗k1|
d3Π′

3(kin). (2.7.98)

Nel sistema di riferimento del centro di massa abbiamo:

k⃗in = k⃗1 + k⃗2 = 0 , Ein = E1 + E2 = Ecm. (2.7.99)

La misura Lorentz invariante è:

Π′
3(kin) = (2π)4 δ4(k1 + k2 − k′1 − k′2 − k′3)

d3k′1
(2π)3 2E′

1

d3k′2
(2π)3 2E′

2

d3k′3
(2π)3 2E′

3

(2.7.100)

=
1

4 (2π)5E′
1E

′
2E

′
3

δ(Ecm − E′
1 − E′

2 − E′
3) d

3k′1 d
3k′2 (2.7.101)
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in cui abbiamo:

E′
1 =

√
(k⃗′1)

2 +m2
1 (2.7.102)

E′
2 =

√
(k⃗′2)

2 +m2
2 (2.7.103)

E′
3 =

√
(k⃗′1 + k⃗′2)

2 +m2
3 (2.7.104)

e possiamo ancora utilizzare la δ sull’energia per togliere ancora un integrale
sul modulo, come fatto per il caso a 2 corpi, ma ora ce ne resta ancora uno
di mezzo.



Capitolo 3

Il campo vettoriale

Vediamo in questo capitolo, l’ultimo tipo di campo che ci manca da trattare,
ovvero i campi vettoriali. Vedremo che non è un processo di quantizzazione
che scorre liscio come per i campi scalari e spinoriali poiché abbiamo delle
complicazioni aggiuntive. Infatti, in generale, non è possibile costruire una
teoria per il fotone, che sappiamo dalla fisica classica avere solo due polariz-
zazioni fisiche, in una forma manifestamente Lorentz covariante. Per riuscire
a quantizzare il fotone dobbiamo aggiungere delle rindondanze nella teoria,
le invarianze di gauge, in modo da poter quantizzare.

Il punto è che l’invarianza di gauge ci permette di scrivere una teoria
quantistica e relativistica del fotone, ma al prezzo di riempircerla di roba che
non ci serve. Però se noi facciamo le cose tutte per bene queste rindondanze
si devono disaccoppiare, lasciando solamente le informazioni sulle quantità
fisiche.

Noi al corso di introduzione abbiamo già visto un primo modo di quan-
tizzare la teoria del fotone, facendo sostanzialmente gauge fixing, ma con
un procedimento per cui perdiamo la covarianza di Lorentz. Un secondo
modo, che è l’obiettivo del capitolo, è mantenere a tutti i costi la covarianza
di Lorentz, ma al prezzo di ottenere degli stati a norma negativa, che però
non ci disturbano troppo poiché si riescono comunque a disaccoppiare dalle
informazioni fisiche.

Un terzo modo è tramite i path integral, ma lo vedremo nel prossimo
capitolo.

3.1 Derivata covariante e cinetica dei fotoni

Ripartiamo dal considerare:

L = ψ(i/∂ −m)ψ (3.1.1)

127
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che è invariante per trasformazioni di Poincaré e per trasformazioni di fase
globale, la cui corrente di Noether è:

jµ = αψγµψ (3.1.2)

che si vede facilmente essere conservata se i campi risolvono le equazioni del
moto:

∂µj
µ = α∂µψγ

µψ + αψγµ∂µψ = 0. (3.1.3)

Se però studiamo una trasformazione di fase locale, ovvero α = α(x), la
lagrangiana così com’è non è invariante, ma è proprio a questo proposito che
introduciamo la derivata covariante /D. Possiamo chiaramente vedere che se
facciamo una trasformazione locale abbiamo la lagrangiana che trasforma
come:

L −→ L+ ∂µαψγ
µψ (3.1.4)

=L+ ∂µα j
µ (3.1.5)

dunque, introducendo un pezzo, che si accoppia alla corrente conservata,
possiamo rendere L invariante per trasformazioni locali. Poniamo:

L = ψ(i/∂ −m)ψ + eAµj
µ (3.1.6)

e vediamo:

L −→ L′ = ψ(i/∂ −m)ψ + ∂µαψγ
µψ + eA′

µψγ
µψ (3.1.7)

e affinché L = L′ dobbiamo avere:

A′
µ +

1

e
∂µα = Aµ. (3.1.8)

Dunque, per avere la lagrangiana (3.1.6) invariante per trasformazioni di fase
locale, il campo di gauge che accoppiamo con la corrente di Noether, deve
trasformare simultaneamente ai campi come:

A′
µ = Aµ −

1

e
∂µα. (3.1.9)

La lagrangiana (3.1.6) la possiamo riscrivere come:

L = ψ(i /D −m)ψ (3.1.10)

in cui definiamo:
Dµ = ∂µ + ieAµ(x) (3.1.11)

che chiamiamo derivata covariante. Nota che, sotto trasformazioni locali,
vale:

/Dψ′ = eiα(x) /Dψ (3.1.12)



3.1. Derivata covariante e cinetica dei fotoni 129

poiché si può dimostrare che:

Dµ −→ e−iα(x)Dµeiα(x). (3.1.13)

Però la lagrangiana (3.1.10) ci sta dicendo che la dinamica del sistema
ce la da’ solamente ψ e non il campo Aµ. A noi piacerebbe rendere dina-
mico il campo Aµ; dunque, dobbiamo introdurre un termine cinetico per
Aµ, che però deve mantenere sia l’invarianza di Lorentz, sia quella di fase
locale, dunque quella di gauge, ed essere quadratica nelle derivate. Il termi-
ne cinetico che cerchiamo si costruisce (in generale e non solo per la teoria
elettromagnetica) con il tensore degli sforzi (o di curvatura) a partire dal
commutatore:

[Dµ,Dν ] f = [∂µ + ieAµ, ∂ν + ieAν ] f (3.1.14)
= (∂µ + ieAµ)(∂ν + ieAν) f − (∂ν + ieAν)(∂µ + ieAµ) f

(3.1.15)

= ie [∂µ(Aν f) +Aµ ∂ν f − ∂ν(Aµ f)−Aν ∂µ f ] (3.1.16)
= ie(∂µAν − ∂ν Aµ) f (3.1.17)
= ieFµν f. (3.1.18)

Costruiamo dunque:
Fµν = ∂µAν − ∂ν Aµ (3.1.19)

che a partire dalla trasformazione (3.1.13) possiamo dimostrare valere:

Fµν −→ e−iα(x)Fµνeiα(x) = Fµν (3.1.20)

dunque che Fµν è invariante per trasformazioni di fase locale; infatti avevamo
già visto, a partire dalla sua definizione, che esso è invariante per trasforma-
zioni di gauge. Questo tipo di teorie si chiamano teorie abeliane, poiché
possiamo fare una trasformazione di Aµ con parametro α e poi uno con pa-
rametro β e otteniamo lo stesso risultato che otterremmo se facessimo prima
una trasformazione con β e poi con α. Purtroppo, come ci renderemo conto
tra poche sezioni, le teorie abeliane in fisica non sono sufficienti.

Possiamo ora scrivere la lagrangiana dinamica (con il termine cinetico):

L = ψ(i /D −m)ψ − 1

4
Fµν F

µν (3.1.21)

che è la lagrangiana dell’Elettrodinamica quantistica.

Ricordando la definizione di tensore elettromagnetico notiamo che abbia-
mo:

Fµν Fµν = (∂µAν − ∂ν Aµ) (∂µAν − ∂ν Aµ) (3.1.22)
= 2(∂µAν − ∂ν Aµ) ∂µAν (3.1.23)
= 2Fµν∂µAν (3.1.24)
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e studiando le equazioni del moto con la lagrangiana (3.1.21) vediamo:

∂L
∂Aµ

=⇒ ∂ν F
µν = ψ γµ ψ = ejµ (3.1.25)

che non sono altro che le due equazioni di Maxwell non omogenee. In più
l’equazione per i campi ψ (equazione di Dirac) diventa:

(i/∂ −m)ψ = eAµγ
µψ (3.1.26)

che ci dice che il campo ψ non è più libero, ma ci sono delle sorgenti.

Inoltre, valgono quelle che vengono chiamate identità di Bianchi :

∂µ Fρσ + ∂σ Fµρ + ∂ρ Fσµ = 0 (3.1.27)

scrivibili anche come:
ελµνρ ∂

µ F νρ = 0 (3.1.28)

e che possono essere derivate dalle identità di Jacobi:∑
#σ

[A, [B,C]] = 0 (3.1.29)

applicate alle derivate covarianti. Infatti, ricordando che:

[Dρ, Dν ] = iFρν (3.1.30)

applichate nelle identità di Jacobi, che sono:

[Dµ, [Dν , Dρ]] + [Dρ, [Dµ, Dν ]] + [Dν , [Dρ, Dµ]] = 0 (3.1.31)

e otteniamo: ∑
#σ

[Dµ, Fρν ] = 0 (3.1.32)

da cui ricaviamo le identità (3.1.27).
L’identità di Bianchi ci sono particolarmente utili perché ci permettono

di ottenere le altre due equazioni di Maxwell, quelle omogenee, che (3.1.21)
non ci dava.

3.2 Soluzione per la teoria di Maxwell

Studiamo la teoria del fotone, ovvero prendiamo la lagrangiana:

L = −1

4
Fµν F

µν (3.2.1)

= −1

4
(∂µAν − ∂ν Aµ) (∂µAν − ∂ν Aµ) (3.2.2)

= −1

2
(∂µAν − ∂ν Aµ) ∂µAν (3.2.3)
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in cui Aµ è un campo libero. Infatti, vediamo che Fµν contiene solo termini
lineari nei campi e nelle derivate, dunque (3.2.1) è quadratica nelle derivate
di Aµ, e noi abbiamo imparato bene che lagrangiane di questo tipo sono ap-
partenenti a teorie libere. Teorie interagenti contengono termini che sono di
ordine superiore al secondo nei campi, dunque confermiamo ancora che la la-
grangiana (3.2.1) ci fornisce una teoria di fotoni liberi, che non interagiscono,
nemmeno con se stessi.

Possiamo vedere che abbiamo:

πµ =
∂L

∂(∂0Aµ)
= −Fµ0 (3.2.4)

e dunque che π0 = 0, il che è incompatibile con la richiesta per il commutatore
tra Aµ e π che imponiamo essere:

[Aµ(t, x⃗), πν(t, y⃗)] = −i ηµν δ(x⃗− y⃗). (3.2.5)

Le componenti 00 di (3.2.5) sono ben definite. Cominciamo a sospettare che
costruire una teoria quantistica e relativistica per il fotone sia più delicato
del previsto, e questo ce lo confermerà anche la costruzione del propagatore.

Però il problema di (3.2.5) è risolvibile poiché potremmo comunque riu-
scire ad usare la quantizzazione canonica modificando la lagrangiana, e ag-
giungendo un termine di gauge fixing. Lo vediamo nella prossima sezione.

3.2.1 Propagatore per il campo di Maxwell

Noi però cerchiamo di dimenticarci del fatto che dobbiamo aggiungere un
pezzo alla lagrangiana per poter utilizzare la quantizzazione canonica, e pro-
viamo a costruire un propagatore per la teoria di Maxwell. Vedremo che
giungeremo alla stessa conclusione. Scriviamo l’equazione del moto:

∂µF
µν = ∂µ(∂

µAν − ∂νAµ) (3.2.6)
= (2Aν − ∂ν∂µAµ) (3.2.7)
= (2ηνρ − ∂ν∂ρ)Aρ = 0 (3.2.8)

e otteniamo qualcosa di una forma che ricorda Klein-Gordon. Sappiamo che i
propagatori sono funzioni di Green dell’equazione del moto. Infatti avevamo
per la teoria scalare:

(2+m2)G(x, y) = iδ4(x− y) (3.2.9)

e G(x, y) è l’operatore inverso dell’operatore cinetico e, a seconda di come
aggiriamo le singolarità sul cammino di integrazione, noi siamo in grado di
costruirci le funzioni di Green avanzate, ritardate o i propagatori di Feynman.
Noi sappiamo che gli operatori sono sempre delicati da invertire. Nel nostro
caso abbiamo:

(2ηνρ − ∂ν∂ρ)Gρσ(x) = iδνσδ
(n)(x) (3.2.10)
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che possiamo provare a risolvere nel solito modo andando nello spazio di
Fourier; ovvero possiamo scrivere:

Gρσ(x) =

∫
d4k

(2π)4
G̃ρσ(k) e

−ikx (3.2.11)

δ4(x) =

∫
d4k

(2π)4
e−ikx (3.2.12)

che messe nella definizione di funzione di Green ci danno:

(−k2ηνρ + kνkρ)G̃ρσ(k) = iδνσ (3.2.13)(
ηνρ − kνkρ

k2

)
G̃ρσ(k) = −i

δνσ
k2

(3.2.14)

dobbiamo dunque studiare la matrice che c’è davanti alla G̃(k) per poterla
invertire. Consideriamo:

P νρ = δνρ −
kν kρ
k2

(3.2.15)

che è l’operatore che vogliamo invertire. Vediamo le sue proprietà. Possiamo
notare che tale operatore è un proiettore:

P νρP
ρ
σ =

(
δνρ −

kν kρ
k2

)(
δρσ −

kρ kσ
k2

)
(3.2.16)

= δνσ −
kνkσ
k2
− kνkσ

k2
+
kνkρkρkσ

k4
(3.2.17)

= δνσ −
kνkσ
k2
− kνkσ

k2
+
kνkσ
k2

(3.2.18)

= δνσ −
kνkσ
k2

(3.2.19)

= P νσ (3.2.20)

come volevamo dimostrare. Però i proiettori hanno autovalore 1, se siamo
nello spazio in cui proiettiamo, e 0 se siamo nello spazio ortogonale. Capiamo
che tipo di autovalori ha P νρ.

Sappiamo che quando vogliamo diagonalizzare degli operatori dobbiamo
fare delle trasformazioni di similitudine:

A −→ A0 = S−1AS (3.2.21)

con A0 diagonale. Però sappiamo anche che Tr e det sono invarianti per tra-
sformazioni di similitudine. In particolare sappiamo che la traccia è ciclica,
dunque:

Tr{A0} = Tr
{
S−1AS

}
= Tr

{
SS−1A

}
= Tr{A}. (3.2.22)
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Possiamo calcolarci la traccia dell’operatore P νρ, la quale ci dirà se ci sono,
e quali, autovalori nulli:

Tr{P νρ} = 4− kνkν
k2

= 3 (3.2.23)

quindi, P νρ ha un autovettore (con conseguente autovalore) nullo1. Avendo
un autovalore nullo non possiamo invertirlo e quindi non possiamo costruire
un propagatore.

Non potendo utilizzare l’approccio canonico proviamo a modificare leg-
germente la lagrangiana della teoria e vediamo se riusciamo a migliorare la
nostra situazione. Prendiamo2:

L = −1

4
Fµν F

µν − 1

2ξ
(∂ A)2 (3.2.25)

ossia aggiungiamo un pezzo proporzionale al gauge di Lorentz. Per le equa-
zioni del moto possiamo vedere:

∂L
∂Aσ

= 0 (3.2.26)

∂L
∂(∂ρAσ)

= −1

4

∂(FµνF
µν)

∂(∂ρAσ)
− 1

2ξ

∂(∂µA
µ)2

∂(∂ρAσ)
(3.2.27)

= −1

4

∂FµνF
µν

∂Fτκ

∂Fτκ
∂(∂ρAσ)

− 1

ξ
(∂A)

∂

∂(∂ρAσ)
(ηµν∂µAν) (3.2.28)

= −Fµν − 1

ξ
(∂A)ηµν (3.2.29)

che ci porta a:

∂µF
µν +

1

ξ
∂ν(∂ A) = 0. (3.2.30)

I momenti coniugati sono:

πµ =
∂L

∂(∂0Aµ)
= −F 0µ − 1

ξ
(∂A)η0µ (3.2.31)

da cui vediamo che non si ripresenta il problema di π0 non definito poiché
ora abbiamo:

π0 = −1

ξ
(∂A). (3.2.32)

1Nota che non è troppo difficile trovare chi sia l’autovettore nullo:

P ν
ρk

ρ =

(
δνρ − kν kρ

k2

)
kρ = 0. (3.2.24)

2Potresti prendere un qualsiasi parametro λ, tanto la fisica non ne dipenderà.
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Forse ci possiamo illudere del fatto che abbiamo una teoria meno complicata
da quantizzare rispetto di quella di Maxwell. Vediamo se il termine cinetico
di (3.2.30) possiamo invertirlo e avere un propagatore. Ricordandoci:

∂µF
µν = ∂µ (∂

µAν − ∂νAµ) (3.2.33)
= 2Aν − ∂ν∂µAµ (3.2.34)

=
(
2ηνρ − ∂ν∂ρ

)
Aρ (3.2.35)

scriviamo: (
2ηνρ +

1− ξ
ξ

∂ν∂ρ
)
Aρ = 0 (3.2.36)(

2ηνρ +
1− ξ
ξ

∂ν∂ρ
)
Gρσ = iδνσδ

n(x) (3.2.37)(
−k2ηνρ − 1− ξ

ξ
kνkρ

)
G̃ρσ(k) = iδνσ (3.2.38)

a questo punto potremmo rifare gli stessi conti visti in precedenza e confer-
mare il fatto che ora il termine cinetico è invertibile, non abbiamo più un
proiettore e vale P νρkρ = 1

ξk
ν .

L’unica struttura possibile, visto che G̃ρσ(k) è un tensore di rango 2 e
non abbiamo molti tensori di rango 2 da poter utilizzare (abbiamo la metrica
e quadrivettori), affinché sia rispettata (3.2.38), è:

G̃ρσ(k) = a(k2)ηρσ + b(k2)kρkσ (3.2.39)

in cui a e b sono funzioni scalari, dunque per forza funzioni di k2. Possia-
mo imporre che questa scrittura di G̃ sia l’inverso dell’operatore cinetico,
sostituirla in (3.2.38) e risolvere per a(k2) e b(k2):(

−k2ηµρ − 1− ξ
ξ

kµkρ
)(

a(k2)ηρσ + b(k2)kρkσ
)
= iδµσ (3.2.40)

−k2aδµσ − k2bkµkσ −
1− ξ
ξ

akµkσ −
1− ξ
ξ

bk2kµkσ = iδµσ (3.2.41)

[
−k2a(k2)− i

]
δµσ +

[
−k2b− 1− ξ

ξ
(a+ bk2)

]
kµkσ = 0 (3.2.42)

[
−k2a(k2)− i

]
δµσ +

[
−1

ξ
k2b− 1− ξ

ξ
a

]
kµkσ = 0 (3.2.43)

dunque, abbiamo due condizioni affinché sia rispettata l’equazione. Ricorda
che tensori diversi non li possiamo mischiare. Troviamo:

− k2a = i =⇒ a(k) = − i

k2
(3.2.44)

− 1

ξ
bk2 − 1− ξ

ξ
a = 0 =⇒ b(k) =

(
− i

k2

)(
−1− ξ

k2

)
(3.2.45)
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quindi scriviamo il propagatore nello spazio dei momenti:

G̃ρσ = − i

k2

(
ηρσ − (1− ξ) kρ kσ

k2

)
. (3.2.46)

Tornando alle equazioni del moto:

∂µF
µν +

1

ξ
∂ν(∂A) = 0 (3.2.47)

(2Aν − ∂ν∂µAµ) +
1

ξ
∂ν(∂A) = 0 (3.2.48)

2Aν +
1− ξ
ξ

∂ν(∂A) = 0. (3.2.49)

se scegliamo, cosa lecita poiché è un parametro arbitrario, ξ = 1, allora
riotteniamo l’equazione di Klein-Gordon, per Aν e con m = 0. Questo ci
piace perché possiamo risolvere l’equazione tramite le onde piane, ma stando
attenti a conferire ad Aµ una natura quadri-vettoriale:

Aµ(x) =
3∑

λ=0

∫
d3k

(2π)3 2Ek

[
a(λ, k) ϵµ(λ, k) e

−ikx + a†(λ, k) ϵ∗µ(λ, k) e
ikx
]

(3.2.50)
in cui indichiamo con λ la polarizzazione. Nota che abbiamo Aµ reale, per cui
abbiamo messo solamente un tipo di operatore (Aµ dev’essere hermitiano).
Possiamo vedere però che dall’equazione del moto discende una caratteristica
di kµ:

2Aν = 0 =⇒ k2 = 0 (3.2.51)

ossia kν è light-like (dunque descrive un oggetto mass-less). Imponendo
(3.2.5) troviamo i commutatori:[

a(λ)(k), a(λ
′) †(k′)

]
= −ηλλ′ δ3(k⃗ − k⃗′). (3.2.52)

Abbiamo appena visto che k2 = 0, ossia di tipo luce, ma possiamo
introdurre un quadrivettore di tipo tempo:

nµnµ = 1 (3.2.53)

che ci viene comodo poiché sappiamo che un vettore di tipo tempo ed uno di
tipo luce individuano un piano in uno spazio quadridimensionale. Possiamo
scegliere i due vettori di polarizzazione:

ϵ(1)µ , ϵ(2)µ (3.2.54)

tali che siano ortogonali al piano di k ed n:

ϵ(i)µ k
µ = 0 , ϵ(i)µ n

µ = 0 , i = 1, 2 (3.2.55)
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e anche tali per cui:

ϵ(i)µ ϵ
(j)µ = −δij , i, j = 1, 2 (3.2.56)

ossia ortogonali tra loro. Prendiamo il terzo quadrivettore di polarizzazione
ϵ
(3)
µ di tipo spazio ed ϵ(0)µ ortogonale ad n:

ϵ(3)µ ϵ(3)µ = −1 , ϵ(0)µ nµ = 0. (3.2.57)

Nel caso in cui avessimo:

kµ = (k, 0, 0, k) (3.2.58)

ovvero scegliamo un sistema di riferimento parallelo ad una specifica direzio-
ne, allora una scelta dei vettori di polarizzazione potrebbe essere:

ϵ(0) =


1
0
0
0

 , ϵ(1) =


0
1
0
0

 (3.2.59)

ϵ(2) =


0
0
1
0

 , ϵ(3) =


0
0
0
1

 . (3.2.60)

Arrivati a questo punto possiamo cominciare a costruire il nostro spazio
di Fock e definire chi sono gli stati fisici.

3.2.2 Metodo di Gupta-Bleuler

Vediamo in questa sezione quella che va sotto il nome di quantizzazione di
Gupta-Bleuler, che noi aapplicheremo alla nostra teoria, ma è un processo
generale che si utilizza ogni volta che si ha bisogno di imporre un vincolo in
senso debole. Vedremo al corso di Teoria delle stringhe come questo proce-
dimento lo utilizzeremo per restringere lo spazio degli stati imponendo un
vincolo. Nel capitolo degli integrali funzionali vedremo un metodo analogo,
ma per le teorie non abeliane.

Possiamo costruire il nostro spazio di Fock di stati fisici. Vogliamo
costruire stati: ∣∣∣⃗k, λ〉 = #a(λ)†(k⃗) |0⟩ (3.2.61)

di singola particella con momento k⃗ e polarizzazione λ. Possiamo osservare
che la norma è: 〈

k⃗ ′, λ
∣∣∣⃗k, λ〉 = ⟨0| a(λ′)(k⃗ ′) a(λ) †(k⃗) |0⟩ (3.2.62)

= ⟨0|
[
a(λ

′)(k⃗ ′), a(λ) †(k⃗)
]
|0⟩ (3.2.63)

= −ηλλ′δ3(k⃗ − k⃗ ′)(2π)3 (3.2.64)
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ma se prendiamo λ = λ′ = 0, e k⃗ = k⃗ ′, allora stiamo calcolando:∣∣∣∣∣∣∣∣∣⃗k, λ〉∣∣∣∣∣∣2 < 0 (3.2.65)

ovvero, otteniamo che nella nostra teoria sono presenti degli stati, detti ghost,
a norma negativa. Notiamo però che la relazione (3.2.64) ci dice che gli stati
sono ortogonali. Il problema delle norme negative però non lo abbiamo per
tutte le polarizzazioni; infatti se prendiamo le polarizzazioni longitudinale
o trasversa abbiamo ηλλ

′
= −1 e dunque gli stati hanno norma > 0. Il

problema dei ghost sorge quando abbiamo la polarizzazione scalare, λ = 0.
Quello che non ci piace è che con norme negative dobbiamo buttare tutta

l’interpretazione della Meccanica Quantistica. Qualcuno potrebbe anche non
scandalizzarsi troppo del fatto che abbiamo trovato una teoria "malata",
poiché in realtà non stiamo facendo veramente la teoria di Maxwell, ma in
L abbiamo ancora il pezzo con ξ = 1. Nota che ponendo ξ = 0 torneremmo
all’elettromagnetismo di Maxwell.

A noi però interessa lo stesso questa teoria e ovviamente, possiamo risol-
vere il problema delle norme negative.

Noi sappiamo che dalle equazioni del moto (3.2.30), otteniamo la teoria di
Maxwell, se abbiamo ∂µAµ = 0. Il punto è che se lo imponiamo brutalmente
non risolviamo nulla poiché ritorniamo alla teoria senza propagatore. Quello
che possiamo fare è imporlo in senso debole, ossia, diamo una condizione che
ci porta a dire che in alcuni casi abbiamo ∂µAµ = 0.

Imponiamo3 che gli stati fisici sono quelli per cui:

⟨ψ| ∂ A |ψ⟩ = 0 (3.2.67)

in questo modo selezioniamo automaticamente gli stati fisici con norma de-
finita positiva. Tra tutti gli stati che abbiamo nello spazio di Fock, noi
prendiamo solo quelli fisici, per cui imponiamo in senso debole che ∂A = 0
attraverso la richiesta che il suo valor medio sia nullo.

Indaghiamo meglio quello che abbiamo appena fatto. Studiamo:

⟨ψ| ∂ A |ψ⟩ = ⟨ψ| ∂ A+ + ∂ A− |ψ⟩ (3.2.68)

in cui:

Aµ(x) =
3∑

λ=0

∫
d3k

(2π)3 2Ek

[
a(λ, k) ϵµ(λ, k) e

−ikx

A+

+ a†(λ, k) ϵ∗µ(λ, k) e
ikx

A−

]
.

(3.2.69)
3Nota che noi imponiamo una condizione sul valor medio, poiché se utilizzassimo

solamente l’azione:
∂A |ψ⟩ = 0 (3.2.66)

allora il vuoto |0⟩ non sarebbe uno stato fisico, visto che l’operatore A comincerebbe ad
agire con gli operatori a(λ)† creando qualcosa e quindi non dando un risultato nullo.
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Vediamo che (3.2.67) si traduce in4:

0 = ∂µA+
µ (x) |ψ⟩ (3.2.71)

=
3∑

λ=0

∫
d3k

(2π)3 2Ek

[
a(λ)(k) (−ikµ) · ϵ(λ)µ (k) e−ikx

]
|ψ⟩ (3.2.72)

= −i
3∑

λ=0

∫
d3k

(2π)3 2Ek

[
a(λ)(k) e−ikx

]
kµϵ(λ)µ (k) |ψ⟩ (3.2.73)

in cui notiamo avere il prodotto kµϵ(λ)µ (k) che è Lorentz invariante, per cui
possiamo calcolarcelo nel sistema di riferimento che più ci piace. Scegliamo
(3.2.58) così sappiamo che solamente le polarizzazioni λ = 0, 3 ci interessano,
poiché λ = 1, 2 sono ortogonali a kµ. Dunque nel nostro studio rimane solo
un termine:

∂µA†
µ(x) |ψ⟩ ∼ (a(0) − a(3)) |ψ⟩ = 0. (3.2.74)

nota che la condizione che abbiamo ora non ci dice nulla sulle polarizzazioni
fisiche, poiché parla solamente delle polarizzazioni scalare e longitudinale.

Ci è comodo scrivere la relazione (3.2.74) poiché con essa è più comodo
vedere quali siano gli stati fisici. In particolare (3.2.74) ci dice che dobbiamo
eccitare le polarizzazioni 0 e 3 nello stesso modo. Ad esempio, lo stato:

(a(0) − a(3))a(0)†(k⃗) |0⟩

non va bene.

Ci piacerebbe però separare gli stati fisici |ψT ⟩ ∈ H1 (le polarizza-
zione trasverse) dagli stati non fisici |ϕ⟩ ∈ H2 (polarizzazione scalare e
longitudinale). Pertanto consideriamo:

|ψ⟩ = |ψT ⟩ |ϕ⟩ (3.2.75)

e vorremmo verificare che le osservabili agiscano solo sullo spazio fisico,
ovvero solo su |ψT ⟩ ∈ H1. La condizione (3.2.74) diventa:

(a(0) − a(3)) |ϕ⟩ = 0. (3.2.76)

Utilizzando lo stesso procedimento del caso scalare, possiamo costruire l’o-
peratore numero delle polarizzazioni longitudinali e trasverse:

N03 = −
∫

d3k

(2π)3 2Ek

[
a(0) † a(0) − a(3) † a(3)

]
(3.2.77)

4O equivalentemente:
⟨ψ| ∂A− = 0. (3.2.70)
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che avrà un set di autostati |ϕn⟩:

N03 |ϕn⟩ = n |ϕn⟩ (3.2.78)

ed essendo un’operatore hermitiano, tali autostati ci forniscono una base per
il nostro spazio. Dunque possiamo scrivere:

|ϕ⟩ =
∑

cn |ϕn⟩ , |ϕ0⟩ = |0⟩ . (3.2.79)

Possiamo provare a costruire:

⟨ϕn|N03 |ϕn⟩ = −
∫

d3k

(2π)3 2Ek
⟨ϕn| a(0) † a(0) − a(3) † a(3) |ϕn⟩ (3.2.80)

a questo punto possiamo utilizzare la relazione (3.2.74)5:

∂µA+
µ (x) |ϕ⟩ ∼ (a(0) − a(3)) |ϕ⟩ = 0 =⇒ a0 |ϕn⟩ = a3 |ϕn⟩ (3.2.82)

⟨ϕ| ∂µA−
µ (x) ∼ ⟨ϕ| (a(0)† − a(3)†) = 0 =⇒ ⟨ϕn| a(0)† = ⟨ϕn| a(3)†

(3.2.83)

Il fatto che valga (3.2.82) ∀n implica che:

⟨ϕn|N03 |ϕn⟩ ∼ ⟨ϕn| a(3) † a(3) − a(0) † a(0) |ϕn⟩ (3.2.84)

= ⟨ϕn| (a(3) † − a(0) †) a(0) |ϕn⟩ (3.2.85)
= 0 ∀n > 0. (3.2.86)

Però dobbiamo ricordare che:

⟨ϕn|N03 |ϕn⟩ = n ⟨ϕn|ϕn⟩ (3.2.87)

e pertanto abbiamo:
⟨ϕn|ϕn⟩ = 0 ∀n > 0 (3.2.88)

mentre per il caso n = 0 (il vuoto) abbiamo |ϕ0⟩ = |0⟩ e quindi:

⟨ϕ0|ϕ0⟩ = ⟨0|0⟩ = 1. (3.2.89)

Tutto ciò implica che:

⟨ϕ|ϕ⟩ =
∑
n>0

|cn|2 ⟨ϕn|ϕn⟩ (3.2.90)

= |c0|2 ⟨0|0⟩+
∑
n>0

|cn|2 ⟨ϕn|ϕn⟩ (3.2.91)

= |c0|2 (3.2.92)
≥ 0. (3.2.93)

5Nota che in questo modo soddisfiamo:

⟨ψ| ∂A |ψ⟩ = ⟨ψ| ⟨ϕ| ∂A+ + ∂A− |ϕ⟩ |ψ⟩ = 0. (3.2.81)
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Per verificare che gli stati longitudinali e scalari non contribuisono al-
le osservabili facciamolo tramite un’esempio. Vediamo il caso dell’energia.
L’hamiltoniana della teoria6 è:

H(x) =
i

2

∫
d3x

[
3∑
i=1

[
(Ȧi)

2 + (∇Ai)3
]
− (Ȧ0)

2 − (∇A0)
2

]
(3.2.94)

= −
∫

d3k

(2π)3

(
3∑
i=1

a(0) †(k) a(0)(k)− a(i) †(k) a(i)(k)
)

(3.2.95)

in cui a(0) †(k) a(0)(k)−a(3) †(k) a(3)(k) contano le polarizzazioni longitudinali
e scalari, mentre a(1) †(k) a(1)(k) + a(2) †(k) a(2)(k) quelle fisiche. Vediamo
dunque:

⟨ψ|H |ψ⟩ ∼ ⟨ψT |N12 |ψT ⟩ ⟨ϕ|ϕ⟩+ ⟨ψT |ψT ⟩ ⟨ϕ|N03 |ϕ⟩ (3.2.96)

= |c0|2 ⟨ψT |N12 |ψT ⟩ (3.2.97)

e dunque che le polarizzazioni non fisiche non agiscono sulle osservabili. Nota
che questa relazione potremmo normalizzarla per gli stati:

⟨ψ|H |ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩ =

⟨ψT |Hfisica |ψT ⟩
⟨ψT |ψT ⟩

. (3.2.98)

3.3 Formula LSZ per i campi vettoriali (cenni)

In questa sezione vediamo, brevemente, cosa associare a fotoni entranti o
uscenti in un certo diagramma, esattamente come abbiamo fatto al termine
della sezione §2.2 per i campi spinoriali. Questo ci sarà utile quando vedremo
le regole di Feynman per la QED e dovremo assegnare dei quadrivettori (così
come a dei fermioni associamo degli spinori a quattro componenti) alle gambe
entranti o uscenti.

Nota. Visto che è una sezione che non abbiamo visto durante il corso
riporto solamente i risultati.

Invertendo la relazione (3.2.50) possiamo trovare gli operatori di creazio-
ne e distruzione in funzione del campo:

â†(λ, k) = −iε∗µ(λ, k⃗)
∫

d3x e+ikx
←→
∂ 0A

µ(x) (3.3.1)

â(λ, k) = iεµ(λ, k⃗)

∫
d3x e−ikx

←→
∂ 0A

µ(x) (3.3.2)

6È la somma degli operatori numero. Come visto nella teoria scalare (e spinoriale)
libera.
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analoghi al caso spinoriale. Possiamo ottenere gli operatori a† e a solo se
richiediamo che i vettori di polarizzazione siano perpendicolari tra loro e
normalizzati, ovvero che:

ϵµ(λ, p) ϵ∗µ(λ
′, p) = δλλ′ . (3.3.3)

Ragionando in modo analogo a quanto fatto per il caso scalare e spinoriale
possiamo associare gli operatori di creazione e distruzione agli stati in e out:

a†in(k⃗) , aout(k⃗) (3.3.4)

dunque, senza fare conti possiamo dire che:

fotone entrante −→ ε∗µ(λ, k⃗)

fotone uscente −→ εµ(λ, k⃗).

Queste saranno le regole che utilizzeremo per calcolare ampiezze di transi-
zione nella QED.

3.4 Teorie di gauge non abeliane

Vediamo in questa sezione come formulare matematicamente le teorie di
gauge non abeliane. Torneranno alcuni demoni del passato che abbiamo
già incontrato studiando la teoria dei gruppi. Rivedi le note del corso di
Introduzione alla teoria dei gruppi.

Faremo un po’ di fatica, ma saremo ampiamente ripagati poiché quello
che faremo nelle prossime due sezioni sarà cruciale per la costruzione del
modello standard.

Considera però che fa parte dei problemi del millennio, per cui non com-
prenderla fino in fondo è normale.

Abbiamo visto come a partire dalla teoria elettromagnetica, e accoppian-
do i campi di materia con un vettore, siamo stati in grado di costruire una
teoria invariante per trasformazioni di gauge locali di tipo U(1), dunque
abeliane. Ora, potremmo pensare di generalizzare tutto quello che abbiamo
fatto per cose più complicate, ossia, teorie non-abeliane SU(n).

Ripartiamo dall’inizio del capitolo sulla teoria di Maxwell e supponiamo
di avere tanti fermioni, tutti con la stessa massa, e scriviamo:

L =

n∑
i=1

ψ
i
(i/∂ −m)ψi (3.4.1)

chiaramente abbiamo la stessa invarianza di fase globale che avevamo per la
lagrangiana di un singolo campo:

ψi −→ e−iαiψi (3.4.2)
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ma anche di aggiuntive. Ad esempio una qualsiasi forma quadratica (come
la norma) xixi rimane invariata per rotazioni spaziali di SO(n).

Noi per la nostra teoria guardiamo trasformazioni generiche del tipo:

ψi −→ Uijψ
j (3.4.3)

in cui Uij è una matrice che ci combina le varie componenti dello spinore7:

ψ =

ψ1
...
ψn

 . (3.4.4)

Conseguentemente abbiamo anche:

ψi −→ ψ
j
U †
ij . (3.4.5)

Per questa trasformazione abbiamo la lagrangiana:

LU =

n∑
i=1

ψ
i
U † (iγµ ∂µ −m)U ψi (3.4.6)

e avremo che L = LU (la matrice U filtra oltre /∂ vivendo in spazi diversi,
data la natura diversa dei loro indici) se e solo se le matrici U sono unitarie:

U †U = 1. (3.4.7)

Però cosa possiamo dire riguardo U . Sicuramente formano il gruppo uni-
tario in n dimensioni U(n). Sappiamo dire sono n2 matrici nxn hermitiane;
questo poiché una matrice nxn ha n2 entrate e noi possiamo formare una
base per tali matrici formata da n2 elementi. Possiamo anche dire che ci sa-
ranno tra tutte queste matrici un sottoinsieme di matrici diagonali costruite
in modo da mandare:

ψi −→ e−iαiψi (3.4.8)

ossia che moltiplicano per una fase solamente la componente i, lasciando
le altre n − 1 invariate. Di matrici di questo tipo c’è ne saranno n, e ci
conviene definirne una di base, in cui una delle n matrici diagonali, che sarà
una generica combinazione lineare delle altre n (matrici diagonali), trasformi
ciascuna ψi con la stessa fase α:

ψi −→ e−iαψi (3.4.9)

mentre le altre n− 1 matrici danno fasi a più spinori ψi.
Facendo in questo modo possiamo decomporre le n trasformazioni come:

eiα × U (3.4.10)
7Nota che noi possiamo rimescolare i vari ψi avendo tutti la stessa massa.
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dove le fasi eiα appartengono al gruppo U(1), mentre le U sono matrici nxn,
con n2 − 1 elementi indipendenti, visto che abbiamo il vincolo di unitarietà.

Le matrici di eiα (che sono proporzionali all’identità) sono quelle che
abbiamo studiato con la teoria elettromagnetica, per cui se volevamo rendere
la nostra teoria locale, indroducevamo un campo di gauge associato alla
simmetria, che si accoppia con tutti i campi di materia; ciò caratterizza il
gruppo U(1). Invece, l’insieme delle altre n2−1 matrici unitarie, che ruotano
le componenti, lo chiamiamo SU(n). Dunque, il gruppo delle matrici U (che
ruotano il vettore di spinori ψ) lo scriviamo come8:

U(n) = U(1)× SU(n). (3.4.11)

3.4.1 Generatori e rappresentazioni

Ora facciamo un passo indietro, torniamo all’astratto e riparliamo di teoria
dei gruppi per costruire gli oggetti necessari per parlare della teoria di Yang-
Mills.

Ogni elemento del gruppo G può essere in funzione dei generatori del
gruppo T a (rappresentazione fondamentale), infatti possiamo scrivere:

U = e−iω
aTa

. (3.4.12)

ossia, esprimiamo un elemento del gruppo come l’esponenziale dei parametri
ωa del gruppo e dei suoi generatori T a. Nel caso in cui U è un’operatore
unitario (quindi il caso che abbiamo visto nella sezione precedente), allora
tramite la condizione U †U = 1 vediamo che i generatori T a devono essere
hermitiani9. In più, come già detto, i generatori soddisfano la relazione:[

T a, T b
]
= i fabc T c (3.4.14)

in cui fabc ∈ R è detta costante di struttura ed è completamente anti-
simmetrica.

I generatori del gruppo sono matrici hermitiane con traccia nulla e ven-
gono normalizzati (scelta possibile) imponendo:

Tr
{
T a T b

}
=

1

2
δab (3.4.15)

l’insieme di questi generatori costituisce la rappresentazione R del gruppo.
Inoltre, i generatori soddisfano la stessa algebra del gruppo.

8La decomposizione (3.4.11) è una scrittura che possiamo generalmente sempre fare,
poiché U(n) è un gruppo semi-semplice; tali gruppi si possono sempre decomporre in
prodotti del tipo (3.4.11).

9Si dimostra velocemente:

U†U = eiω
a(Ta)∗e−iωaTa ≡ 1 (3.4.13)

dunque (T a)∗ − T a = 0, ovvero T a = T a∗.
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Per esempio, in un gruppo SU(n) abbiamo n2 − 1 generatori con dim =
n× n che obbediscono a (3.4.14). Per SU(2) abbiamo:

T a =
1

2
σa , fabc = εabc (3.4.16)

con ε il simbolo di Levi-Civita. Per SU(3) abbiamo 8 generatori:

T a =
1

2
λa (3.4.17)

in cui λ sono le matrici di Gell-Mann.10

La rappresentazione (R) del gruppo è un insieme di matrici hermitiane
a traccia nulla T aR, di dimensioni DR ×DR, in cui D è la dimensione della
rappresentazione, tali da chiudersi in (algebra del gruppo):[

T aR, T
b
R

]
= i fabc T cR. (3.4.18)

Se esiste una trasformazione unitaria:

T aR −→ U−1 T aR U (3.4.19)

tale per cui:
T aR = −(T aR)∗ (3.4.20)

allora la rappresentazione è reale. Se una trasformazione di questo tipo non
esiste ma esiste una matrice unitaria V tale per cui:

−(T aR)∗ = V −1 T aR V ∀a (3.4.21)

allora la rappresentazione è pseudo-reale. Altrimenti la rappresentazione è
complessa ed esiste una rappresentazione coniugata R con elementi:

T aR = −(T aR)∗. (3.4.22)

Un esempio particolare di rappresentazione è la rappresentazione aggiunta
per cui abbiamo:

(T aA)
bc = −i fabc (3.4.23)

ossia i generatori del gruppo sono le costanti di struttura. Siccome la costante
di struttura è reale vale:

−(T aA)∗ = T aA ∀a (3.4.24)

ovvero è una rappresentazione reale.
10Per dettagli puoi vedere la pagina Wikipedia.

https://en.wikipedia.org/wiki/Gell-Mann_matrices
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3.4.2 Teoria di Yang-Mills

Stiamo andando nella direzione giusta. Abbiamo visto che la lagrangiana
(3.4.1), che possiamo scrivere utilizzando il vettore ψ contenente gli n spinori
ψi:

L = ψ(i/∂ −m)ψ (3.4.25)

è invariante per trasformazioni globali, con tutti i discorsi che sono se-
guiti del gruppo U(n). Possiamo calcolare la corrente di Noether per tali
trasformazioni:

ψ −→ Uψ. (3.4.26)

ψ −→ ψU † (3.4.27)

studiando trasformazioni infinitesime:

ψ −→ ψ′ = (1− iωaT a)ψ (3.4.28)

per cui abbiamo: {
δψ = −iωaT aψ
δψ = ψiωaT a

(3.4.29)

dove siamo stati attenti all’ordine in cui scriviamo gli oggetti, visto che ψ è
un vettore formato da n spinori e le T a sono matrici (hermitiane). Abbiamo
la corrente:

Jµ,a =
∂L

∂(∂µψ)
δψ = ψ(iγµ)T aψ(−iωa) (3.4.30)

= −ψγµT aψ (3.4.31)

che è verificabile essere una corrente conservata se i nostri campi sono on-
shell11.

Ora, come fatto con Maxwell, potremmo chiederci cosa succede se rendia-
mo la trasformazione U locale, ossia dipendente dalle coordinate. Prendiamo
U = U(x) e vediamo:

L −→ ψU †(iγµ∂µ −m)Uψ (3.4.32)

=ψ(i/∂ −m)ψ + ψγµ(iU †∂µU)ψ (3.4.33)

dunque, come ci aspettiamo, L non è invariante per trasformazioni locali.
Ripartiamo dall’inizio e modifichiamo la lagrangiana:

L = ψ(i/∂ −m)ψ + ψγµAµψ (3.4.34)
11nota che nel caso in cui U(1) è il gruppo di simmetria, dunque T a = 1, ritroviamo la

corrente di Noether che abbiamo già visto mille volte.
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e ci chiediamo come deve trasformare la matrice Aµ per avere una lagrangia-
na invariante. Ora i campi Aµ che accoppiamo ai nostri campi sono n2 − 1,
ossia mettiamo un potenziale vettore per ogni trasformazione che facciamo,
e di conseguenza sono delle matrici, la cui posizione conta. Vediamo la
trasformazione della lagrangiana:

L −→ L′ = ψ
′
(i/∂ −m)ψ′ + ψ

′
γµA′

µψ
′ (3.4.35)

= ψU †(x)(i/∂ −m)U(x)ψ + ψU †(x)γµA′
µU(x)ψ (3.4.36)

= ψ(i/∂ −m)ψ + ψγµ(iU †∂µU)ψ + ψγµU †A′
µUψ (3.4.37)

se imponiamo L = L′, allora vediamo:

ψγµAµψ = ψγµ
(
iU †∂µU + U †A′

µU
)
ψ (3.4.38)

Aµ = iU †∂µU + U †A′
µU (3.4.39)

Aµ − iU †∂µU = U †A′
µU (3.4.40)

e dunque vediamo la legge di trasformazione12:

A′
µ = −i(∂µU)U † + UAµU

† (3.4.42)

= iU∂µU
† + UAµU

†. (3.4.43)

Un campo che trasforma come (3.4.43) sta trasformando con la rappresen-
tazione aggiunta (essendo U unitario).

Osservazione. Noi nel ridefinire la lagrangiana con l’accoppiamento
della matrice Aµ, non abbiamo introdotto nessuna carica dei nostri campi.
Fino ad’ora sapevamo che una carica di riferimento, tra oggetti diversi, ci
indicava una relazione tra le due cariche. Mi spiego meglio: se consideriamo
un solo tipo di campo, ad esempio prendiamo un solo elettrone, non ha molta
utilità introdurre la carica elettrica e, poiché tanto non la si confronta con
nulla e possiamo sempre trovare un modo per riscalarla ad 1 ed ignorarla;
caso diverso però se ad esempio consideriamo più tipi di particelle, ad esempio
se prendiamo un elettrone ed un quark, allora è importante mettere una
costante di accoppiamento nella teoria poiché essa ci permette di relazionare
le cariche delle due particelle.

Nella teoria che stiamo studiando ora, non inseriamo nessuna costante
di accoppiamento, ma il suo ruolo, ossia quello di dirci la carica del campo,
dunque come un singolo campo trasforma sotto trasformazione di fase, è
ricoperto dalla rappresentazione in cui si trova il campo.

12In cui possiamo utilizzare la relazione:

UU† = 1 =⇒ ∂(UU†) = 0 =⇒ ∂U · U† + U · ∂U† = 0. (3.4.41)
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Ricorda l’osservazione sulle etichette degli stati fisici che abbiamo fat-
to nelle note di Introduzione alla Teoria dei Campi parlando di teoria dei
gruppi. Avevamo visto che, in MQ, l’autovalore dell’operatore di Casimir
L2 ci diceva la dimensione dello spazio di Hilbert e conseguentemente la
dimensione della rappresentazione dei nostri stati.

Dunque, una volta che capiamo in che rappresentazione sono i nostri stati
fisici, questo è equivalente a dire la carica di tali oggetti. Così sarà per il
resto della teoria.

Se utilizziamo una rappresentazione fondamentale, dunque (3.4.26), n⇒
ψ → Uψ mentre per la rappresentazione anti-fondamentale abbiamo n ⇒
ψ → U∗ψ.

Possiamo provare a fare una trasformazione infinitesima:

U ≃ 1− iωaT a (3.4.44)

U † ≃ 1 + iωaT a (3.4.45)

in questo modo abbiamo la strasformazione (3.4.43):

A′
µ = −i(−i∂µωaT a) + (1− iωaT a)Aµ(1 + iωaT a) (3.4.46)

= −∂µωaT a − iωa[T a, Aµ] +Aµ (3.4.47)
δAµ = −∂µωaT a − iωa[T a, Aµ]. (3.4.48)

Però, Aµ è un elemento di SU(n), dunque una matrice hermitiana e a traccia
nulla, per cui possiamo scriverla in termini dei generatori:

Aµ = AaµT
a (3.4.49)

poiché T a fornisce una base di SU(n). Nota che Aaµ sono coefficienti. In
questo modo abbiamo:

δAµ = δAaµT
a (3.4.50)

= −δµωaT a − iωbAcµ
[
T b, T c

]
(3.4.51)

= −∂µωaT a − iωbAcµ
(
if bcaT a

)
(3.4.52)

dunque troviamo:
δAaµ = −∂µωa + fabcωbAcµ. (3.4.53)

Siamo riusciti a dire come trasforma la matrice Aµ. In realtà noi abbiamo
detto, in modo equivalente, come trasformano le componenti di tale matrice
nella base dei generatori di SU(n).

Quindi riprendendo (3.4.34) la possiamo riscrivere come:

L = ψ(i /D −m)ψ (3.4.54)
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in cui definiamo la derivata covariante:

Dµ = ∂µ − iAµ. (3.4.55)

La lagrangiana (3.4.54) è invariante per trasformazioni locali del gruppo
SU(n) tali che:

δψ = −iωaT aψ (3.4.56)

δψ = iωaψT a (3.4.57)

δAaµ = −∂µωa + fabcωbAcµ. (3.4.58)

Nota. Noi avevamo calcolato la corrente conservata (3.4.31) per trasforma-
zioni globali, e come succedeva per l’elettromagnetismo, possiamo vedere che
di nuovo il campo Aaµ si accoppia con i campi della lagrangiana tramite la
corrente di Noether; infatti in termine aggiuntivo che mettiamo in (3.4.34)
è:

ψγµAµψ = Aaµψγ
µT aψ = AaµJ

µ. (3.4.59)

La ricetta dell’accoppiamento minimale ci dice che dobbiamo accoppiare il
campo di gauge con la corrente di Noether.

In (3.4.54) non abbiamo dinamica per Aµ e noi abbiamo imparato che
gliela possiamo dare costruendo il tensore degli sforzi:

[Dµ,Dν ]ϕ =
[
(∂µ − iAµ)(∂ν − iAν)− (∂ν − iAν)(∂µ − iAµ)

]
ϕ (3.4.60)

=
[
− i∂µAν + i∂νAµ − [Aµ, Aν ]

]
ϕ (3.4.61)

= −iFµνϕ (3.4.62)

dunque troviamo che Fµν è una matrice nxn costruita come:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − i[Aµ, Aν ]. (3.4.63)

Notiamo che se siamo in presenza di un gruppo abeliano (Maxwell) il commu-
tatore in Fµν è nullo e ritroviamo il tensore elettromagnetico. Però, proprio
come abbiamo fatto con la matrice Aµ, possiamo decomporre un po’ meglio
il tensore Fµν :

F aµνT
a = ∂µA

a
νT

a − ∂νAaµT a − iAbµAcν
[
T b, T c

]
(3.4.64)

=
[
∂µA

a
ν − ∂νAaµ + fabcAbµA

c
ν

]
T a (3.4.65)

dunque:
F aµν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + fabcAbµA

c
ν (3.4.66)
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in cui, essendo le costanti di struttura completamente antisimmetriche, ci
conferma la natura antisimmetrica di Fµν . È facile immaginare che il ter-
mine aggiuntivo rispetto al caso di Maxwell ci cambierà completamente la
teoria.

Ricordiamo che in rappresentazione aggiunta abbiamo (3.4.23):

(T aA)
bc = −i fabc

dunque se scriviamo Aµ nella rappresentazione aggiunta abbiamo:

δAaµ = −
(
∂µω

a + ωbAcµ f
abc
)

(3.4.67)

= −
(
∂µδ

ab + iAcµ (T
c
A)

ab
)
ωb (3.4.68)

= −(DAµ )ab ωb (3.4.69)

se A è nella rappresentazione aggiunta allora lo è anche la derivata covariante
(l’apice A sta per rappresentazione aggiunta), che possiamo scrivere anche
come:

Dµ = ∂µ − i[ · , Aµ]. (3.4.70)

Se la derivata covariante è nella rappresentazione aggiunta, per definizione,
abbiamo:

Dµ −→ UDµU †. (3.4.71)

La rappresentazione aggiunta di U(n) è n×n, in questo modo otteniamo
una rappresentazione reale tale per cui (un campo, ad n componenti ϕ)
ϕ→ UϕU †, quindi A trasforma nella rappresentazione aggiunta di SU(n) e
la derivata covariante dipende dalla rappresentazione di A.

Per un campo ψ che trasforma nella rappresentazione fondamentale ab-
biamo:

Dµ = ∂µ + iAµ (3.4.72)

mentre se ϕ appartiene alla rappresentazione aggiunta, dunque ϕ → UϕU †,
abbiamo:

Dµϕ = ∂ϕ− i[ϕ,Aµ]. (3.4.73)

Ricorda che i campi di gauge sono sempre in rappresentazione aggiunta.

Come visto per l’elettromagnetismo dall’identità di Jacobi:

[Dµ, Fρν ] + [Dρ, Fνµ] + [Dν , Fµρ] = 0 (3.4.74)

possiamo dimostrare che vale l’identità di Bianchi:

DµFρν +DρFνµ +DνFµρ = 0 (3.4.75)
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che possiamo generalizzare come:

ενµρσ Dµ Fρσ = 0. (3.4.76)

Visto che la derivata covariante è in rappresentazione aggiunta, dunque
trasforma come (3.4.71), e siccome per definizione abbiamo:

Fµν = −i[Dµ,Dν ] (3.4.77)

ne ricaviamo:

Fµν −→ UFµνU
† (3.4.78)

cioè che F non è invariante, ma trasforma in maniera covariante come una
matrice n× n (rappresentazione aggiunta).

Sappiamo che per avere una lagrangiana che descriva la dinamica del
campo Aµ dobbiamo metterci dentro Fµν , ma vista la trasformazione (3.4.78)
possiamo mettere all’interno di L solamente la traccia o il determinante di
esso, poiché solo in questi due modi possiamo avere degli invarianti. Diciamo
questo perché si vede che aggiungendo la traccia imponiamo l’invarianza di
Gauge, visto che:

Tr
{
UFU †UFU †

}
= Tr

{
UFFU †

}
= Tr

{
FFU †U

}
= Tr{FF} (3.4.79)

inoltre, la traccia ci restituisce un oggetto di second’ordine nelle derivate
(anche il determinante mantiene l’invarianza di Gauge, ma non l’ordine delle
derivate).

Scriviamo per questo la lagrangiana:

L = ψ(i /D −m)ψ − 1

2g2
Tr{FµνFµν}. (3.4.80)

In cui chiamiamo lagrangiana di Yang-Mills il termine:

LYM = − 1

2g2
Tr{FµνFµν}. (3.4.81)

Ricordiamo l’espressione di Fµν (3.4.63) e studiamo la variazione della
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lagrangiana di Yang-Mills:

δLYM = − 1

g2
Tr{Fµν δFµν} (3.4.82)

= − 1

g2
Tr
{
Fµν

[
∂µ δAν − ∂ν δAµ + i

(
δAµAν − δAν Aµ+

+Aµ δAν −Aν δAµ
)]}

(3.4.83)

= − 2

g2
Tr
{
Fµν

[
∂µδAν − iδAν Aµ + iAµ δAν

]}
(3.4.84)

integriamo per parti il primo termine ed utilizziamo la ciclicità
della traccia sul secondo

= − 2

g2
Tr
{(
− ∂µFµν − iAµFµν + iFµνA

µ
)
δAν

}
(3.4.85)

pertanto l’equazione del moto è:

∂µF
µν − i [Fµν , Aµ] = 0 (3.4.86)

che possiamo riscrivere utilizzando la derivata covariante in rappresentazione
aggiunta come:

DµFµν = 0. (3.4.87)

Ritorniamo alla nostra teoria accoppiata. Abbiamo scritto in (3.4.80) la
costante g a denominatore perché possiamo riassorbile la costante g nella
definizione del campo. In realtà questa cosa è semplice da fare nella teoria di
Maxwell, dove fabc = 0, e in cui la costante g è irrilevante perché può essere
riassorbita ridefinendo il campo come:

Aµ −→ gAµ. (3.4.88)

Infatti in Maxwell (teoria abeliana), poiché il tensore degli sforzi era omo-
geneo nei campi Aµ, e quindi ridefinendoli lo fattorizzavamo, per togliere il
1/g potevamo semplicemente mandare F → gF . Nella teoria di Maxwell la
parte di gauge dava un contributo alla lagrangiana pari a:

(∂µAν − ∂νAµ)2 (3.4.89)

ossia una parte quadratica in Aµ, il che vuol dire nessuna interazione, nep-
pure con se stesso.

Tutto questo non accade più per teorie non abeliane. Ridefinendo (3.4.88)
si ottiene:

Fµν −→ g
(
∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ]

)
(3.4.90)

e quindi vediamo che si cancella la g a denominatore della lagrangiana, ma ci
rimane all’interno della definizione di Fµν davanti al commutatore. Dunque,
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nella lagrangiana abbiamo il contributo di Yang-Mills:

FµνF
µν =

(
∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ]

)(
∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ]

)
(3.4.91)

= (∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)−
− 2ig(∂µAν − ∂νAµ)[Aµ, Aν ]−
− g2[Aµ, Aν ][Aµ, Aν ] (3.4.92)

dunque il termine di gauge nella lagrangiana non contiene più solo termini
quadratici nei campi, ma anche termini di ordine cubici e di ordine 4. Questo
ci dice che il campo di gauge Aµ, associato ad una simmetria non abeliana,
non solo interagisce con i campi di materia tramite la costante di accoppia-
mento g, ma interagisce anche con se stesso, e il peso di tali interazioni sono
date sempre da g.

Questo tipo di teorie sono quelle che chiamiamo teorie di Yang-Mills,
saranno alla base del modello standard, e g, detta costante di accoppia-
mento di Yang-Mills, rappresenta l’intensità con un cui avviene l’interazio-
ne. Noi in realtà sappiamo già che possiamo avere dei vertici nei diagrammi
di Feynman, in cui ci sono 3 o 4 gluoni e tali termini escono fuori conside-
rando il gruppo SU(3) e guardando i termini di ordine 3 e 4 della lagrangiana.

Ovviamente ridefinendo (3.4.88) ritroviamo la definizione della derivata
covariante:

Dµ = ∂µ − igAµ. (3.4.93)

Notiamo anche che il termine di gauge di L lo possiamo riscrivere come:

−1

2
Tr{FµνFµν} = −

1

2
F aµνF

µν bTr
{
T aT b

}
(3.4.94)

= −1

2
F aµνF

µν b 1

2
δab (3.4.95)

= −1

4
F aµνF

µν a (3.4.96)

con la normalizzazione per i generatori del gruppo (3.4.15).



Capitolo 4

Funzioni di partizione

In questo capitolo vedremo la formulazione della QFT tramite gli integrali
di cammino e delle funzioni di partizione, sarà utile pertanto rivedere le note
del corso di Meccanica Quantistica 2.

Faremo subito un ripasso riguardante gli integrali gaussiani, sia con le
coordinate usuali sia con un nuovo tipo non commutante; successivamen-
te introdurremo gli integrali di cammino in Meccanica Quantistica per poi
finalmente fare QFT.

Così come successo con gli altri capitoli di queste note, la sezione per
il campo scalare sarà decisamente più lunga e dettagliata su molti concet-
ti, mentre per le altre andremo direttamente sull’applicazione di quello già
definito e visto.

4.1 Integrali gaussiani

Vediamo in questa sezione tutto ciò che riguarda gli integrali gaussiani, sia
per variabili commutanti che non.

4.1.1 Funzione generatrice

Riprendiamo, con le variabili ordinarie commutanti, l’integrale gaussiano:

Mn =

∫ +∞

−∞
dx e−Ax

2
xn (4.1.1)

e cerchiamo chi è la sua funzione generatrice. Ricordiamoci che la funzione
generatrice di qualche cosa, in termini generali, è una funzione dipendente da
un qualche parametro, i cui elementi dello sviluppo di Fourier ci forniscono
i vari risultati di quel qualcosa che ci interessa. Nel nostro caso, i vari
pezzi dello sviluppo di fourier ci forniranno l’integrale n-esimo. Dunque,
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se riusciamo a trovare la funzione generatrice, allora calcoliamo tutti gli
integrali. Scriviamo:

I(t) =

∫ +∞

0
dx e−Ax

2+xt (4.1.2)

e possiamo vedere che la sua derivata n-esima:

dnI

dtn
=

∫ +∞

−∞
dx e−Ax

2
ext xn (4.1.3)

se la valutiamo in t = 0 ci fornisce proprio l’integrale gaussiano (4.1.1) che ci
interessa. Il termine xt ad esponente che inseriamo è un termine forzante, di
sorgente. Utilizzeremo molto il concetto di termine forzante durante tutto il
corso del capitolo, proprio perché sarà il parametro rispetto cui deriveremo
e che porremo a zero per determinare i momenti della gaussiana. Dunque
possiamo scrivere:

Mn =
dnI

dtn

∣∣∣∣∣
t=0

. (4.1.4)

Dunque abbiamo trovato la nostra funzione generatrice, per cui:

I(t) =
∞∑
n=0

Mn

n!
tn. (4.1.5)

Possiamo completare il quadrato all’interno di I(t):

I(t) =

∫ +∞

−∞
dx exp

{
−A

(
x− t

2A

)2

+
t2

4A

}
(4.1.6)

=

√
π

A
et

2/4A (4.1.7)

e quindi se ad esempio volessimo M4 dobbiamo calcolare:

M4 =
d4

dt4
I(t)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d4

dt4

(√
π

A
et

2/4A

) ∣∣∣∣∣
t=0

. (4.1.8)

Siamo contenti perché possiamo calcolare in modo generico:∫ +∞

−∞
dx f(x) e−Ax

2
(4.1.9)

poiché scrivendo:

f(x) =
∞∑
n=0

cnx
n (4.1.10)

vediamo:
∞∑
n=0

cn

∫ +∞

−∞
dx e−Ax

2
xn =

∞∑
n=0

cn
dn

dtn
I(t)

∣∣∣∣∣
t=0

(4.1.11)
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lì dentro individuiamo la funzione dell’operatore derivata, che è un’operatore
complicato a piacere, e che è definito dal suo sviluppo:

f

(
∂

∂t

)
=

∞∑
n=0

cn

(
∂

∂t

)n
. (4.1.12)

Dunque abbiamo:∫ +∞

−∞
dx f(x) e−Ax

2
= f

(
∂

∂t

)∫ +∞

−∞
dx e−Ax

2+xt

∣∣∣∣∣
t=0

. (4.1.13)

4.1.2 Integrale gaussiano (matrici)

Studiamo:

G(A) =

∫ +∞

−∞
dx1 . . . dxn exp

{
−XT AX

}
(4.1.14)

ipotizziamo di poter diagonalizzare la matrice:

A = RT DR (4.1.15)

sostituiamo Y = RX, supponendo per semplicità che abbia determinan-
te/Jacobiano pari a 1, dunque:

G(A) =

∫ +∞

−∞
dy1 . . . dyn exp

{
−Y T DY

}
(4.1.16)

questi integrali sono tutti indipendenti perché la matrice D è diagonale,
dunque abbiamo:

G(A) =

√
πn

λ1 . . . λn
=

√
πn

detA
. (4.1.17)

Consideriamo ora il caso in cui D ha degli autovalori nulli, dunque G
non è ben definito. Ci sarà utile per il futuro. Ricordando che per il campo
vettoriale non riuscivamo a trovare il propagatore a causa di un autovalori
nulli, si può già intuire quando utilizzeremo ciò che segue. Introduciamo un
integrale che agisce solo sugli autovettori con autovalore non nullo, le delta
di Dirac servono a togliere quelli patologici:

G′(A) =
∫ +∞

−∞
dy1 . . . dyn−m exp

{
−Y T DY

}
(4.1.18)

=

∫ +∞

−∞
dy1 . . . dyn δ(yn−m+1) . . . δ(yn) exp

{
−Y T DY

}
(4.1.19)

=

∫ +∞

−∞
dx1 . . . dxn δ(yn−m+1) . . . δ(yn) exp

{
−XT AX

}
det
[
∂Y

∂X

]
(4.1.20)

qui stiamo considerando il caso generico in cui il determinante/Jacobiano
non è 1, quindi stiamo cambiando la misura di integrazione.
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4.1.3 Variabili anti-commutanti

Le variabili commutanti, quelle che siamo abituati ad usare, sono tali che
[x, y] = 0 e sono dei c-numeri, indicati con le lettere latine. Però esisto-
no anche delle variabili anti-commutanti {θ, η} = 0, sono dette variabili di
Grassmann, o c-numeri, e sono indicate con le lettere greche. Da notare che
un anti-commutante per un anti-commutante è un commutante, mentre un
commutante per un anti-commutante è un anti-commutante.

Per definizione un g-numero (una variabile anti-commutante) è tale per
cui:

θ / {θ, θ} = 0 =⇒ θ2 = 0 (4.1.21)

per questo quando definiamo una funzione di tale variabile e la espandiamo
in serie di Taylor, allora abbiamo:

f(θ) =
∞∑
n=0

fnθ
n = f0 + f1θ

1 (4.1.22)

poiché i termini successivi sono tutti nulli.
Chiaramente possiamo definire le derivate rispetto tali variabili, e si ha

che:
∂c

∂θ
= 0 (4.1.23)

ossia, la derivata di una costante è nulla, ma anche:

d

dθ
θ = 1. (4.1.24)

Nota che per definizione vale {∂θ, ∂θ} = 0, quindi il fatto che le funzioni
delle variabili di Grassmann abbiano al massimo un’ordine nel loro sviluppo
di Taylor lo potevamo vedere anche da qua; dunque:

ϕ(θ) = α+ bθ con {ϕ, ϕ} = 0 =⇒ {α, α} = 0 , [b, b] = 0. (4.1.25)
f(θ) = a+ βθ con {f, f} = 0 =⇒ {a, a} = 0 , [β, β] = 0. (4.1.26)

Però attenzione perché qua stiamo dando per scontato che f sia una mappa
che va da g-numeri in g-numeri, e di conseguenza a è un g-numero e b un c-
numero; però nel caso in cui f sia una mappa che va da g-numeri in c-numeri,
avremmo a c-numero e b g-numero. Ad ogni modo vediamo:

df

dθ
=

d

dθ
(a+ βθ) =

d

dθ
(βθ) = −βdθ

dθ
= −β (4.1.27)

poiché la derivata deve stare vicino alla variabile per agire, quindi dobbiamo
far anti-commutare β e θ.
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Come per tutto il resto in analisi, possiamo definire anche gli integrali
rispetto varaibili anticommutanti. Per gli integrali, oltre le proprietà:∫

dθ
(
af(θ) + bg(θ)

)
= a

∫
dθ f(θ) + b

∫
dθ g(θ) (4.1.28)∫

dθ
df

dθ
= 0 (4.1.29)

richiediamo che ci sia invarianza per traslazioni di un g-numero:∫
dθ f(θ + a) =

∫
dθ f(θ) (4.1.30)

questo perché tutti questi integrali sono da considerarsi:∫ +∞

−∞
. (4.1.31)

Da queste definizioni segue:∫
dθ
(
f0 + f1θ

)
=

∫
dθ
(
f0 + f1(θ + η)

)
(4.1.32)

f0

∫
dθ + f1

∫
dθ θ =

∫
dθ
[(
f0 + f1η

)
+ f1θ

]
(4.1.33)

= (f0 + f1η)

∫
dθ + f1

∫
dθ θ (4.1.34)

dunque questo implica: ∫
dθ (1) = 0 (4.1.35)∫
dθ (θ) = 1 (4.1.36)∫
dθ [f(θ)] = −β. (4.1.37)

Vediamo quindi che per le variabili di Grassmann l’integrale e la derivata
non sono più due operazioni inverse, ma sono la stessa cosa.

Se prendiamo funzioni a più variabili:

f(θ1, θ2) , {θi, θj} = 0 (4.1.38)

abbiamo:
f(θ1, θ2) = f0 + f1θ1 + f2θ2 + f3θ1θ2 (4.1.39)

inoltre possiamo notare che:

∂1 f(θ1, θ2) = −f1 + f3θ2 (4.1.40)
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e conseguentemente:

∂2

∂θ22
f = f3

∂2θ1
∂θ22

(4.1.41)

= f3
∂

∂θ1

(
−θ1

∂

∂θ2
θ2

)
(4.1.42)

= −f3
∂

∂θ1
(θ1) (4.1.43)

= −f3. (4.1.44)

Per gli integrali abbiamo: ∫
dθ1 dθ2 θ1 θ2 = −1. (4.1.45)

Infatti possiamo anche vedere:∫
dθ1dθ2 f(θ1, θ2) = f3

∫
dθ1dθ2 θ1θ2 = −f3. (4.1.46)

Generalizzando ad n variabili abbiamo:

f(θ1, . . . , θn) = a+
∑

βi θi +
∑

cij θi θj + . . . (4.1.47)∫
dθ1 . . . dθn θn . . . θ1 = 1 (4.1.48)

e abbiamo capito che per derivate e integrali dobbiamo fare attenzione al
segno dovuto al numero di permutazioni per portare dθi vicino alla corri-
spondente variabile θi.

4.1.4 Integrale di Berezyn

Studiando l’integrale gaussiano, per i c-numeri abbiamo visto (4.1.17):∫
dx1 . . . dxn exp

{
−XT AX

}
=

√
πn√

detA
=
√

det (π A−1) (4.1.49)

dove A è una matrice simmetrica e quindi invertibile. Per le variabili di
Grassmann abbiamo che:

θT Mθ = (θ1, θ2)

(
m11 m12

m21 m22

) (
θ1
θ2

)
(4.1.50)

= (θ1, θ2)

(
m11θ1 m12θ2
m21θ1 m22θ2

)
(4.1.51)

= m12θ1θ2 +m21θ2θ1 (4.1.52)
= (m12 −m21) θ1 θ2 (4.1.53)
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che ci permette di vedere che le uniche matrici M che contribuiscono, all’in-
tegrale gaussani per variabili non commutanti, sono quelle anti-simmetriche.
Se scegliamo una matrice anti-simmetrica otteniamo:

θT Mθ = 2m12 θ1 θ2. (4.1.54)

L’integrale di Berezyn è l’equivalente dell’integrale gaussiano:∫
dθ1 dθ2 exp

{
−θT M θ

}
=

∫
dθ1 dθ2

(
1− θT Mθ

)
(4.1.55)

= −2m12

∫
dθ1 dθ2 θ1 θ2 (4.1.56)

= 2m12 (4.1.57)

= 2
√

detM (4.1.58)

generalizziamo ad n variabili come:∫
dθ1 . . . dθn exp

{
−θT M θ

}
=
√
2n detM =

√
det(2M). (4.1.59)

Prendendo lo sviluppo dell’esponenziale che compare dentro l’integrale n
dimensionale vediamo:

1− θTMθ + · · ·+ (θTMθ)n/2

in cui contribuisce all’integrale solamente l’ultimo termine, poiché è l’unico
che contiene tutte le variabili. Infatti, il numero 1 integrato fa 0 per defini-
zione, il primo ordine θTMθ è nullo poiché è una forma quadratica e contiene
(simultaneamente) solo 2 delle variabili su cui integriamo, e così via fino al
termine (θTMθ)n/2 in cui compaiono tutte le θ.

Teniamo a mente che det{M} è un polinomio di grado n nei mij elementi
di matrice, e di conseguenza

√
det{M} è un polinomio di grado n/2 negli

elementi di matrice.
Inoltre siccome M dev’essere anti-simmetrica abbiamo che MT = −M e

possiamo scrivere M come una matrice diagonale a blocchi:

MD =


0 λ1
−λ1 0

. . .
0 λn
−λn 0

 . (4.1.60)

Consideriamo il caso in cui aggiungiamo il termine di sorgente η, che è a sua
volta una variabile di Grassmann, e calcoliamo:∫

dθ1 . . . dθn exp
{
−θT M θ + ηT θ

}
(4.1.61)
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possiamo sviluppare l’esponenziale:∫
dθ1θ2

(
1− θTMθ + ηT θ +

1

2

(
ηT θ

)2) (4.1.62)

in cui abbiamo tenuto solamente i termini lineari nelle varaibili, poiché ad
esempio θTMθ è già quadratico nei campi θ1 e θ2, per cui se ne guardiamo il
secondo ordine questo diventa quadratico nelle variabili ed è nullo. Notiamo
anche che il quadrato che abbiamo nell’esponenziale ci dà:(

ηT θ
)2

= (η1θ1 + η2θ2)
2 = η1θ1η2θ2 + η2θ2η1θ1 (4.1.63)
= −2η1η2θ1θ2. (4.1.64)

Applicando le regole che abbiamo visto otteniamo:

=

∫
dθ1dθ2

{
− 2m12θ1θ2 + ηT θ − η1η2θ1θ2

}
(4.1.65)

=

∫
dθ1dθ2 (−1)

(
2m12 + η1η2

)
θ1θ2 (4.1.66)

= 2m12 + η1η2 (4.1.67)

= 2m12

(
1 +

1

2m12
η1η2

)
(4.1.68)

= 2
√

det{M}
(
1 +

1

4
ηTM−1η

)
(4.1.69)

= 2
√

det{M} exp
{
1

4
ηTM−1η

}
(4.1.70)

e troviamo1 che, come per gli integrali gaussiani nelle variabili ordinarie, ci
rimane l’esponenziale quadratico nella sorgente che coinvolge la matrice in-
versa.

Finora abbiamo considerato variabili di Grassman reali, consideriamo ora
delle variabili di Grassman complesse:

ζ =
1√
2
(θ1 + iθ2) , ζ∗ =

1√
2
(θ1 − iθ2) (4.1.73)

1Nota che si sarebbe anche potuto fare completando il quadrato:

θTM θ − 1

2
ηT θ +

1

2
θT η =

=

(
θ − 1

2
M−1 η

)T

M

(
θ − 1

2
M−1 η

)
− 1

4
ηT M−1 η (4.1.71)

così: ∫
dθ1 . . . dθn exp

{
−θT Mθ + ηT θ

}
=
√

det(2M) exp

{
1

4
ηT M−1 η

}
. (4.1.72)
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per cui abbiamo:

dζ∗ dζ =
1

2
(dθ1 − idθ2) (dθ1 + idθ2) (4.1.74)

=
1

2
(idθ1dθ2 − idθ2dθ1) (4.1.75)

= idθ1 dθ2 (4.1.76)

insieme a:

θT M θ = 2m12 θ1 θ2 (4.1.77)

= 2m12
1

2i
(ζ + ζ∗) (ζ − ζ∗) (4.1.78)

=
m12

i
(−ζζ∗ + ζ∗ζ) (4.1.79)

= 2im12ζζ
∗ (4.1.80)

= −i (ζ∗)T M ζ. (4.1.81)

Quindi abbiamo:∫
dζ∗ dζ exp

{
i(ζ∗)T Mζ

}
= i

∫
dθ1 dθ2 exp

{
−θT M θ

}
(4.1.82)

= i2
√

detM (4.1.83)

= i
√

det(2M). (4.1.84)

Con n coppie di variabili complesse abbiamo:∫
dζ∗1 dζ1 . . . dζ

∗
n dζn exp

{
i(ζ∗)T Nζ

}
= 2n det{N} (4.1.85)

dove la matrice N è diagonale (accopia ciascuna η ad η∗) e chiaramente nxn.
Da controllare questi ultimi integrali sul Ramond As far as quantum field
theory is concerned, a human being or the center of a star isn’t all that
different from empty space.Ramond.

4.2 I path integral in Meccanica Quantistica

Introduciamo gli integrali funzionali nell’ambito della Meccanica Quantistica
non relativistica, per una particella che si muove in 1 dimensione.

L’hamiltoniana di una particella è:

H(q, p) =
p2

2m
+ V (q) (4.2.1)

e vogliamo studiare l’ampiezza di probabilità di transire dallo stato iniziale
(A) |qA, tA⟩ a quello finale (B) |qB, tB⟩ espressa da:

AAB = ⟨qB tB|qA tA⟩ (4.2.2)

= ⟨qB| e−
i
ℏH (tB−tA) |qA⟩ (4.2.3)
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in cui ci possiamo porre nelle unità naturali c = ℏ = 1. Possiamo dividere
l’intervallo temporale in N + 1 sotto-intervalli sfruttando la composizione
dell’operatore di evoluzione temporale:

U(tA, tB) = U(t0, t1) . . . U(tN , tN+1) (4.2.4)

in cui poniamo tA = t0 e tB = tN+1, e tra ogni prodotto di operatori di
evoluzione temporale inseriamo una relazione di completezza:∫

dqn |qn⟩ ⟨qn| = 1 (4.2.5)

in cui qA = q0 e qB = qN+1. Facendo ciò possiamo riscrivere:

AAB = ⟨qB tB|qA tA⟩ (4.2.6)

= ⟨qB| e−
i
ℏH (tB−tA) |qA⟩ (4.2.7)

=

∫
dq1 . . . dqN ⟨qN+1| e−iH δt |qN ⟩ . . . ⟨q1| e−iH δt |q0⟩ (4.2.8)

in cui gli intervalli sono:
δt =

tB − tA
N

(4.2.9)

per tutti gli N passi. Riscriviamo l’esponenziale come:

e−iH δt = exp

{
−i
(
p2

2m
+ V (q)

)
δt

}
(4.2.10)

dovremmo utilizzare la formula di Campbell-Baker-Hausdorf, ma nel limite
di δt piccolo i termini con i commutatori sono trascurabili e possiamo scrive-
re (4.2.10) tranquillamente. Utilizzando (4.2.10) nell’espressione dei braket
dell’ampiezza di probabilità abbiamo un problema perché sappiamo come
V (q) agisce su |q⟩, ma non sappiamo p̂2 |q⟩. Per questo dobbiamo introdurre
la completezze dei |p⟩n, così abbiamo:

⟨qn+1| e−iH δt |qn⟩ = ⟨qn+1| exp
{
−i p

2

2m
δt

}
e−iV (q) δt |qn⟩ (4.2.11)

=

∫
dpn ⟨qn+1| exp

{
−i p

2

2m
δt

}
|pn⟩ ⟨pn| e−iV (q) δt |qn⟩

(4.2.12)

=

∫
dpn ⟨qn+1|pn⟩ exp

{
−i p

2

2m
δt

}
⟨pn|qn⟩ e−iV (q) δt

(4.2.13)

=

∫
dpn exp

{
−i p

2

2m
δt

}
e−iV (q) δt ⟨qn+1|pn⟩ ⟨pn|qn⟩

(4.2.14)
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a questo punto ricordiamo che:

⟨q|p⟩ = eipq√
2π

(4.2.15)

e continuando i nostri conti:

=

∫
dpn e

−iH(qn,pn) δt 1

2π
ei pn (qn+1−qn) (4.2.16)

=

∫
dpn
2π

exp{i (pn q̇n −H(qn, pn)) δt} (4.2.17)

in cui abbiamo utilizzato il fatto:

qn+1 − qn
δt

−→ q̇n per δt→ 0. (4.2.18)

Mettendo tutto insieme otteniamo:

AAB = ⟨qB tB|qA tA⟩ (4.2.19)

=

∫ ( N∏
i=1

dqi

)(
N∏
i=1

dpi
2π

)
exp

{∑(
−i
(
p2i
2m

+ V (qi) + piq̇i

)
δt

)}
.

(4.2.20)

Possiamo scrivere in termini del tutto generali l’integrale funzionale, che
otteniamo da (4.2.20), mandando N →∞:

AAB = ⟨qb tB|qA tA⟩ (4.2.21)

=

∫
Dq
∫
Dp exp

{
i

∫ tB

tA

dt
(
pq̇ −H(q, p)

)}
(4.2.22)

in cui imponiamo q(tA) = qA e q(tB) = qB. La scrittura (4.2.22) volendo
la possiamo riscrivere in modo da togliere l’integrale Dp e per farlo dobbia-
mo completare il quadrato che compare nell’esponenziale, così da ricreare
un’integrale gaussiano, riscrivendo il tutto in termini della lagrangiana:∫
Dp exp

{
i

∫ tB

tA

dt
(
pq̇ − p2

2m
− V (q)

)}
(4.2.23)

=

∫
Dp exp

{
i

∫ tB

tA

dt
(
− 1

2m
(p−mq̇)2 + m

2
q̇2 − V (q)

)}
(4.2.24)

= cost · exp
{
i

∫ tB

tA

dt
(m
2
q̇2 − V (q)

)}
(4.2.25)
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la costante, che è l’integrale gaussiano nelle p, la possiamo riassorbire nella
definizione di Dq e ci rimane (rimettendo ℏ):

AAB = ⟨qB tB|qA tA⟩ (4.2.26)

=

∫
Dq exp

{
i

ℏ

∫ tB

tA

dt
(m
2
q̇2 − V (q)

)}
(4.2.27)

=

∫
Dq exp

{
i

ℏ

∫ tB

tA

dtL(q, q̇)
}

(4.2.28)

=

∫
Dq exp

{
i

ℏ
S

}
. (4.2.29)

Questa cosa ci interessava vederla perché se ora volessimo studiare il
valore di aspettazione di una generica osservabile Q(t), con autovalori:

Q̂(t) |qn⟩ = q(tn) |qn⟩ (4.2.30)

allora, facendo un ragionamento analogo a quello fatto fin’ora, abbiamo che
l’elemento di matrice è:

⟨qB tB|Q(t) |qA tA⟩ =
∫
Dq q(t) e

i
ℏ S . (4.2.31)

Per un prodotto temporalmente ordinato avremmo:

⟨qB tB|T [Q(t1) . . . Q(tn)] |qA tA⟩ =
∫
Dq Dp q(t1) . . . q(tn) e

i
ℏ S (4.2.32)

che otteniamo sviluppando il prodotto temporalmente ordinato, inserendo le
identità in q, applicando l’operatore e ottenendo l’autovalore corrispondente.

Possiamo anche aggiungere all’hamiltoniana due termini di sorgente:

H −→ H ′ = H − f(t) q(t)− g(t) p(t) (4.2.33)

per i quali abbiamo:

⟨qB tB|Q(t) |qA tA⟩ =
∫
Dq Dp q(t) exp

{
i

ℏ

∫
dt
(
pq̇ −H

)}
(4.2.34)

=

∫
Dq Dp q(t) exp

{
i

ℏ

∫
dt
(
pq̇ −H + gp+ fq

)}∣∣∣∣∣
g=f=0

(4.2.35)

=
ℏ
i

δ

δf

∫
Dq Dp exp

{
i

ℏ

∫
dt
(
pq̇ −H + gp+ fq

)}∣∣∣∣∣
g=f=0

(4.2.36)

=
ℏ
i

δ

δf
⟨qB tB|qA tA⟩f,g

∣∣∣∣∣
f=g=0

(4.2.37)
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in cui possiamo definire la derivata funzionale in modo che:

δ

δf(t1)
f(t2) = δ(t1 − t2) (4.2.38)

in analogia con la derivata ordinaria:

∂xµ

∂xν
= δµν .

In modo analogo troviamo:∫
Dq Dp p(t) e

i
ℏ S =

ℏ
i

δ

δg
⟨qB tB|qA tA⟩f,g

∣∣∣∣∣
f=g=0

. (4.2.39)

Possiamo generalizzare i risultati (4.2.37) e (4.2.39) come:

⟨qB tB|T [Q(t1) . . . Q(tn)P (tn+1) . . . P (tn+k)] |qA tA⟩ = (4.2.40)

=

∫
Dq Dp q(t1) . . . q(tn) p(tn+1) . . . p(tn+k) e

i
ℏ S (4.2.41)

=

(
ℏ
i

)n+k δn

δ f1 . . . δ fn

δk

δ gn+1 . . . δ gn+k
⟨qB tB|qA tA⟩f,g

∣∣∣∣∣
f=g=0

(4.2.42)

il che ci sarà molto utile, tra pochissimo, quando dovremo quantizzare le
teorie di campo.

Il punto però è vedere perché ci interessano effettivamente gli integra-
li funzionali. Infatti, in Meccanica Quantistica non relativistica non c’era
molta differenza tra l’utilizzo della formulazione hamiltoniana (Schrödinger
e Heisenber) piuttosto che quella lagrangiana (Feynman e gli integrali di
cammino). Ora, in Teoria Quantistica dei Campi, è tutto più complicato
e ci renderemo conto in questo capitolo come gli integrali funzionali (co-
micamente) rendano la trattazione di alcune teorie più semplici rispetto la
quantizzazione canonica.

Tutto girerà attorno una particolare relazione. Per scrivere già relazioni
con quantità della QFT sostituiamo le coordinate q con i campi ϕ, e le
osservabili generiche Q, con i campi ϕ̂. Risulta abbastanza rapido vedere che
il prodotto T -ordinato:

⟨ϕb|Tϕ(x1)ϕ(x2) |ϕa⟩ = N
∫
Dϕ ϕ(x1)ϕ(x2) exp

{
i

∫
dtL(ϕ, ϕ̇)

}
(4.2.43)

in realtà è collegato alla funzione di Green. Possiamo vedere che nel proce-
dimento che dovremmo seguire per dimostrare (4.2.43), i primi due passaggi
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sarebbero:

⟨ϕ(xb)|Tϕ(x1)ϕ(x2) |ϕ(xa)⟩ = ⟨ϕ(x⃗b)|T
[
ϕ(x1)ϕ(x2)e

−iH(tb−ta)
]
|ϕ(x⃗a)⟩

(4.2.44)

ma se seguiamo esattamente il ragionamento fatto quando avevamo ricavato
la formula di Gell-Mann-Low; mi riferisco alla scrittura (1.2.62), per cui
possiamo scrivere:

e−iHt |ϕ⟩ =
∑
n

e−iEn |n⟩ ⟨n|ϕ⟩ −→
t→∞(1−iε)

⟨Ω|ϕ⟩ e−iE0t |Ω⟩ (4.2.45)

allora risulta abbastanza chiaro che possiamo scrivere, fattorizzando tutte le
costanti in N :

⟨ϕ(xb)|Tϕ(x1)ϕ(x2) |ϕ(xa)⟩ = N ⟨Ω|Tϕ(x1)ϕ(x2) |Ω⟩ . (4.2.46)

Dunque, vista la relazione (4.2.43) possiamo dire che:

⟨Ω|Tϕ(x1)ϕ(x2) |Ω⟩ = N
∫
Dϕ ϕ(x1)ϕ(x2) exp

{
i

∫
dtL(ϕ, ϕ̇)

}
(4.2.47)

che ci mostra la vera utilità degli integrali funzionali in Teoria Quantistica dei
Campi. Infatti, ci "basta" calcolare gli integrali per determinare le funzioni
di Green della teoria in esame.

4.3 Campi scalari

Per comodità ci rimettiamo nelle unità naturali, quindi con ℏ = 1, utilizziamo
la notazione:

⟨A⟩x =

∫
d4xA(x) (4.3.1)

e ricordiamo che per una teoria scalare abbiamo:

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2 ϕ2 − V (ϕ) (4.3.2)

S =

∫
d4xL =

∫
d4x

(
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2 ϕ2 − V (ϕ)

)
(4.3.3)

H = πϕ̇− L =
1

2

(
π2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2

)
+ V (ϕ). (4.3.4)

Definiamo la funzione di partizione come:

Z[J ] = ⟨Ω|Ω⟩J (4.3.5)

=
1

N

∫
DϕDπ exp

{
i
(
πϕ̇−H+ Jϕ

)}
(4.3.6)

=
1

N

∫
Dϕ exp{i⟨L+ Jϕ⟩} (4.3.7)

=
1

N

∫
Dϕ exp

{
i

∫
d4x

(
L+ Jϕ

)}
(4.3.8)
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in cui abbiamo:
N = Z0[J = 0] =

∫
Dϕ eiS0 (4.3.9)

dove con S0 indichiamo l’azione della teoria libera (V (ϕ) = 0). Facendo così
il ground state in assenza di sorgenti rimane normalizzato:

Z0[0] = ⟨Ω|Ω⟩J=0 = 1. (4.3.10)

Non abbiamo definito nulla di allucinante, anzi in realtà stiamo solamente
scrivendo quello che LSZ ci diceva essere rilevante, ossia la funzione di Green,
normalizzata sul vuoto:

⟨Ω|T [ϕ(x1)ϕ(x2)] |Ω⟩
⟨Ω|Ω⟩ . (4.3.11)

Ovviamente, ci manca il ponte tra (4.3.11) e il motivo per cui abbiamo defi-
nito (4.3.8). Infatti sappiamo che (4.3.11) è legata al path-integral (4.2.47),
che ha al piano terra dei campi. La sezione iniziale riguardo le funzioni ge-
neratrici di integrali gaussiani serve proprio a costruire questo collegamento.
Se ci ricordiamo la definizione della derivata funzionale (4.2.38) possiamo
vedere che:

δ

δJ(x1)
ei⟨L+Jϕ⟩ =

δ

δJ(x1)
exp

{
i⟨1
2
∂µϕ∂

µϕ− m2

2
ϕ2 + Jϕ⟩x

}
(4.3.12)

= exp

{
i⟨1
2
∂µϕ∂

µϕ− m2

2
ϕ2 + Jϕ⟩x

}
δ

δJ(x1)
i⟨J(x)ϕ(x)⟩x (4.3.13)

= exp

{
i⟨1
2
∂µϕ∂

µϕ− m2

2
ϕ2 + Jϕ⟩x

}
i

∫
d4x

δJ(x)

δJ(x1)
ϕ(x) (4.3.14)

= iϕ(x1) exp

{
i⟨1
2
∂µϕ∂

µϕ− m2

2
ϕ2 + Jϕ⟩x

}
(4.3.15)

quindi possiamo scrivere:

⟨Ω|T [ϕ(x1) . . . ϕ(xn)] |Ω⟩ =
∫
Dϕ ϕ(x1) . . . ϕ(xn) eiS (4.3.16)

=
δn

(iδJ(x1)) . . . (iδJ(xn))

∫
Dϕ exp

{
i⟨1
2
∂µϕ∂

µϕ− m2

2
ϕ2 + Jϕ⟩x

}∣∣∣∣∣
J=0

(4.3.17)

=
δn

(iδJ(x1)) . . . (iδJ(xn))
Z[J ]

∣∣∣∣∣
J=0

(4.3.18)

dunque, colleghiamo il termine della formula di LSZ, con una derivata della
funzione di partizione (4.3.8), che per questo possiamo dire essere la funzione
generatrice delle funzioni di Green della teoria.

Il problema è che l’integrale (4.3.8) è altamente oscillante e per garantirne
la convergenza possiamo procedere in due modi:
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• Operare con la sostituzione:

L −→ L+ i
ϵ

2
ϕ2 (4.3.19)

il che è equivalente a comlessificare la massa:

m2 −→ m2 − iϵ. (4.3.20)

• Passiamo nella metrica euclidea, facendo una rotazione di Wick :

x0 = −ix0 =⇒ d4x −→ −i d4x (4.3.21)

e così otterremmo:

exp

{
−1

2

∫
d4x

( (
∂ϕ
)2

+m2ϕ2 − 2V (ϕ)
)}

(4.3.22)

che converge.

La scelta che noi faremo sarà quella di complessificare la massa, ma puoi
vedere nelle note di E. Chiarotto anche il calcolo con la rotazione di Wick.

4.3.1 Funzione di partizione di una teoria scalare libera

Vediamo ora i conti espliciti per determinare la funzione di partizione (4.3.8)
per una teoria scalare libera visto che dalla relazione (4.3.18) capiamo che
se riusciamo a calcolarla, ovvero darne una rappresentazione esplicita, al-
lora siamo in grado di determinare tutte le funzioni di Green che ci pare.
Per la teoria interagente sarà leggermente più lunga la trattazione poiché
all’interno della definizione (4.3.8) averemo L = L0 +LI , che ci complicherà
leggermente i conti.

Consideriamo il caso libero con V = 0 e partiamo da:

Z0[J ] =
1

N

∫
Dϕ exp

{
i

2

∫
d4x

[
∂µϕ∂

µϕ− (m2 − iϵ)ϕ2 + 2Jϕ
]}

(4.3.23)

dove ci ricordiamo che la normalizzazione la facciamo con:

N =

∫
DϕeiS0 . (4.3.24)

Il modo più semplice per calcolare Z è quello di passare nello spazio delle
fasi facendo una trasformata di Fourier:

F̃ (p) =

∫
d4xF (x) eipx (4.3.25)

F (x) =

∫
d4p

(2π)4
F̃ (p) e−ipx. (4.3.26)
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Possiamo risolvere l’integrale come fatto per integrali gaussiani generici, poi-
ché possiamo passare nello spazio di Fourier, completrare il quadrato, così
da avere un integrale quadratico nei campi e un altro dipendente solamente
dalla sorgente. Abbiamo nell’esponenziale:

I =
i

2

∫
d4x

[
∂µϕ∂

µϕ− (m2 − iϵ)ϕ2 + 2Jϕ
]

(4.3.27)

facciamo la sostituzione i∂µ → pµ

=
i

2

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
d4p′

(2π)4

[
−
(
pµ p′µ +m2 − iϵ

)
ϕ̃(p) ϕ̃(p′)+

+ J̃(p) ϕ̃(p′) + J̃(p′) ϕ̃(p)
]
e−i (p+p

′)x (4.3.28)

=
i

2

∫
d4p

(2π)4
d4p′

(2π)4

[
−
(
pµ p′µ +m2 − iϵ

)
ϕ̃(p) ϕ̃(p′)+

+ J̃(p) ϕ̃(p′) + J̃(p′) ϕ̃(p)
]
(2π)4 δ4(p+ p′) (4.3.29)

=
i

2

∫
d4p

(2π)4

[ (
p2 −m2 + iϵ

)
ϕ̃(p) ϕ̃(−p) + J̃(p) ϕ̃(−p) + J̃(−p) ϕ̃(p)

]
(4.3.30)

possiamo porre per brevità ϕ(±p) = ϕ±, ma anche:

K = p2 −m2 + iϵ (4.3.31)

che se vogliamo gioca lo stesso ruolo della A in (4.1.1), e cambiamo variabile:

ϕ̃(p) −→ ϕ̃(p)−K−1 J̃(p) (4.3.32)

che è una traslazione del campo, dunque lo Jacobiano è 1, e non ci disturba
l’integrale in alcun modo. Continuando i conti possiamo riscrivere in modo
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più comodo l’integrando:

I =
i

2

∫
d4p

(2π)4

[
K
(
ϕ̃+ −K−1 J̃+

) (
ϕ̃− −K−1 J̃−

)
+

+ J̃+

(
ϕ̃− −K−1 J̃−

)
+ J̃−

(
ϕ̃+ −K−1 J̃+

) ]
(4.3.33)

=
i

2

∫
d4p

(2π)4

[
K ϕ̃(p) ϕ̃(−p)−K−1 J̃(p) J̃(−p)

]
(4.3.34)

Torniamo nello spazio delle coordinate

=
i

2

∫
d4x

∫
d4y

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

[
∂µϕ(x)∂

µϕ(y)− (m2 − iε)ϕ(x)ϕ(y)
]
−

− i

2

∫
d4x

∫
d4y

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

p2 −m2 + iε
J(x)J(y) (4.3.35)

=
i

2

∫
d4x
[
∂µϕ∂

µϕ− (m2 − iε)ϕ2
]
−

− 1

2

∫
d4x

∫
d4y

∫
d4p

(2π)4
ie−ip(x−y)

p2 −m2 + iε
J(x)J(y) (4.3.36)

= iS0 −
1

2

∫
d4x d4y J(x)J(y)∆(x− y) (4.3.37)

= iS0 −
1

2
⟨J(x)∆(x− y) J(y)⟩xy (4.3.38)

in cui abbiamo riconosciuto il propagatore (1.1.34). L’espressione per la
funzione di partizione è dunque:

Z0[J ] =
1

N

∫
Dϕ exp

{
iS0 −

1

2
⟨J(x)∆(x− y) J(y)⟩xy

}
(4.3.39)

= exp

{
−1

2
⟨J(x)∆(x− y) J(y)⟩xy

}
(4.3.40)

in cui osserviamo che l’integrale funzionale agisce solo sul primo termine,
dato che il secondo termine è indipendente dal campo ϕ, e usando (4.3.9) lo
scriviamo come una costante moltiplicativa essendo un integrale gaussiano
risolvibile (come abbiamo visto nella prima sezione del capitolo).

4.3.2 Energia libera e funzioni di Green connesse

In questa sezione continuiamo a parlare di teoria libera, ma le stesse defini-
zioni varranno anche in una interagente, con le dovute complicazioni.

Introduciamo l’energia libera di Helmholtz W e scriviamo Z utilizzando
la funzione di Green G, che ci possiamo ricordare essere:

G(n) = ⟨0|T [ϕ1 . . . ϕn] |0⟩ . (4.3.41)
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Noi abbiamo la definizione:

Z0[J ] =

∫
Dϕ eiS0+i⟨Jϕ⟩∫
Dϕ eiS0

(4.3.42)

e abbiamo già intuito che è legata alle funzioni di Green da una relazione del
tipo (4.3.18), e per questo è la funzione generatrice delle funzioni di Green
ad n gambe della teoria. Noi scriviamo:

Z0[J ] ==
∞∑
n=0

(i)n

n!
⟨J1 . . . JnG(n)(1, . . . , n)⟩1,...,n (4.3.43)

che invertita ci da proprio:

G(n) =
δn

(iδJ1) . . . (iδJn)
Z[J ]

∣∣∣∣∣
J=0

. (4.3.44)

Se applichiamo (4.3.44) otteniamo:

G(n) = ⟨0|T [ϕ1 . . . ϕn] |0⟩ =
∑
σ

∏
ij

∆(xi − xj) (4.3.45)

in cui σ sono tutte le combinazioni possibili, e questo risultato include il
teorema di Wick, ma restituisce anche le bolle di vuoto, come vedremo nella
sezione §4.3.3.

Un’altra quantità comoda da utilizzare, poiché ci fornisce solo determi-
nate funzioni di Green, è l’energia libera, che definiamo come:

Z0[J ] = eiW0[J ] (4.3.46)

che possiamo anche scrivere in serie di potenze come:

W0[J ] =

∞∑
N=0

(i)N

N !
⟨J1 . . . JN G(N)

c (1, . . . , N)⟩1,...,N (4.3.47)

in cui Gc sono le funzioni di Green connesse. Infatti vedremo che W0 è
la funzione generatrice delle sole funzioni di Green connesse, mentre Z0[j]
contiene anche quelle non connesse (vedi l’esempio in §4.3.3). Ricaviamo le
funzioni di Green connesse:

iG(n)
c = (−1)n δn

δJ1 . . . δJn
W0[J ]

∣∣∣∣∣
J=0

(4.3.48)

ovvero restituisce lo stesso risultato della formula di Gell-Mann-Low (ed
include il teorema di Wick).
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Per la teoria libera il risultato esatto è:

W0[J ] =
i

2
⟨Jx∆F (x− y) Jy⟩x,y (4.3.49)

che descrive solo la propagazione da x1 → x2. Nella teoria libera è facile
vedere che W0[J ] contiene solo le funzioni di Green connesse, poiché l’u-
nica possibile è il propagatore tra due punti marcati, ma vedremo (senza
dimostrarlo esplicitamente) che ciò continuerà a valere anche in una teoria
interagente.

4.3.3 Valore della funzione di correlazione a 2 e 4 gambe

Analizziamo meglio la funzione di correlazione ad n gambe:

G(n) = ⟨0|T [ϕ1 . . . ϕn] |0⟩ (4.3.50)

=
δn

(iδJ1) . . . (iδJn)
Z0[J ]

∣∣∣∣∣
J=0

(4.3.51)

=
δn

(iδJ1) . . . (iδJn)
exp

{
−1

2
⟨Jx∆(x− y) Jy⟩x,y

}∣∣∣∣∣
J=0

(4.3.52)

in particolare quella a 2 gambe:

G(2) = ⟨0|T [ϕ1 ϕ2] |0⟩ (4.3.53)

=
δ2

(iδJ1) (iδJ2)
exp

{
−1

2
⟨Jx Jy∆(x− y)⟩x,y

}∣∣∣∣∣
J=0

(4.3.54)

= − δ

δJ1

[
− ⟨Jx∆(x− x2)⟩x · exp

{
−1

2
⟨Jx Jy∆(x− y)⟩x,y

}]
J=0

(4.3.55)

=
[
∆(x1 − x2) · e−

1
2
⟨Jx Jy ∆(x−y)⟩x,y−

− ⟨Jx∆(x− x2)⟩x ⟨Jy∆(x1 − y)⟩y · e−
1
2
⟨Jx Jy ∆(x−y)⟩x,y

]
J=0

(4.3.56)

= ∆(x1 − x2) (4.3.57)

in cui notiamo che utilizzando la regola di Leibnitz, quando deriviamo rispet-
to J(x1), otteniamo 2 termini, ma di cui uno privo di informazione quando
poniamo la sorgente uguale a zero. Questa cosa succederà molte volte a
causa della presenza dell’esponenziale.
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Possiamo anche vedere la funzione a 4 gambe:

G(4) = ⟨0|T [ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4] |0⟩ (4.3.58)

=
δ4

(iδJ1) . . . (iδJ4)
exp

{
−1

2
⟨Jx Jy∆(x− y)⟩x,y

}∣∣∣∣∣
J=0

(4.3.59)

=
δ3

δJ1 δJ2 δJ3

[
− ⟨Jx∆(x− x4)⟩x · exp

{
−1

2
⟨Jx Jy∆(x− y)⟩x,y

}]
J=0

(4.3.60)

=
δ2

δJ1 δJ2

[(
−∆34 + ⟨Jx∆(x− x4)⟩x ⟨Jy∆(y − x3)⟩y

)
×

× exp

{
−1

2
⟨Jx Jy∆(x− y)⟩x,y

}]
J=0

(4.3.61)

=
δ

δJ1

[(
∆34 ⟨Jx∆(x− x2)⟩x +∆(x2 − x4) ⟨Jx∆(x− x3)⟩x+

+∆(x2 − x3) ⟨Jx∆(x− x4)⟩x −
4∏
i=2

⟨Jx∆(x− xi)⟩x
)
Z0[J ]

]
J=0

(4.3.62)

= ∆(x1 − x2)∆(x3 − x4) + ∆(x1 − x3)∆(x2 − x4)+
+∆(x1 − x4)∆(x2 − x3) (4.3.63)

in cui riconosciamo lo stesso risultato che ci forniva il teorema di Wick nel
caso della teoria λϕ4 (1.3.20).

Dunque, possiamo dire che la quantizzazione tramite gli integrali funzio-
nali contiene al suo interno, per costruzione, il teorema di Wick. In un certo
senso potremmo dire che fare le contrazioni del teorema di Wick, in questa
nuova formulazione, si è trasformato nel fare delle derivate.

4.3.4 Funzione di partizione di una teoria interagente

Consideriamo una lagrangiana di interazione:

L = L0 + Lint (4.3.64)

=
1

2
(∂µϕ)

2 − 1

2
m2ϕ2 − V (ϕ) (4.3.65)

in cui consideriamo un potenziale che dipende da una costante di accoppia-
mento λ piccola, in modo che V sia una pertubazione rispetto alla teoria
libera. Avremo:

S = S0 −
∫

d4xV (ϕ). (4.3.66)
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Riprendiamo la definizione della funzione di partizione (4.3.8) e genera-
lizziamola nel caso interagente come:

Z[J ] =

∫
Dϕ eiS+i⟨Jϕ⟩∫
Dϕ eiS0

(4.3.67)

=

∫
Dϕ eiS0−⟨V (ϕ)⟩+i⟨Jϕ⟩∫

Dϕ eiS0
(4.3.68)

che non ha più un’integrale gaussiano a numeratore e non ci permette di
calcolarlo facilmente come nel caso di Z0[J ]. Quello che possiamo fare però
è spezzare l’integrale come:

Z[J ] =
1

N

∫
Dϕ e−⟨V (ϕ)⟩eiS0+i⟨Jϕ⟩ (4.3.69)

in cui ci siamo ricordati della definizione della normalizzazione (4.3.24). A
questo punto dobbiamo ricordarci il procedimento che abbiamo fatto nella
sezione §4.1 ed in particolare ciò che ci ha portato a (4.1.13). Infatti, pos-
siamo vedere un’analogia con quello che stiamo trattando in questa sezione;
noi prima volevamo integrare:∫

dx f(x) e−Ax
2+xt

e siamo giunti al risultato:

f

(
d

dt

)√
π

A
et

2/(2A)

sviluppando in serie la funzione f(x). Se ora mimiamo quello già fatto nel
caso facile, dunque sviluppiamo l’esponenziale con il potenziale (che dipende
in genere da una qualche potenza di ϕ):

e−i⟨V (ϕ)⟩ =
∑

cn (⟨ϕ(x)⟩x)n (4.3.70)

allora possiamo vedere:

Z[J ] =
1

N
∑

cn

∫
Dϕ (⟨ϕ(x)⟩x)n exp{iS0 + i⟨Jϕ⟩} (4.3.71)

=
1

N
∑

cn
δn

(iδJ)n

∫
Dϕ exp{iS0 + i⟨Jϕ⟩} (4.3.72)

=
1

N exp

{
−i⟨V

(
δ

iδJ(x)

)
⟩x
}∫

Dϕ exp{iS0 + i⟨Jϕ⟩} (4.3.73)

= exp

{
−i⟨V

(
δ

iδJ(x)

)
⟩x
}
Z0[J ]. (4.3.74)
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Siamo contenti perché con (4.3.74) possiamo calcolare l’integrale funzionale
con serie perturbativa.

Noi conosciamo la definizione (4.3.46), per cui ci viene comodo prendere
il logaritmo dell’espressione (4.3.74). Scrivendo:

Z[J ] = eiW [J ] (4.3.75)

= exp

{
−i⟨V

(
δ

iδJ(x)

)
⟩x
}
eiW0[J ] (4.3.76)

= eiW0 e−iW0 e−i⟨V ⟩ eiW0 (4.3.77)

possiamo vedere:

iW [J ] = iW0 + log
(
e−iW0 e−i⟨V ⟩ eiW0

)
(4.3.78)

= iW0 + log
[
1 + e−iW0

(
e−i⟨V ⟩ − 1

)
eiW0

]
(4.3.79)

in cui possiamo definire:

δ[J ] = e−iW0

(
e−i⟨V ⟩ − 1

)
eiW0 (4.3.80)

così che arriviamo alla scrittura:

iW [J ] = iW0[J ] + log (1 + δ[J ]). (4.3.81)

Però, se il potenziale dipende da una costante di accoppiamento λ piccola,
allora λ ≪ 1 implica δ ≪ 1 e possiamo fare uno sviluppo perturbativo e
scrivere:

δ(λ) = e−iW0

(
e−i⟨V ⟩ − 1

)
eiW0 (4.3.82)

≈ e−iW0

( ∞∑
n=1

(−i)n
n!
⟨V ⟩n

)
eiW0 (4.3.83)

=
∞∑
n=1

δn λ
n (4.3.84)

= λδ1 + λ2δ2 + . . . (4.3.85)

in cui abbiamo definito il coefficiente come:

δn =
(−i)n
n!

e−iW0

(
1

λ
⟨V (δJ)⟩

)n
eiW0 (4.3.86)

con δJ derivate funzionali. In particolare i primi termini, che sono quelli che
analizziamo, risultano essere:

δ1 = −ie−iW0
⟨V (δJ)⟩

λ
eiW0 , δ2 =

(−i)2
2!

e−iW0
⟨V (δJ)⟩x

λ

⟨V (δJ)⟩y
λ

eiW0

(4.3.87)
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e se esplicitiamo tutto all’interno dello sviluppo in serie abbiamo:

δ(λ) = e−W0

(
−⟨V ⟩+ 1

2
⟨V ⟩2 − 1

3!
⟨V ⟩3 + . . .

)
eW0 (4.3.88)

= δ1λ+ δ2λ+ δ3λ+ . . . (4.3.89)

Se sviluppiamo il termine δ[J ] e il logaritmo che lo contiene, allora otteniamo:

iW [J ] = iW0 + log (1 + δ[J ]) (4.3.90)

= iW0 +

∞∑
n=1

(−1)n
n

δn[J ] (4.3.91)

= iW0 +
∞∑
n=1

(−1)n
n

[ ∞∑
m=1

δm λ
m

]n
(4.3.92)

≈ iW0 −
(
δ1λ+ δ2λ

2 + . . .
)
+

1

2

(
δ1λ+ δ2λ

2 + . . .
)2−

− 1

3

(
δ1λ+ δ2λ

2 + . . .
)3

+ . . . (4.3.93)

= iW0 −
[
δ1λ+

(
δ2 −

1

2
δ21

)
λ2+

+

(
δ3 − δ1 δ2 +

1

3
(δ1)

3

)
λ3 + . . .

]
(4.3.94)

il fatto che per ogni ordine λn non ci sia solo δn, ma vengano sottratti i
termini inferiori di δ, fa si che i diagrammi disconnessi si semplifichino e
quindi che W [J ] sia più utile rispetto a Z[J ] per calcolare quantità fisica-
mente interessanti. Ovviamente per convincerci che W [J ] contenga solo cose
connesse dobbiamo fare un esempio specifico, in cui diamo un’espressione al
potenziale e ci calcoliamo tutti i termini delle espressioni di Z[J ] e W [J ].

4.3.5 Esempio con la teoria ϕ4

Ricordiamo che per gli scalari liberi abbiamo il risultato esatto:

W0[J ] =
i

2
⟨Jx∆F (x− y) Jy⟩x,y (4.3.95)

e ora consideriamo la teoria:

V (ϕ) =
λ

4!
ϕ4 (4.3.96)

dunque:

V

(
⟨ δ

δJ(x)
⟩x
)

=
λ

4!
⟨ δ4

iδJ(x)4
⟩x (4.3.97)
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per cui, in base ai risultati di prima, abbiamo:

iW [J ] = iW0 −
[
δ1λ+

(
δ2 −

1

2
δ21

)
λ2+

+

(
δ3 − δ1 δ2 +

1

3
(δ1)

3

)
λ3 + . . .

]
(4.3.98)

noi ci fermeremo al secondo ordine, per cui ci interessa calcolare:

δ1 = e−iW0
⟨V (δJ)⟩

λ
eiW0 = − i

4!
e−iW0⟨ δ4

δJ(x)4
⟩xeiW0 (4.3.99)

δ2 =
(−i)2
2

e−iW0
⟨V (δJ)⟩x

λ

⟨V (δJ)⟩y
λ

eiW0 (4.3.100)

=
1

2

(−i
4!

)2

e−iW0⟨ δ4

δJ(x)4
⟩x⟨

δ4

δJ(y)4
⟩y eiW0 (4.3.101)

e possiamo renderci conto che aggiungendo 1 = eiW0e−iW0 tra i due integrali
delle derivate funzionali di δ2 otteniamo:

δ2 =
1

2

(−i
4!

)2

e−iW0⟨ δ4

δJ(x)4
⟩x eiW0e−iW0 ⟨ δ4

δJ(y)4
⟩y eiW0 (4.3.102)

=
1

2

(−i
4!

)2

e−iW0⟨ δ4

δJ(x)4
⟩x eiW0 δ1 (4.3.103)

e questa cosa sarà particolarmente importante nei conti. Infatti possiamo
renderci conto che nonostante abbiamo due ternini uguali all’interno di δ2:

δ2 =
1

2

(−iλ
4!

)2

e−iW0⟨ δ4

δJ(x)4
⟩x eiW0 e−iW0 ⟨ δ4

δJ(y)4
⟩y eiW0

=δ1

il primo non è δ1 poiché la sua derivata può agire sia su eiW0 che su tutto
ciò che c’è alla sua destra, per cui non possiamo scrivere direttamente δ2 =
δ21 ; però quando la prima derivata agisce solo su e−iW0 , allora ci fornisce
dei diagrammi disconnessi, visto che integriamo il primo δ1 su x, mentre il
secondo su y e dunque non c’è nulla che lega i due punti marcati2. Quando
la derivata del termine sottolineato agisce sul resto del contenuto di δ2 (ossia
δ1 a destra) questi termini ci forniscono i contributi in cui x è legato ad
y, poiché integriamo sul vertice d4x, dunque abbiamo diagrammi connessi.
Notiamo solo che non stiamo dicendo che l’affermazione "W [J ] contiene solo
diagrammi connessi" sia sbagliata, poiché notiamo che il coefficiente davanti

2L’unico modo che abbiamo di legare dei punti è quello di integrare su un vertice, in
d4x ad esempio, entrambi.
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al primo elemento di δ2 è +1/2 e noi, se ci ricordiamo bene la formula (4.3.98),
possiamo vedere che i due fattori δ21 , nel contributo λ2, si cancellano, e ci
garantiscono il non avere diagrammi disconnessi.

Ovviamente questo discorso un po’ qualitativo che abbiamo fatto si può
dimostrare e si può anche vedere valere ad ordini superiori a λ2.

Calcoliamo i primi due contributi, ossia δ1 e δ2 in modo esplicito, così da
vedere l’espressione esplicita di W [J ] all’ordine λ2 e verificare che contiene
solo diagrammi connessi. Vedi l’osservazione prima dell’equazione (4.3.136)
per i pedici che mettiamo. Cominciamo, facendo attenzione alle molteplicità,
con il termine facile:

δ1 = −eW0

(
1

λ
⟨V (δJ)⟩

)
e−W0 (4.3.104)

= − i

4!
eW0 ⟨

(
δ

δ Jz

)4

⟩z exp

{
−1

2
⟨Jx∆xy Jy⟩xy

}
(4.3.105)

= − i

4!
eW0 ⟨ δ

3

δ J3
z

{
−Jx∆xz⟩xz exp

{
−1

2
⟨Jx∆xy Jy⟩xy

}}
(4.3.106)

= − i

4!
eW0 ⟨ δ

2

δ J2
z

{[
−∆zz + (−Jx∆xz)

2
]
⟩xz exp

{
−1

2
⟨Jx∆xy Jy⟩xy

}}
(4.3.107)

= − i

4!
eW0 ⟨ δ

δ Jz

{[
3∆zz ⟨Jx∆xz⟩x + (⟨Jx∆xz⟩x)3

]
×

× exp

{
−1

2
⟨Jx∆xy Jy⟩xy

}}
⟩z (4.3.108)

= − i

4!
eW0 ⟨

[
3(∆zz)

2 + 6∆zz (⟨Jx∆xz⟩x)2 + (⟨Jx∆xz⟩x)4
]
⟩z e−W0

(4.3.109)

= −i
{
⟨1
8
(∆zz)

2 +
1

4
∆zz (Jx∆xz)

2 +
1

24
(Jx∆xz)

4⟩xz
}

(4.3.110)

in cui ci siamo resi conto che una volta finite le derivate possiamo spostare co-
me vogliamo gli esponenziali, che chiaramente insieme fanno 1. Fermandoci
all’ordine λ avremmo dunque:

iW [J ] = iW0[J ]− iλδ1 + . . . (4.3.111)

= −1

2
⟨Jx∆(x− y) Jy⟩xy − iλ

{
⟨1
8
(∆zz)

2 +
1

4
∆zz (Jx∆xz)

2+

+
1

24
(Jx∆xz)

4⟩xz
}

(4.3.112)
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e ci rendiamo conto che W [J ] contiene i contributi delle funzioni di Green a
0, 2 e 4 punti. Infatti, usando (4.3.48), possiamo calcolarci brevemente:

Gc0 = iW [J ]

∣∣∣∣∣
J=0

(4.3.113)

= − iλ
8

∫
d4z∆2

zz (4.3.114)

Gc2(x1, x2) =
δ2

(iδJ(x1))(iδJ(x2))
iW [J ]

∣∣∣∣∣
J=0

(4.3.115)

= ∆x1x2 +
iλ

2
⟨∆zz∆zx1∆zx2⟩z (4.3.116)

Gx4(x1, x2, x3, x4) =
δ4

(iδJ(x1))(iδJ(x2))(iδJ(x3))(iδJ(x4))
iW [J ]

∣∣∣∣∣
J=0

(4.3.117)

=
−iλ
4!

4!⟨∆zx1∆zx2∆zx3∆zx4⟩z (4.3.118)

che rispettivamente corrispondono ai diagrammi di Feynman nel diagramma
4.3.119, ossia solo diagrammi connessi.

Gc0 : Gc2 : +

z
x1 x2

x1 x2

Gc4 :

x1 x2

x3 x4

(4.3.119)
Il motivo per cui Z[J ] contiene anche le funzioni non connesse è dovuto

alla presenza di Z0[J ] al fondo della sua espressione:

Z[J ] = exp

{
−i⟨V

(
δ

iδJ(x)

)
⟩x
}
Z0[J ]

poiché quando ci mettiamo a fare il suo sviluppo perturbativo ci vengono
dei termini aggiuntivi dovuti alle derivate che agiscono su Z[0]. Prendendo
lo sviluppo di δ[J ] (4.3.85) vediamo:

Z[J ] ∼ Z0[J ] + λδ1Z0[J ] + . . . (4.3.120)
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possiamo calcolare rapidamente il primo ordine:

λδ1Z0[J ] = −
i

4!
⟨ δ4

δJ(x)4
⟩x exp

{
−1

2
⟨Ju∆uvJv⟩uv

}
(4.3.121)

= − i

4!
⟨ δ3

δJ(x)3

(
−∆xvJv

)
⟩xv exp

{
−1

2
⟨Ju∆uvJv⟩uv

}
(4.3.122)

= − i

4!
⟨ δ2

δJ(x)2

(
−∆xx +∆xvJv∆uxJu

)
⟩xuv×

× exp

{
−1

2
⟨Ju∆uvJv⟩uv

}
(4.3.123)

= − i

4!
⟨ δ

δJ(x)

(
∆xx∆xuJu + 2∆xx∆xuJu−

−∆xv∆xu∆xwJuJvJw

)
⟩xuvw exp

{
−1

2
⟨Ju∆uvJv⟩uv

}
(4.3.124)

= − i

4!
⟨
(
3∆2

xx − 3∆xx∆xu∆xvJu − 3∆xx∆xv∆xuJuJv+

+∆xv∆xu∆xw∆xzJvJuJwJz

)
⟩xuvwz exp

{
−1

2
⟨Ju∆uvJv⟩uv

}
(4.3.125)

duqnue, all’ordine λ, abbiamo:

Z[J ] = Z0[J ] + λδ1Z0[J ] (4.3.126)

= ⟨
[
1− iλ

4!

(
3∆2

xx − 6∆xx∆xu∆xvJu+

+∆xv∆xu∆xw∆xzJvJuJwJz

)]
Z0[J ]⟩xuvwz (4.3.127)

il punto è che ora le funzioni di Green con 0, 2 e 4 gambe, come nel caso di
W [J ], non hanno solamente contributi connessi, ma ci sono anche contributi
disconnessi. Questo è dovuto al fatto che la derivata agisce sia ai pezzi al
piano terra che su Z0[J ].

Notiamo solo che la funzione di Green a 0 gambe è:

G0 = Z[J ]

∣∣∣∣∣
J=0

= 1− 3
iλ

4!
⟨∆2

xx⟩x (4.3.128)

in cui 1 rappresenta il vuoto, ovvero un diagramma in cui non c’è nulla, e non
lo consideriamo; mentre, il secondo termine, oltre a vedere che 3/4! = 1/8 è
il fattore di simmetria del diagramma, è un doppio loop che si chiude su x.
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Per completezza possiamo vedere che δ2 contiene solo termini connessi3:

δ2 =
1

2
eiW0

(
1

λ
⟨V (δJ)⟩

)2

e−iW0 (4.3.129)

=
1

2 (4!)2
eiW0

(
δ

δ Jw

)4 ( δ

δ Jz

)4

exp

{
1

2
⟨Jx∆xy Jy⟩xy

}
(4.3.130)

=
1

2 (4!)2
eiW0

(
δ

δ Jw

)4
{[

3(∆zz)
2 + 6∆zz (⟨Jx∆xz⟩x)2+

+ (⟨Jx∆xz⟩x)4
]
exp

{
1

2
⟨Jx∆xy Jy⟩xy

}}
(4.3.131)

=
1

2 (4!)2
eiW0

{
δ4

δ J4
w

[
3(∆zz)

2 + 6∆zz (⟨Jx∆xz⟩x)2 + (⟨Jx∆xz⟩x)4
]
×

× exp

{
1

2
⟨Jx∆xy Jy⟩xy

}
+

+ 4
δ3

δJ3
w

[
3(∆zz)

2 + 6∆zz (⟨Jx∆xz⟩x)2 + (⟨Jx∆xz⟩x)4
]
×

× δ

δ Jw
exp

{
1

2
⟨Jx∆xy Jy⟩xy

}
+

+ 6
δ2

δJ2
w

[
3(∆zz)

2 + 6∆zz (⟨Jx∆xz⟩x)2 + (⟨Jx∆xz⟩x)4
]
×

× δ2

δ J2
w

exp

{
1

2
⟨Jx∆xy Jy⟩xy

}
+

+ 4
δ

δJw

[
3(∆zz)

2 + 6∆zz (⟨Jx∆xz⟩x)2 + (⟨Jx∆xz⟩x)4
]
×

× δ3

δ J3
w

exp

{
1

2
⟨Jx∆xy Jy⟩xy

}
+

+
[
3(∆zz)

2 + 6∆zz (⟨Jx∆xz⟩x)2 + (⟨Jx∆xz⟩x)4
]
×

× δ4

δ J4
w

exp

{
1

2
⟨Jx∆xy Jy⟩xy

}}
(4.3.132)

=
1

2 (4!)2

{
(4!)(∆zw)

4 + 4
[
(4!) (∆zw)

3 ⟨Jx∆xz⟩x
]
· ⟨Jy∆wy⟩y+

+ 6
[
12∆zz (∆zw)

2 + 12(∆zw)
2 (⟨Jx∆xz⟩x)2

]
×

×
[
∆ww + (⟨Jy∆wy⟩y)2

]
+

+ 4
[
12∆zz∆zw ⟨Jx∆xz⟩x + 4∆zw (⟨Jx∆xz⟩x)3

]
×

×
[
3∆ww ⟨Jy∆wy⟩y + (⟨Jy∆wy⟩y)3

]
+

+
[
3(∆zz)

2 + 6∆zz (⟨Jx∆xz⟩x)2 + (⟨Jx∆xz⟩x)4
]
×

×
[
3(∆ww)

2 + 6∆ww (⟨Jy∆wy⟩y)2 + (⟨Jy∆wy⟩y)4
]}

(4.3.133)

3Questo non lo abbiamo visto in aula.
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notiamo che l’ultimo termine è proprio 1
2(δ1)

2, quindi δ2 = 1
2δ

2
1 + (. . . ) e

questo primo termine si semplifica nello sviluppo:

W [J ] = lnN +W0 −
[
δ1λ+

(
δ2 −

1

2
δ21

)
λ2+

+

(
δ3 − δ1 δ2 +

1

3
(δ1)

3

)
λ3 + . . .

]
(4.3.134)

e in modo analogo si potrebbe vedere che:

δ3 = δ1 δ2 −
1

3
(δ1)

3 + (. . . ). (4.3.135)

Osservazione Da notare che nella formula precedente abbiamo indicato
con z, w i vertici e con x e y i punti esterni, inoltre abbiamo omesso di
segnare esplicitamente l’integrale sui vertici (z, w). Volendo distinguere cia-
scun punto esterno (numeri) dai vertici (lettere) e raggruppando i diagrammi
equivalenti otteniamo:

δ1 = −
1

4!

(
3⟨∆2

xx⟩x + 6⟨∆xx∆x1∆x2 J1 J2⟩x12+

+ ⟨∆x1∆x2∆x3∆x4 J1 J2 J3 J4⟩x1234
)

(4.3.136)

insieme a:

δ2 −
1

2
(δ1)

2 =
1

2 (4!)

{
⟨(∆zw)

4 + 3∆zz (∆zw)
2∆ww⟩zw+

+ ⟨J1∆1z

(
4(∆zw)

3 + 6∆zz(∆zw)
2 + 6∆zz∆zw∆ww

)
∆w2 J2⟩zw12+

+ ⟨J1 J2∆1z∆2z

(
3(∆zw)

2
)
∆w3∆w4 J3 J4⟩zw1234+

+ ⟨J1∆1z (4∆zz∆zw) ∆2w∆3w∆4w J2 J3 J4⟩zw1234+

+ ⟨J1 J2 J3∆1z∆2z∆3z

(
2

3
∆zw

)
∆w4∆w5∆w6 J4 J5 J6⟩zw123456

}
(4.3.137)

imponendo:
Z[J = 0] = 1 (4.3.138)

eliminiamo tutte le funzioni di Green con zero gambe esterne (G(n=0)) tra-
mite la costante di normalizzazione:

lnN =
∑

G(n=0). (4.3.139)
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4.3.6 Generalizzazione ad n campi

Ovviamente tutto ciò che abbiamo fatto, per un solo campo scalare, si può
generalizzare ad n campi scalari, introducendo un termine di sorgente per
ognuno di essi. Avremo

L(ϕi, ∂µϕi) (4.3.140)

e dunque la definizione:∫
Dϕ1 . . .Dϕn exp

{
iS + i

∑
i

⟨ϕiJ i⟩
}
. (4.3.141)

Nel caso in cui abbiamo la teoria libera, dunque S = S0, è semplice da calco-
lare (come in MQ) poiché abbiamo n integrali gaussiani che si fattorizzano
e avremo:

= N exp

{
−1

2

n∑
i=1

⟨J i(x)∆i(x− y)J i(y)⟩xy
}

(4.3.142)

dunque, l’energia libera è data dalla somma delle energie libere.

4.4 Funzione di partizione per campi fermionici

Vediamo ora come quantizzare i campi spinoriali. È cruciale la sezione §4.1.3
sulle variabili non commutanti.

I campi fermionici e le sorgenti (η, η) si comportano come variabili di
Grassmann complesse, dunque scriviamo l’integrale su tutte le possibili con-
figurazioni dei campi, in modo analogo a quanto fatto per il campo scalare.
In questo caso abbiamo:

S0 =

∫
d4xψ

(
i/∂ −m

)
ψ (4.4.1)

dunque, con i termini di sorgente4:

Z0[η, η] =
1

N

∫
Dψ Dψ exp

{
i

∫
d4x

(
ψ(i/∂ −m)ψ + ηψ + ψη

)}
(4.4.2)

sempre con N = Z0[η = 0, η = 0]. Ovviamente noi saremo interessati a
calcolare oggetti del tipo:∫

Dψ Dψ eiS0 ψα1
(x1) . . . ψβ1(y1) . . . (4.4.3)

4Nota che noi introduciamo delle sorgenti della stessa natura dei campi che studiamo,
poiché nell’esponenziale dobbiamo avere dei numeri ordinari.



184 CAPITOLO 4. Funzioni di partizione

poiché sappiamo essere strettamente legato alle funzioni di Green della teoria.
Però quando studiamo le derivate delle sorgenti dobbiamo fare attenzione ai
segni perché dobbiamo portare δη (e δη) vicino ad η (ed η) e compariranno
dei segni negativi. Infatti possiamo notare che derivando Z0[η, η] rispetto η
(che avrà anche un’indice spinoriale) otteniamo:

δ

δηα1(x1)
Z0[η, η] =

1

N

∫
Dψ Dψ (−i)ψα1

(x1) e
... (4.4.4)

poiché la derivata deve passare attraverso il campo ψ per arrivare ad η, per
cui esce un segno meno; similmente per η:

δ

δηα1
(x1)

Z0[η, η] =
1

N

∫
Dψ Dψ (i)ψα1(x1) e

... (4.4.5)

in cui non c’è segno perché non dobbiamo anticommutare nulla. In modo da
semplificare le espressioni inseriamo dei fattori (−i) ed i insieme alle derivate.
Per il caso di 4 campi avremmo:

⟨0|T [ψ1 ψ2 ψ3 ψ4] |0⟩ =
∫
Dψ Dψ ψ1 ψ2 ψ3 ψ4 exp

{
i

∫
d4
(
ψ(i/∂ −m)ψ + ηψ − ηψ

)}
(4.4.6)

=

∫
Dψ Dψ (−1)2

δ

(−iδη4)
δ

(−iδη3)
δ

(iδη2)

δ

(iδη1)
×

× exp

{
i

∫
d4
(
ψ(i/∂ −m)ψ + ηψ + ηψ

)}
(4.4.7)

=

∫
Dψ Dψ

δ

(iδη4)

δ

(iδη3)

δ

(iδη2)

δ

(iδη1)
×

× exp

{
i

∫
d4
(
ψ(i/∂ −m)ψ + ηψ + ηψ

)}
(4.4.8)

=
δ

(iδη4)

δ

(iδη3)

δ

(iδη2)

δ

(iδη1)
Z0[η, η]. (4.4.9)

Nel caso generico:

δn+m

(−iδηα1(x1)) . . . (−iδηαn(xn))(iδηβ1(y1)) . . . (iδηβm(ym))
Z0[J ] =

=
1

N

∫
DψDψ ψα1

(x1) . . . ψαn
(xn)ψβ1(y1) . . . ψβm(ym) e

... (4.4.10)

in cui abbiamo considerato il fatto che ogni volta che deriviamo, la derivata
successiva deve passare attraverso il campo che sta al piano terra, per cui
guadagniamo un segno meno; però una volta finite le derivate possiamo
riarrangiare i termini e ottenere gli stessi fattori (−1) che avevamo facendo
entrare le derivate; per cui complessivamente otteniamo (+1). Per vederlo
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bene puoi vedere il caso con poche derivate. Nota anche che la derivata
funzionale per oggetti con indici spinoriali ci da (per definizione):

δηβ(w)

δηα(x)
= δαβ δ

n(w − x). (4.4.11)

Il nostro scopo, così come avevamo fatto per il campo scalare, è quello di
risolvere l’integrale (4.4.2). Consideriamo il passaggio nello spazio di Fourier:

ψ(x) =

∫
d4p

(2π)4
ψ̃(p) e−ipx (4.4.12)

e idem per η e η; facciamo questo perché altrimenti avremmo un operatore il
cui inverso non potremmo definirlo com 1/A. Possiamo calcolare l’integrale
dell’esponente (sempre complessificando la massa):

I = i

∫
d4x

[
ψ(i/∂ −m+ iε)ψ + η ψ + ψ η

]
(4.4.13)

passiamo nello spazio degli impulsi

= i

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
d4q

(2π)4

[
ψ̃(q) (/p−m+ iε) ψ̃(p)+

+ η̃(q) ψ̃(p) + ψ̃(q) η̃(p)
]
e−ix (p+q) (4.4.14)

= i

∫
d4p

(2π)4
d4q

[
ψ̃(q) (/p−m+ iε) ψ̃(p)+

+ η̃(q) ψ̃(p) + ψ̃(q) η̃(p)
]
δ4(p+ q) (4.4.15)

= i

∫
d4p

(2π)4

[
ψ̃(−p) (/p−m+ iε) ψ̃(p) + η̃(−p) ψ̃(p) + ψ̃(−p) η̃(p)

]
(4.4.16)

possiamo fare il cambio di variabili:

ψ̃ → ψ̃ − (/p−m+ iϵ)−1 η̃ (4.4.17)

che ha jacobiano pari ad 1, così:

= i

∫
d4p

(2π)4

[
ψ̃(−p) (/p−m+ iε) ψ̃(p)− η̃(−p) (/p−m+ iϵ)−1 η̃(p)

]
(4.4.18)
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possiamo ripassare nello spazio delle coordinate:

= i

∫
d4x

∫
d4y

∫
d4p

(2π)4
e−i(x−y)p ψ(y)(i/∂ −m+ iε)ψ(x)−

− i
∫

d4x

∫
d4y

∫
d4p

(2π)4
e−i(x−y)p η(y)(/p−m+ iε)−1η(x) (4.4.19)

= i

∫
d4x ψ(x)(i/∂ −m+ iε)ψ(x)−

−
∫

d4x

∫
d4y η(y)

∫
d4p

(2π)4
ie−i(x−y)p(/p−m+ iε)−1η(x) (4.4.20)

= iS0 −
∫

d4x d4y η(x) η(y)

[∫
d4p

(2π)4
i (/p+m)

/p−m+ iϵ
e−ip (x−y)

]
. (4.4.21)

Dunque, ricordandoci:

S(x− y) =
∫

d4p

(2π)4
i (/p+m)

p2 −m2 + iϵ
e−ip (x−y) (4.4.22)

Z0[η = 0, η = 0] =

∫
DψDψeiS0 = N (4.4.23)

abbiamo:
Z0[η, η] = exp{−⟨η(x)S(x− y) η(y)⟩xy}. (4.4.24)

Così come per il caso scalare anche ora la funzione di partizione Z0[J ]
contiene tutte le funzioni di Green, connesse e non connesse, della teoria.
Allo stesso tempo W0[J ] contiene solamente le funzioni connesse. Possiamo
ad esempio vedere:

δ2

(−iδηα1(x1))(iδηβ1(y1))
Z0[J ]

∣∣∣∣∣
η,η=0

= (4.4.25)

=
δ

(−iδηα1(x1))

(
− ⟨Sβ1β(y1 − y)ηβ(y)⟩y×

× exp{−⟨η(x)S(x− y) η(y)⟩xy}
)∣∣∣∣∣
η,η=0

(4.4.26)

= −Sβ1α1(y1 − x1) (4.4.27)

= −⟨Ω|Tψβ1(y1)ψα1
(x1) |Ω⟩ (4.4.28)

= ⟨Ω|Tψα1
(x1)ψβ1(y1) |Ω⟩ . (4.4.29)

4.5 Funzione di partizione per campi vettoriali

Se scriviamo la funzione di partizione per il campo vettoriale, nel modo in
cui abbiamo scritto quelle per il campo scalare e spinoriale, utilizzando la
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lagrangiana di Yang-Mills5:

LYM = −1

2
Tr{FµνFµν} (4.5.1)

sempre con Fµν = FAµνT
A, allora abbiamo:

Z[Jµ] = N
∫
DAµ exp

{
i

∫
d4x

(
LYM + JµAµ

)}
. (4.5.2)

Questo integrale è mal definito (non converge) perché abbiamo un’invarianza
di gauge. Infatti, stiamo integrando su tutte le possibili configurazioni di Aµ
pesate per l’azione corrispondente, però per colpa dell’invarianza di gauge:

A′
µ = Aµ +Dµω (4.5.3)

abbiamo infiniti potenziali ω (che è una generica funzione delle coordinate)
che ci danno la stessa fisica. Dunque, integrando su Aµ stiamo integrando
su tutte le infinite scelte di A′

µ, pesate con la stessa azione SYM . Per questo
l’integrale diverge6.

Per vederlo possiamo ignorare il termine di corrente: l’integrando è ugua-
le per qualunque Aµ, dunque stiamo integrando lo stesso valore per infinite
volte.

Non lo abbiamo visto in aula questo conto. Possiamo però verificare
che effettivamente l’esponenziale diverge in diversi modi, sempre a causa
dell’invarianza di gauge. Calcoliamo l’integrale nel caso di teorie abeliane,

5Non è limitante (anzi) utilizzare la teoria di Yang-Mills al posto di una teoria con
la lagrangiana di Maxwell abeliana, poiché abbiamo visto che a partire dalle teorie non
abeliane è veloce ricondursi a quelle abeliane.

6È un po’ come quando facciamo l’integrale:

∫ +∞

−∞
dx cos2 x = ∞ (4.5.4)

poiché abbiamo una funzione periodica (invariante per traslazioni) e integriamo infinite
volte la stessa cosa.
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dunque con LYM = LMaxwell = L0:

I = i

∫
d4x

(
L0 + JµAµ

)
(4.5.5)

= i

∫
d4x

[
−1

4
(∂µAν − ∂ν Aµ) (∂µAν − ∂ν Aµ) + JµAµ

]
(4.5.6)

= i

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
d4q

(2π)4

[
− 1

4

(
qµ Ãν − qν Ãµ

) (
pµ Ãν − pν Ãµ

)
+

+
1

2
J̃µ(q) Ãµ(p) +

1

2
J̃µ(p) Ãµ(q)

]
e−i (p+q)x (4.5.7)

= i

∫
d4p

(2π)4
d4q

(2π)4

[
− 1

4

(
pµ Ãν(−p)− pν Ãµ(−p)

) (
pµ Ãν(p)− pν Ãµ(p)

)
+

+
1

2
J̃µ(−p) Ãµ(p) +

1

2
J̃µ(p) Ãµ(−p)

]
(4.5.8)

=
i

2

∫
d4p

(2π)4

[(
−1

2

)(
− pµ pµ Ãν(−p) Ãν(p) + pµ pµ Ã

µ(−p) Ãν(p)+

+ pµ pµ Ã
µ(−p) Ãν(p)− pν pν Ãµ(−p) Ãµ(p)

)
− J̃µ(−p) Ãµ(p)−

− J̃µ(−p) Ãµ(p)
]

(4.5.9)

=
i

2

∫
d4p

(2π)4

[
− Ãµ(−p)

(
p2 ηµν − pµ pν

)
Ãν(p) + J̃µ(−p) Ãµ(p)+

+ Ãµ(−p) J̃µ(p)
]
. (4.5.10)

Possiamo porre l’operatore cinetico uguale a:

Pµν = ηµν − pµ pν

p2
(4.5.11)

e possiamo osservare che:

Pµν P
νρ = P ρµ = δρµ −

pρ pµ
p2

(4.5.12)

dunque che è un proiettore (ovvero può avere solo autovalori 0, 1), inoltre
osserviamo che Pµν pν = 0 e abbiamo che Tr{Pµν} = 3, quindi la matrice
Pµν non può essere invertita e questo ci impedisce di completare il quadrato
e procedere come nei casi precedenti.

La polarizzazione longitudinale (lungo la direzione del moto) è ÃLµ ∼
pµ, l’integrando non dipende dalla componente longitudinale perché L0 ∼
Pµν p

ν = 0, per la lagrangiana, mentre nella sorgente J̃µ ÃLµ ∝ pµ J̃
µ = 0

perché la corrente J è conservata (∂µ Jµ = 0 ⇒ pµ J̃
µ = 0), quindi quando

integriamo sulla polarizzazione longitudinale abbiamo:∫
DAL (1) =∞. (4.5.13)
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4.5.1 Quantizzazione di Faddeev-Popov

Chiaramente vogliamo quantizzare questa teoria evitando la divergenza del-
l’integrale, e il modo in cui riusciamo a farlo è seguire quello che ci dicono
Faddeev-Popov.

Cominciamo a vedere un esempio che poi potremo mimare. Sappiamo
calcolare:

I =

∫ +∞

−∞
dDx e−x

TAx (4.5.14)

in cui possiamo diagonalizzare la matrice (con una trasformazione di simili-
tudine):

x→ x′ , A→ A′ =

λ1
λD

 (4.5.15)

il cui Jacobiano è pari ad 1, e il risultato è:

I =

∫ +∞

−∞
dDx′ e−x

′TAdiagx
′
=

πD/2√∏
i λi

. (4.5.16)

Il problema lo abbiamo se qualche autovalore è nullo; infatti, in quel caso
l’integrale divergerebbe poiché la variabile associata all’autovalore nullo non
compare all’interno dell’integrale e noi integriamo 1 tra ±∞. Possiamo co-
munque dare un senso all’integrale I togliendo le variabili con autovettori
nulli:

I =

∫ +∞

−∞
dDx′ e−x

′TAdiagx
′
k∏
i=1

δ(x′i) (4.5.17)

in cui k conta gli autovettori nulli. Possiamo ricambiare le variabili:∫ +∞

−∞
dDx

∣∣∣∣δx′δx

∣∣∣∣ k∏
i=1

δ(x′i) e
−xTAx. (4.5.18)

Dunque, nel caso in cui ci rendiamo conto di avere un’integrale gaussiano
divergente, possiamo cambiare variabile, togliendo le variabili (che nel caso
di integrali funzionali diventano configurazioni del campo) patologiche, e
ottenere qualcosa di calcolabile, ma al prezzo di aver guadagnato una misura
diversa da 1.

Quello che faremo per quantizzare il campo vettoriale è "circa" la stessa
cosa.

Noi vogliamo fare un processo di quantizzazione, ma rispettando sem-
pre l’invarianza di Lorentz e di gauge. Però abbiamo anche detto che la
divergenza è legata all’invarianza di gauge, dunque dovremo lavorare su
quello.
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Prendiamo lo spazio delle configurazioni del vettore Aµ, in cui ogni punto
è un valore del campo e due valori differenti, collegati da una trasformazione
di gauge, diciamo che sono sulla stessa orbita di gauge. Ad ogni orbita è
associato un valore di ω e due orbite diverse non si intersecano mai. Vedi la
figura 4.1.

Ga(Aµ)

Aµ

orbita di gauge

Figura 4.1

Per evitare la divergenza dobbiamo scegliere (imporre) una direzione nello
spazio di integrazione che sia tale che venga scelto un solo rappresentante per
ogni orbita di gauge, questo equivale a imporre il gauge dall’inizio, dunque:

Ga(Aµ) = 0 (4.5.19)

dove G è detta funzione di gauge-fixing (è una funzione arbitraria che inter-
seca ogni orbita di gauge una sola volta). In questo modo non abbiamo più
una rindondanza, e integrando sulla curva Ga(Aµ) non abbiamo ∞ elementi
equivalenti, ma integriamo solamente sui rappresentanti di ogni orbita.

Osservazione: l’indice rappresenta gli elementi del gruppo: a ∈ {1, . . . , N}
in cui N è la dimensione del gruppo; se la teoria è abeliana allora N = 1,
dunque abbiamo un solo generatore e possiamo non mettere l’indice.

Definiamo:

∆−1
G [Aµ] =

∫
DU δ[Ga(AUµ )] , U = eiω

a(x)Ta
(4.5.20)

in cui U è un elemento del gruppo di gauge e AUµ è il campo trasformato.
Mettiamo in (4.5.20) la δ di Dirac in modo da imporre (4.5.19), e per come
l’abbiamo definita (4.5.20) ci dice che non è rilevante la scelta che facciamo
sull’orbita (4.5.19). Il campo Aµ, come sappiamo, trasforma con un elemento
del gruppo come:

AUµ = U Aµ U
† − i U ∂µU †. (4.5.21)
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Osserviamo che (4.5.20) è invariante di gauge perché se consideriamo A′ =
AU

′ , cioè trasformiamo con U ′, e dunque:

∆−1
G [A′

µ] =

∫
DU δ

[
Ga(A′U

µ )
]

(4.5.22)

=

∫
DU δ

[
Ga(AU

′U
µ )

]
(4.5.23)

ma il prodotto di due elementi di un gruppo appartiene ancora al grup-
po e stiamo integrando su tutti gli elementi dello stesso, dunque possia-
mo porre U ′U = U ′′ e DU = DU ′′ , pertando rinominando U ′′ → U otte-
niamo ∆−1

G (A′
µ) = ∆−1

G (Aµ) e ciò vale ∀A′, A che siano connessi da una
trasformazione di gauge. Studiamo meglio:

∆−1
G (Aµ) =

∫
DU δ

[
Ga(AUµ )

]
(4.5.24)

in cui G è una funzione di U , e facciamo un cambio di variabile:

U −→ Ga , DU = DGa det
∣∣∣∣ δUδGa

∣∣∣∣ (4.5.25)

dunque:

∆−1
G (Aµ) =

∫
DGa det

∣∣∣∣ δUδGa
∣∣∣∣ δ [Ga] = det

∣∣∣∣ δUδGa
∣∣∣∣
Ga=0

(4.5.26)

perciò otteniamo:

∆G(Aµ) = det
∣∣∣∣δGaδU

∣∣∣∣
G=0

= det
∣∣∣∣δGaδωb

∣∣∣∣
G=0

(4.5.27)

perché U dipende solo dai parametri ω:

U = e−iω
aTa

(4.5.28)

essendo i generatori delle cose costanti.

Perché abbiamo fatto tutta questa fatica? Poiché per risolvere la funzione
di partizione di Yang-Mills (YM) inseriamo:

1 = ∆G(Aµ) ·∆−1
G (Aµ) (4.5.29)

così che:

Z =

∫
DAµ ∆−1

G [Aµ] ∆G[Aµ] e
iSY M (4.5.30)

=

∫
DAµ

∫
DU δ[Ga(AUµ )] ∆G[Aµ] e

iSY M (Aµ) (4.5.31)

=

∫
DU

∫
DAµ δ[G

a(AUµ )] ∆G[Aµ] e
iSY M (Aµ) (4.5.32)
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siccome tutto l’integrale è invariante di gauge, poiché vediamo che sicuramen-
te DAµ lo è, abbiamo dimostrato che ∆G è gauge invariante e per costruzione
anche l’azione SYM lo è, allora possiamo dire che preso:

A′
µ = AUµ (4.5.33)

per ogni elemento del gruppo U fissato, avremmo:

=

∫
DU

∫
D
A′U−1

µ
δ[Ga(A′

µ)] ∆G[A
′U−1

µ ] eiSY M (A′U−1
µ ) (4.5.34)

=

∫
DU

∫
DA′

µ
δ[Ga(A′

µ)] ∆G[A
′
µ] e

iSY M (A′
µ) (4.5.35)

in cui abbiamo sfruttato l’invarianza di gauge. Dunque, per ogni elemento
del gruppo U , otteniamo sempre lo stesso integrando. Possiamo dunque
notare che il secondo integrale non dipende dal gruppo U (ricorda la relazione
(4.5.27)), dunque fattorizza7 e possiamo considerare N =

∫
DU . Per cui

abbiamo:
Z = N

∫
DAµ δ[G

a(Aµ)] ∆G[Aµ] e
iSY M (Aµ). (4.5.36)

Però la scelta Ga[Aµ] è arbitraria, l’unica cosa che conta è che selezioni un
rappresentante, per cui possiamo scrivere (4.5.19) oppure:

Ga(Aµ) = ca(x) (4.5.37)

con ca delle funzioni costanti rispetto Aµ, in modo totalmente equivalente.
In particolare, possiamo anche scegliere di mediare sui ca con un perso gaus-
siano, senza cambiare la nostra fisica poiché comunque stiamo selezionando
solo un rappresentante per ogni orbita:

= N
∫

dca exp

{
− i

2ξ
⟨caca⟩x

}∫
DAµ δ[G

a(Aµ)− ca] ∆G[Aµ] e
iSY M (Aµ)

(4.5.38)

= N
∫
DAµ det

∣∣∣∣δGaδωb

∣∣∣∣
G=0

exp

{
iSYM −

i

2ξ
⟨GaGa⟩x

}
(4.5.39)

in cui abbiamo applicato la delta di Dirac e sostituito l’espressione (4.5.27).
Però possiamo fare una scelta di gauge8:

Ga[Aµ] = ∂Aa (4.5.40)
7L’integrale su DU ci dice solo quant’è grande il gruppo e ci ridefinisce la costante di

normalizzazione (consideriamo solo gruppi compatti, quindi la dimensione del gruppo è
finita).

8Nota che è differente dal fare una scelta iniziale di gauge su Ga, poiché facendo tutta
questa fatica siamo riusciti ad avere ∆G[Aµ] al piano terra, che come vedremo, nel caso
abeliano è banale, ma nel caso non abeliano è cruciale per la quantizzazione della nostra
teoria.
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che è una scelta Lorentz invariante, e avere:

Z = N
∫
DAµ det

∣∣∣∣δGaδωb

∣∣∣∣
G=0

exp

{
iSYM −

i

2ξ
⟨(∂Aa)2⟩x

}
. (4.5.41)

Il valore di ξ fissa il gauge e può essere scelto in maniera arbitraria perché le
ampiezze di probabilità sono gauge-invarianti e quindi indipendenti da ξ.

Per procedere con la soluzione di Z dobbiamo distinguere tra il caso
abeliano (dimensione di U N = 1, fabc = 0) ed il caso non abeliano (N ̸= 1,
fabc ̸= 0). Infatti, noi abbiamo visto che vale (4.5.27), che diventa:

δGa

δU
=
δGa

δωb
=
∂(δAaµ)

δωb
(4.5.42)

però la variazione δAaµ dipende dalla natura del gruppo, se abeliano o meno.

Nel caso di una teoria abeliana (U(1), dimensione 1) con parametro ω,
scegliendo il gauge di Lorentz, per cui:

G = ∂µA′
µ = ∂µ (Aµ + ∂µω) (4.5.43)

dunque, δAµ = ∂µω, e abbiamo:

δG

δω
= ∂µ∂µ (4.5.44)

che non dipende dal campo A, quindi:

∆G = det{(2)} (4.5.45)

può essere riassorbito nella costante di normalizzazione:

Zab = N ′
∫
DAµ exp

{
iSYM −

i

2ξ
⟨(∂A)2⟩

}
(4.5.46)

e questo è esattamente Gupta-Bleuler della sezione §3.2.2.

Per una teoria di Yang-Mills (teoria non-abeliana) invece la A trasforma
con la derivata covariante del parametro ω; infatti ricordiamo che per U =
eiω

a(x)Ta con a ∈ {1, . . . , N} abbiamo che:

δAaµ = Dµωa (4.5.47)

= ∂µω
a + gfabcωbAcµ (4.5.48)

=
(
∂µδ

a
b + gfabcAcµ

)
ωb (4.5.49)

dunque:

δGa

δωd
=
∂µ(Dµωa)

δωd
(4.5.50)

= ∂µ
(
∂µδ

a
b + gfabcAcµ

)
δbd (4.5.51)
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per cui vediamo che ora ∆G dipende dal campo Aµ e non possiamo più
fattorizzarlo. Scriviamo quindi:

Z = N
∫
DAµ det

{[
∂µ
(
∂µδ

a
b + gfabcAcµ

)]}
×

× exp

{
iSYM −

i

2ξ
⟨(∂A)2⟩

}
. (4.5.52)

La scrittura (4.5.52) è un po’ bruttina, ma possiamo riscriverla meglio se ci
rendiamo conto che il determinante che compare dentro può essere espresso
come risultato di un integrale gaussiano su variabili di Grassmann. Infatti,
ricordando il risultato (4.1.58) possiamo scrivere (attenzione che le c che
stiamo introducendo sono differenti da quelle in (4.5.37)):

det
{[
∂µ
(
∂µδ

a
b + gfabcAcµ

)]}
=M

∫
DcaDcaeiSgh (4.5.53)

dove:
Sgh =

∫
d4x ca ∂µ

(
∂µδ

a
d + gfabcAcµ

)
cd (4.5.54)

che se integrata per parti diventa:

Sgh =

∫
d4x

{
− ∂µca∂µca − g∂µcagfadccdAcµ

}
. (4.5.55)

Dunque, siamo riusciti a trovare una funzione di partizione di Yang-Mills
comprende l’azione di Yang-Mills (SYM ), un termine di gauge-fixing (Sgf ) e
un’azione ghost (Sgh):

Z = N
∫
DAµDcaDca exp

{
iSYM −

i

2ξ
⟨(∂A)2⟩+ iSgh

}
(4.5.56)

= N
∫
DAµDcaDca exp

{
− i

2
Tr{FµνFµν} −

i

2ξ
⟨(∂A)2⟩+

+ i⟨−∂µca∂µca − g∂µcagfadccdAcµ⟩x
}

(4.5.57)

quest’ultima descrive una teoria di campo, in cui i campi dinamici sono i
campi di gauge Aµ (di Yang-Mills), ma anche un altro tipo di campi ca. Dal
punto di vista di Lorentz i campi ca e ca sono scalari (non hanno nessun indice
vettoriale o spinoriale), ma con la particolarità di essere anticommutanti e
quindi soddisfano la spin-statistica sbagliata. Inoltre possiamo vedere che la
normalizzazione del termine cinetico è sbagliata a causa del segno negativo
davanti.

I campi ca e ca sono campi scalari complessi anticommutanti (di Grass-
man in rappresentazione aggiunta) che sono detti campi ghost di Faddeev-
Popov. Come intuibile non sono particelle reali (da qui il nome di ghost),
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non esistono come stati nel limite asintotico, dunque non esistono particelle
associate, ma sono essenziali per la quantizzazione della teoria di Yang-Mills
ed esistono esclusivamente nei diagrammi a loop. Un ipotetico processo che
le contenga deve avere ampiezza nulla.

Ovviamente nella funzione di partizione (4.5.57) si possono aggiungere i
termini di sorgente per i campi.

Per capire il contributo dei ghost (in modo qualitativo) facciamo due
esempi. Consideriamo una teoria ϕ3, una teoria di Yukawa, con i diagrammi
in figura 4.5.58 e le contrazioni con n campi esterni ed n vertici:

ϕ1ϕ2 . . . ϕnϕz1ϕz1ϕz1ϕz2ϕz2ϕz2ϕz3 . . . ϕzn−1ϕznϕznϕzn

ϕ1ϕ2 . . . ϕnϕz1ψz1ψz1ϕz2ψz2ψz2ϕz3ψz3 . . . ψzn−1ϕznψznψzn

in cui possiamo notare che nel caso di ϕ3 possiamo spostare tutto ciò che
vogliamo e non guadagnamo nessun segno, ma caso diverso è quello della
teoria di Yukawa, in cui abbiamo tutti i loop contratti già nell’ordine corretto,
ad eccezione di ψz1ψzn , che cambiando di posto forniscono un segno meno.
Dunque, vediamo che i loop fermionici hanno associato un segno negativo e
nelle due teorie c’è un segno relativo.

; (4.5.58)

Cosa succede per i campi di ghost? In teorie in cui abbiamo n gambe
esterne, che possono essere campi di gauge Aµ o altro, possiamo avere dei
loop, in cui girano i campi di gauge, ma allo stesso tempo possiamo avere
delle teorie analoghe (essendo i ca variabili anticommutanti) in cui nei loop
girano i ghost, che forniscono un segno di differenza, e quello che fanno è
cancellare, tra tutte le polarizzazioni dei campi Aµ (scalare, longitudinale e
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trasversa), quelle non fisiche. Puoi vedere il diagramma in figura 4.5.59.

; (4.5.59)

Non è così complicato vedere l’analogia con la teoria di Gupta-Bleuler.
Infatti noi a partire dall’equazione (4.5.41) abbiamo fatto la distinzione tra
gruppi abeliani e non abeliani e possiamo pensare ai risultati a cui siamo
giunti come due gemelli eterozigoti. Lo scopo finale di entrambe le teorie è
quello di quantizzare il campo Aµ e per riuscirci, ognuno di loro con i propri
mezzi, deve eliminare le polarizzazioni non fisiche.

Quest’ultima cosa che abbiamo visto è la cosiddetta simmetria BRST
(Becchi-Rouet-Stora-Tyutin) o simmetria residua. Infatti, nonostante noi
abbiamo maneggiato la nostra azione, inserendo un termine di gauge fixing,
la lagrangiana L = LYM+Lgf+Lgh contiene ancora delle simmetrie residue,
tramite la quale si dimostra che gli stati ghost cancellano i contributi di
Aµ legati alle polarizzazioni scalare e longitudinale, oltre a far semplificare
qualunque particella prodotta dai campi ghost.

4.5.2 Funzione di partizione libera per il caso abeliano

Ci servirà nel momento in cui faremo la QED conoscere l’espressione di
(4.5.46):

Zab = N
∫
DAµ exp

{
iSYM,ab −

i

2ξ
⟨(∂A)2⟩

}
(4.5.60)

ossia la funzione di partizione per il campo Aµ libero, nel caso abeliano.
Chiaramente procediamo come i casi scalare e spinoriale e aggiungiamo un
termine di sorgente:

Z0[Jµ] = N
∫
DAµ exp

{
iSYM,ab −

i

2ξ
⟨(∂A)2 + JµA

µ⟩
}

(4.5.61)

= N
∫
DAµ exp{iSγ + ⟨JµAµ⟩} (4.5.62)

e ci preoccupiamo dunque di calcolare:

I = iSγ + i⟨JµAµ⟩. (4.5.63)
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Come i casi precedenti dobbiamo andare in Fourier:

Aµ(x) =

∫
d4p

(2π)4
e−ipxÃµ(p) (4.5.64)

analogamente per Jµ. Abbiamo dunque:

I = i

∫
d4x

(
−1

4
Fµν Fµν −

1

2ξ
∂µA

µ ∂νA
ν + JµAµ

)
(4.5.65)

=
i

2

∫
d4x

d4p

(2π)4
d4q

(2π)4
e−i (p+q)x

(
− 1

2

(
pµÃν(p)− pνÃµ(p)

)(
qµÃν(q)− qνÃµ(q)

)
−

− 1

ξ
qµ Ã

µ(q) pν Ã
ν(p) + J̃µ(q) Ãµ(p) + J̃µ(p) Ãµ(q)

)
(4.5.66)

=
i

2

∫
d4p

(2π)4

(
− 1

2

(
pµÃν(p)− pνÃµ(p)

)(
− pµÃν(−p) + pνÃµ(−p)

)
+

+
1

ξ
pµ Ã

µ(−p) pν Ãν(p) + J̃µ(−p) Ãµ(p) + J̃µ(p) Ãµ(−p)
)

(4.5.67)

=
i

2

∫
d4p

(2π)4

(
p2 Ãµ(−p) Ãµ(p)− pµ pν Ãµ(−p) Ãν(p) +

1

ξ
pµ pν Ã

µ(−p) Ãν(p)+

+ J̃µ(−p) Ãµ(p) + Ãµ(−p) J̃µ(p)
)

(4.5.68)

=
i

2

∫
d4p

(2π)4

[(
p2 ηµν −

ξ − 1

ξ
pµ pν

)
Ãν(−p) Ãµ(p)+

+ J̃µ(−p) Ãµ(p) + Ãµ(−p) J̃µ(p)
]

(4.5.69)

cambiamo variabile:
Ãµ −→ Ãµ −K−1

µα J̃
α (4.5.70)

dove poniamo:

Kµν =

(
p2 ηµν −

ξ − 1

ξ
pµ pν

)
(4.5.71)

così che:

=
i

2

∫
d4p

(2π)4

[
Kµν

(
Ãµ(p)−K−1

µα J̃
α(p)

) (
Ãν(−p)−K−1

νβ J̃
β(−p)

)
+

+ J̃µ(−p)
(
Ãµ(p)−K−1

µα J̃
α(p)

)
+

+
(
Ãν(−p)−K−1

νβ J̃
β(−p)

)
J̃ν(p)

]
(4.5.72)

=
i

2

∫
d4p

(2π)4

[
Kµν Ãν(−p) Ãµ(p)− J̃µ(p)K−1

µν J̃
ν(−p)

]
. (4.5.73)
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Ora, nel caso in cui non ci ricordassimo del propagatore di Maxwell (3.2.46),
possiamo ricavare chi è l’operatore inverso K−1

µν che c’è tra le due correnti.
Scriviamo:

K−1
µν = A(p2)ηµν +B(p2)pµpν (4.5.74)

e richiediamo che:

δµρ = (K−1)µν(K)νρ (4.5.75)

=
(
A(p2)ηµν +B(p2)pµpν

)(
p2ηνρ −

ξ − 1

ξ
pνpρ

)
(4.5.76)

= A(p2)p2δµρ −
ξ − 1

ξ
A(p2)pµpρ + p2B(p2)pµpρ−

− ξ − 1

ξ
B(p2)p2pµpρ (4.5.77)

e risolvendo le equazioni tensoriali:

A(p2)p2 = 1 (4.5.78)

− ξ − 1

ξ
A(p2) +B(p2)p2 − ξ − 1

ξ
B(p2)p2 = 0 (4.5.79)

troviamo:

A(p2) =
1

p2
(4.5.80)

B(p2) =
1

p2
(ξ − 1)A(p2) =

1

p4
(ξ − 1) (4.5.81)

così che otteniamo:

K−1
µν =

1

p2

(
ηµν + (ξ − 1)

pµpν
p2

)
(4.5.82)

che, a meno di un fattore −i, è il propagatore di Maxwell:

K−1
µν = −i∆̃µν(p) = −

i

p2

(
ηµν − (1− ξ)pµpν

p2

)
. (4.5.83)

A questo punto, come fatto le altre volte, ritorniamo nello spazio delle
coordinate:

=
i

2

∫
d4p

(2π)4
d4x d4y eip(x−y)

[(
−∂ρx∂yρηµν +

ξ − 1

ξ
∂µx∂

ν
y

)
Aµ(x)Aν(y)−

− Jµ(x)K−1
µν J

ν(y)
]

(4.5.84)

=
i

2

∫
d4x

[
−2AµAµ +

ξ − 1

ξ
(∂A)2

]
− i

2

∫
d4x d4y

[
Jµ(x)K−1

µν J
ν(y)

]
(4.5.85)
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Notando che vale l’identità:

−1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂A)2 = −1

2
(2AµAµ − (∂A)2)− 1

2ξ
(∂A)2 (4.5.86)

=
1

2

[
−2AµAµ +

ξ − 1

ξ
(∂A)2

]
(4.5.87)

e individuando il propagatore di Maxwell ∆̃µν(p):

= iS0 −
1

2

∫
d4x d4y

d4p

(2π)4

[
Jµ(x)∆̃µν(p)J

ν(y)
]

(4.5.88)

= iS0 −
1

2

∫
d4x d4y Jµ(x)∆µν(x− y)Jν(y). (4.5.89)

Come per le altre funzioni di partizione normalizziamo per Z0[J = 0], per
cui il termine iS0 non compare, e scriviamo:

Z0[Jµ] = exp

{
−1

2
⟨Jµ(x)∆µν(x− y)Jν(y)⟩xy

}
. (4.5.90)

4.6 Teoria di Yukawa

Vediamo in questa sezione, e in quella che segue, le due teorie interagenti a
cui siamo tanto affezionati, ovvero la teoria di Yukawa e l’elettrodinamica
quantistica. Rivedremo alcuni concetti già visti, ma sotto la veste di integrali
funzionali.

Sappiamo che per la teoria di Yukawa dobbiamo scrivere un’azione del
tipo:

S =

∫
d4x

{
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 + ψ(i/∂ −m)ψ − gϕψψ

}
(4.6.1)

con il termine di interazione cubico:

Lint = −gϕψψ. (4.6.2)

Nel momento in cui ci scriviamo la funzione di partizione, ovviamente do-
vremo integrare su tutte le configurazioni di tutti e tre i campi, e dovremo
introdurre 3 sorgenti, una per ogni campo. Abbiamo:

Z[J, η, η] =
1

N

∫
DϕDψDψ exp

{
iS + i⟨ϕJ + ηψ + ηψ⟩x

}
(4.6.3)

= eiW [J,η,η] (4.6.4)

sempre con la solita normalizzazione N = Z0[0]. La funzione di partizione
(4.6.3) è la funzione generatrice di tutte le funzioni di Green per la teoria
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di Yukawa. Chiaramente non siamo in grado di calcolare la funzione di
partizione che abbiamo scritto, così com’è, per colpa del termine cubico
gϕψψ. Però sappiamo come scrivere una funzione di partizione interagente:

Z[J, η, η] = exp

{
−ig⟨ δ

(iδJ)

δ

(−iδηα)
δ

(iδηα)
⟩
}
Z0[J, η, η] (4.6.5)

in cui mettiamo le derivate relative a tutti i campi, così da riuscire a rico-
struire il termine di interazione, e dove Z0 è la funzione di partizione libera.
Facendo il conto verifichiamo:

Z[J, η, η] = −ig⟨ϕ(x)ψα(x)(−1)ψα(x)⟩ (4.6.6)

= −ig⟨ϕψαψα⟩x. (4.6.7)

Non lo abbiamo detto esplicitamente, ma il termine generico dello sviluppo
dell’esponenziale sarebbe:

(−ig)n
n!

(
⟨ δ

(iδJ)

δ

(−iδηα)
δ

(iδηα)
⟩
)n

. (4.6.8)

Ritorniamo all’espressione (4.6.5) e notando che l’azione libera per Yuka-
wa è la somma delle azioni libere scalari e spinoriali, allora mettendo insieme
i pezzi (4.3.40) e (4.4.24) possiamo scrivere:

Z[J, η, η] = exp

{
−ig⟨ δ

(iδJ)

δ

(−iδηα)
δ

(iδηα)
⟩
}
Z0[J, η, η] (4.6.9)

= exp

{
−ig⟨ δ

(iδJ)

δ

(−iδηα)
δ

(iδηα)
⟩
}
×

× exp

{
−1

2
⟨J(x)∆(x− y)J(y)⟩xy − ⟨η(x)S(x− y)η(y)⟩xy

}
(4.6.10)

in cui riconosciamo i propagatori scalare e spinoriale. Abbiamo già detto che
ciò che ci interessa è W [J, η, η] il cui sviluppo è (noi lo abbiamo trovato per il
campo scalare, ma l’unica assunzione che avevamo fatto era sulla costante di
accoppiamento del potenziale, e non sulla natura dei campi, dunque è valido
sempre):

iW [J, η, η] = iW0[J, η, η] + gδ1 + g2
(
δ2 −

1

2
δ21

)
+ . . . (4.6.11)

in cui:

δ = e−iW0

(
exp

{
−ig⟨ δ

(iδJ)

δ

(−iδη)
δ

(iδη)
⟩x
}
− 1

)
eiW0 (4.6.12)

e scrivevamo:
δ = gδ1 + g2δ2 + . . . . (4.6.13)
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abbiamo:

δ1 = e−iW0

(
−i⟨ δ

(iδJ)

δ

(−iδη)
δ

(iδη)
⟩x
)
eiW0 (4.6.14)

δ2 =
1

2
(−i)2e−iW0

(
⟨ δ

(iδJ)

δ

(−iδη)
δ

(iδη)
⟩x ⟨

δ

(iδJ)

δ

(−iδη)
δ

(iδη)
⟩y
)
eiW0

(4.6.15)

ed inserendo 1 = eiW0e−iW0 in mezzo ai due integrali di δ2, possiamo fare
le considerazioni identiche a quelle fatte per il campo scalare e vedere che
W [. . . ] contiene solo diagrammi connessi.

Calcoliamo i contributi diW [J, η, η]. All’ordine 1 ci sarà solo il contributo
di W0, ossia:

Gcϕϕ(x, y) = ∆(x− y) (4.6.16)

Gc
ψψ

= S(x− y). (4.6.17)

All’ordine O(g), che viene da δ1 (4.6.14) e ricordando l’espressione di W0 da
(4.6.10), abbiamo:

δ1 = e−iW0

(
−i⟨ δ

(iδJ)

δ

(−iδη)
δ

(iδη)
⟩x
)
eiW0 (4.6.18)

= − i
i
e−iW0⟨ δ

δηα

δ

δηα

[
− ⟨∆(x− y)J(y)⟩yeiW0

]
⟩x (4.6.19)

= −e−iW0⟨ δ
δηα

{
− ⟨∆(x− y)J(y)⟩y×

× (−1)⟨S(x− w)αβηβ(w)⟩w eiW0

}
⟩x (4.6.20)

= −
{
⟨∆(x− y)J(y)S(x− x)αα⟩xy−

− ⟨∆(x− y)J(x)S(x− w)αβηβ(w)(−1)ηγ(u)Sγα(u− x)⟩xywu
}

(4.6.21)

= −
{
⟨∆xyJySxx⟩xy + ⟨∆xyJxSxwηwηuSux⟩xywu

}
(4.6.22)

in cui nell’ultimo passaggio abbiamo scritto 1 = eiW0e−iW0 , poiché una volta
finite le derivate possiamo spostare ciò che vogliamo.

Dotati di δ1 possiamo vedere esplicitamente il contributo di ordine g alle
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funzioni di Green. La funzione ad 1 punto:

Gcϕ(z) =
δ

iδJ(z)
iW [J, η, η]

∣∣∣∣∣
J,η,η=0

(4.6.23)

= i⟨∆(x− z)Sαα(x− x)⟩x (4.6.24)

z
x

=

che ci rappresenta il decadimento di una particella scalare nel vuoto (ossia
una coppia virtuale fermione e antifermione). Potremmo anche calcolare:

Gc
ϕψψ

(z, u, v) =
δ3

(iδJ(z))(−iδη(u))(iδη(v))

∣∣∣∣∣
J,η,η=0

(4.6.25)

= −i⟨∆(x− z)Sγα(v − x)δαδSδβ(x− u)⟩x (4.6.26)

z
x

−igδαδ

u, δ

v, γ

=

Dunque, i contributi (4.6.24) e (4.6.26) sono dati da δ1.

Notiamo che nel caso fossimo interessati alla funzione di Green a 3 gambe
Gϕϕϕ, chiaramente non la possiamo ottenere da W [J, η, η], poiché non ci sono
termini che dipendono da 3 sorgenti J . Dunque, non avremo una funzione
Gϕϕϕ connessa, ma la potremmo ottenere solamente da:

Gϕϕϕ =
δ3

δJ(x)δJ(y)δJ(z)
Z

∣∣∣∣∣
J,η,η=0

(4.6.27)

= i⟨∆(x− z)S(x− x)⟩x∆(y − u) (4.6.28)

z
x

= + y u

e notiamo che ciò è possibile poiché nella definizione di Z compare sempre
un Z0, anche dopo che scriviamo lo sviluppo, mentre per W i contributi
degli esponenziali e±iW0 si cancellavano a vicenda. La presenza di Z0 è la
responsabile per tutti i termini disconnessi, che sono presenti poiché discen-
dono dalle derivate della funzione di partizione libera. Infatti in (4.6.27),
abbiamo una derivata che agisce sul pezzo derivante da δ1, mentre le altre
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due su Z0 = eiW0 .

Ora, ci divertiamo parecchio e calcoliamo il contributo di δ2:

δ2 =
1

2
(−i)e−iW0⟨ δ

(iδJ(y))

δ

(−iδη(y))
δ

(iδη(y))
⟩yeiW0δ1 (4.6.29)

=
1

2
(−i)e−iW0⟨ δ

(iδJ(y))

δ

(−iδηα(y))
δ

(iδηα(y))
⟩yeiW0×

×
{
⟨∆(x− z)J(z)Sσσ(x− x)+

+∆(x− z)J(z)S(x− w)σβηβ(w)ηγ(u)Sγσ(u− x)⟩xzwu
}

(4.6.30)

=
1

2
(−i)e−iW0⟨ δ

(iδJ(y))

δ

(−iδηα(y))
δ

(iδηα(y))
⟩yeiW0×

×
{
⟨∆xzJzSxx +∆xzJzηuSuxSxwηw⟩

}
(4.6.31)

abbiamo già osservato più volte che quando le derivate vanno su eiW0 danno
δ1, che si cancellerà con l’altro termine dello sviluppo. Calcoliamo tutti i
termini:

=
1

2
e−iW0⟨ δ

δηα(y)

δ

δηα(y)

[
(−∆yvJv)∆xzJzSxx + (−∆yvJv)∆xzJzηuSuxSxwηw+

+∆xySxx −∆xyηuSuxSxwηw

]
eiW0⟩ (4.6.32)

=
1

2
e−iW0⟨ δ

δηα(y)

[
−∆yvJv∆xzJzSyxSxwηw −∆xySyxSxwηw−

−
(
−∆yvJv∆xzJzSxx −∆yvJv∆xzJzηuSuxSxwηw +∆xySxx−

−∆xyηuSuxSxwηw

)
Sytηt

]
eiW0⟩ (4.6.33)

=
1

2
⟨
{[
−∆yvJv∆xzJzSyxSxy −∆xySyxSxy +∆yvJv∆xzJzSxxSyy −

−∆yvJv∆xzJzηuSuxSxySytηt +∆yvJv∆xzJzηuSuxSxwηwSyy −

−∆xySxxSyy −∆xyηuSuxSxySytηt +∆xyηuSuxSxwηwSyy

]
+

+
[
−∆yvJvSyxSxwηw −∆xySyxSxwηw−

−
(
−∆yvJv∆xzJzSxx−∆yvJv∆xzJzηuSuxSxwηw+∆xySxx−

−∆xyηuSuxSxwηw

)
Sytηt

]
(ηsSsy)

}
⟩ (4.6.34)

possiamo notare che i termini sottolineati, sono i contributi disconnessi poi-
ché non abbiamo nulla che colleghi x ed y, ma siamo tranquilli poiché si
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semplificano poiché costituisono il termine δ21/2. Però trovato δ2 (senza
considerare δ21/2) possiamo trovare alcuni contributi alla funzione di Green
all’ordine g2. Ripuliamo la scrittura, e vediamo:

δ2 −
1

2
δ21 =

1

2
⟨
{[
−∆yvJv∆xzJzSyxSxy −∆xySyxSxy−

−∆yvJv∆xzJzηuSuxSxySytηt−
−∆xySxxSyy −∆xyηuSuxSxySytηt +∆xyηuSuxSxwηwSyy

]
+

+
[
−∆yvJvSyxSxwηw −∆xySyxSxwηw −

(
∆xySxx−

−∆xyηuSuxSxwηw

)
Sytηt

]
(ηsSsy)

}
⟩ (4.6.35)

dunque abbiamo ad esempio la funzione a 0 punti, dunque le bolle di vuoto:

Gc0 = −∆xySyxSxy −∆xySxxSyy (4.6.36)

= +

La funzione a due gambe:

Gcϕϕ =
δ2

(iδJ(a))(iδJ(b))

(
1

2
∆yvJv∆xzJzSyxSxy

) ∣∣∣∣∣
J=0

(4.6.37)

= −⟨∆ya∆bxSyxSxy⟩xy (4.6.38)

=

b
x y a
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Abbiamo anche l’altra funzione a due gambe:

Gc
ψψ

=
δ2

(−iδη(a))(iδη(b))
{
− 1

2
∆xyηuSuxSytηt −

1

2
∆xySyxSxwηwηsSsy+

+
1

2
∆xySxxSytηtηsSsy

}∣∣∣∣∣
η,η=0

(4.6.39)

= ⟨−1

2
∆xySbxSxySya −

1

2
∆xySbySyxSxa+

1

2
∆xySyaSxxSby +

1

2
∆xySyaSxxSby⟩ (4.6.40)

= +

in cui notiamo che abbiamo i diagrammi equivalenti a due a due. Come
ultimo contributi possiamo guardare la funzione a 4 campi:

Gc
ϕϕψψ

=
δ4

(iδJa)(iδJb)(−iδηc)(iδηd)
{1
2
∆yvJv∆xzJzηuSuxSxySytηt

}
(4.6.41)

= ∆ya∆xbSdxSxySyc +∆yb∆xaSdxSxySyc (4.6.42)

e in questo caso non riusciamo a disegnare direttamente i diagrammi poiché
essi dipendono dal processo che consideriamo. Se prendiamo a e b come
stati in, allora stiamo guardando un processo 2ϕ → ψψ, dunque abbiamo i
diagrammi:

a

=

y
c

x
db

+

a
x

d

y
cb

Nel caso in cui a, b siano stati out abbiamo gli stessi diagrammi, ma time-
reversed.

Se invece abbiamo a, c nello stato in e b, d nello stato out, dunque un
processo e− ϕ→ e− ϕ, stiamo dunque interpretando ηc, associato a ψ, come
una particella entrante ed ηd, accoppiata con ψ, come una particella uscente;
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per cui i diagrammi sono:

a

= y

c

x

d

b

+ c
y

b

x

d

d

però possiamo anche interpretare ηc, associato a ψ, come una anti-particella
uscente ed ηd, accoppiata con ψ, come una anti-particella entrante; in questo
caso i diagrammi sono:

a

= y

c

x

d

b

+ c
y

b

x

d

d

Chiaramente mancano da calcolare alcuni contributi alla funzione di
Green, per l’ordine g2, ma si costruiscono in modo analogo.

4.7 QED

Studiamo ora la funzione di partizione per la QED. Prendiamo la lagrangia-
na:

L = Lγ + L±e + Lint (4.7.1)

= −1

4
Fµν F

µν − 1

2ξ
(∂A)2 + ψ

(
i/∂ − e /A−m

)
ψ (4.7.2)

in cui alla lagrangiana di Maxwell aggiungiamo un termine di gauge fixing e
uno per il campo fermionico (già reso invariante per trasformazioni locali).
Osserviamo che abbiamo termini quadratici (teoria libera) in Aµ, in ψ e
l’unico termine di interazione è:

Lint = −eAµ ψ γµ ψ. (4.7.3)

e quindi, quasi in modo naturale dopo tutte queste pagine di path integral,
possiamo scrivere:

Z[Jµ, η, η] =
1

N

∫
DAµ Dψ Dψ exp

{
iS + i⟨JµAµ + η ψ + ψ η⟩

}
. (4.7.4)
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chiaramente questo integrale non siamo in grado di calcolarlo essendoci i
termini di interazione. Quello che possiamo fare però è riscriverlo, come
abbiamo imparato per funzioni di partizione interagenti, un po’ meglio:

Z[Jµ, η, η] =
1

N

∫
DAµ Dψ Dψ eiSint exp

{
iS0 + i⟨JµAµ + η ψ + ψ η⟩

}
(4.7.5)

= exp

{
−ie⟨ δ

(iδJµ(x))

δ

(−iδη(x))γµ
δ

(iδη(x))
⟩x
}
Z0[Jµ, η, η]

(4.7.6)

con:

Z0[Jµ, η, η] =

∫
Dψ Dψ exp{iSe± + i⟨ηψ + ηψ⟩}×

×
∫
DAµ exp{iSγ + i⟨JµAµ⟩} (4.7.7)

in cui ricordiamo che:

Z0[η, η] = exp{−⟨η(y)S(x− y) η(x)⟩} (4.7.8)

Z0[Jµ] = exp

{
−1

2
⟨Jµ(x)∆µν(x− y)Jν(y)⟩xy

}
(4.7.9)

dunque:

Z0[Jµ, η, η] = exp

{
−⟨η(y)S(x− y) η(x)⟩xy −

1

2
⟨Jµ(x)∆µν(x− y)Jν(y)⟩xy

}
.

(4.7.10)

4.7.1 Regole di Feynman per la QED

Noi non ci riferiamo a particelle (o antiparticelle) specifiche, ma teniamo a
mente che i leptoni sono composti da elettroni, muoni e tau, questi hanno
stesso numero quantico e stessa carica elettrica, ma massa diversa (me =
0.511 MeV, mµ = 106 MeV, mτ = 1777 MeV).

Capite le definizioni base della teoria possiamo trovare le regole di Feyn-
man della teoria. I propagatori sono facili da scrivere, poiché già noti:

∆̃µν(p) = −
i

p2

(
ηµν − (1− ξ)pµpν

p2

)
(4.7.11)

S̃(p) = i(/p−m)−1. (4.7.12)

Leggermente più lungo è cercarsi il contributo del vertice. Possiamo notare
che la prima volta che compare il vertice è nella funzione a 3 punti, per cui
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dobbiamo espandere al primo ordine in e l’esponenziale di (4.7.6):

− ie⟨ δ

(iδJµ(x))

δ

(−iδηα(x))
γµαβ

δ

(iδηβ(x))
⟩x Z0[Jµ, η, η] (4.7.13)

= −e⟨(−1)∆µν(x− y)Jν(y)(−1)3ηγ(z)S(z − x)γαγµαβ×

×
[
(−1)∆µν(x− y)Jν(y)(−1)Sβα(x− x)+

+ (−1)2S(x− w)βδηδ(w)
]
⟩xyzw (4.7.14)

però possiamo notare che abbiamo un termine che non ci interessa prove-
niente dalla derivata di η:

− e⟨(−1)∆µν(x− y)Jν(y)(−1)3S(z − x)γαγµαβ×

×
[
(−1)∆µν(x− y)Jν(y)(−1)Sβα(x− x)

]
⟩xyzw

=

potremmo derivare le regole di Feynman anche da questo diagramma, ma
viene più comodo prenderle dal secondo termine. Abbiamo quindi:

∼ −e⟨∆µν(x− y)Sγα(z − x)γµαβS(x− w)βδJν(y)ηγ(z)ηδ(w)⟩xyzw (4.7.15)

da cui possiamo calcolare la funzione di Green:

GAµψψ
=

δ3

(iδJλ(a))(−iδηρ(b))(iδησ(c))
Z[Jµ, η, η]

∣∣∣∣∣
J,η,η=0

(4.7.16)

= +ie⟨∆µλ(x− a)Sσα(c− x)γµαβSβρ(x− b)⟩x (4.7.17)

a, λ
x

µ

β

α

b, ρ

c, σ

=

dunque, amputando i pezzi, vediamo che il contributo del vertice è:

ieγµαβ (4.7.18)

a cui eventualmente mettiamo l’integrale
∫
d4x, oppure la delta di conserva-

zione δ(Σpi).

Elenchiamo per bene le regole di Feynman nello spazio degli impulsi:
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1. Per ogni linea interna o esterna associamo un opportuno Propagatore:

• per i fermioni disegniamo una linea continua (con freccia) e asso-
ciamo:

S̃(p) = i(/p−m)−1. (4.7.19)

• Per i fotoni disegniamo una linea ondulata ed associamo:

∆̃µν(p) = −
i

p2

(
ηµν − (1− ξ)pµpν

p2

)
. (4.7.20)

2. Vertici : ad ogni vertice associamo (i eγµ) ed imponiamo la conserva-
zione del 4-impulso.

3. Simmetria: ogni diagramma va diviso per il suo fattore di simmetria.

4. Loop: integriamo sui momenti indeterminati dentro i loop.

Ricordiamo che per i diagrammi tree-level il fattore di simmetria è sempre
1.

Nel caso in cui vogliamo calcolare delle ampiezze di probabilità:

1. Amputiamo tutte le gambe esterne, e al posto del propagatore inseria-
mo:

• Ad ogni fermione nello stato iniziale associamo u(p) e nello stato
finale u(p).

• Ad ogni anti-fermione nello stato iniziale associamo v(p) e nello
stato finale v(p).

• Ad ogni fotone nello stato iniziale associamo [ϵµλ(k)]
∗ e nello stato

finale ϵµλ(k).

Il numero di scattering 2 in 2 che possono avvenire in questa teoria sono
limitati, ma è utile per lo scritto calcolarli tutti. È presente nella mia pagina
un file con i conti di tutte le ampiezze di probabilità.

4.7.2 Esempio per M invariante di gauge

Non calcoleremo in modo completo l’ampiezza di scattering di un processo,
ma vogliamo dimostrare in questa breve sezione che la fisica è indipendente
dalla scelta del gauge ξ.

Ricominciamo da:

L = −1

4
Fµν F

µν − 1

2ξ
(∂A)2 + ψ(i /D −m)ψ (4.7.21)

in cui il termine − 1
2ξ (∂A)

2 rende la lagrangiana non invariante e fissa il
gauge, la scelta di gauge dipende dal valore di ξ, tuttavia si può dimostrare
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che le ampiezza non dipendono dalla scelta di gauge (ovvero non dipendono
da ξ). Studiamo un processo di QED del tipo:

e− + e+ −→ µ− + µ+

in cui abbiamo messo dei muoni, ma l’importante che siano una coppia par-
ticella e antiparticella (i leptoni hanno tutti stessa carica). Prendiamo in
considerazione solamente il canale s, per brevità, ma si potrebbe vedere
qualsiasi altro canale:

e−

e+

µ+

µ−

p⃗ = p⃗1 + p⃗2
p⃗1

p⃗2

p⃗

p⃗3

p⃗4

e ci ricordiamo che valgono le relazioni:

(/p−m)u(p) = 0 , (/p+m) v(p) = 0

u(p)(/p−m) = 0 , v(p)(/p+m) = 0 (4.7.22)

per particelle (e antiparticelle) on shell. Calcoliamo l’ampiezza:

Ms = i e2 (v(p2) γ
µ u(p1)) (u(p3) γ

ν v(p4))
1

p2

(
−ηµν − (ξ − 1)

pµ pν
p2

)
(4.7.23)

sostituiamo p = p1 + p2 = p3 + p4

= − ie
2

s

{
(v(p2) γ

µ u(p1)) (u(p3) γ
ν v(p4))+

+
ξ − 1

s

[
v(p2) (/p1 + /p2)u(p1)

] [
u(p3) (/p3 + /p4) v(p4)

]}
(4.7.24)

usiamo /pu(p) = mu(p) e le altre

= − ie
2

s

{
(v(p2) γ

µ u(p1)) (u(p3) γ
ν v(p4))+

+
ξ − 1

s

[
v(p2) (/p1 +me)u(p1) + v(p2) (/p2 −me)u(p1)

]
×

×
[
u(p3) (/p3 −mµ) v(p4) + u(p3) (/p4 +mµ) v(p4)

]}
(4.7.25)

= − ie
2

s
(v(p2) γ

µ u(p1)) (u(p3) γµ v(p4)). (4.7.26)



4.7. QED 211

Dunque, abbiamo visto che l’ampiezza non dipende dalla scelta di ξ e in
genere si possono fare diverse scelte, ma è tipico prendere:

ξ = 1 (4.7.27)

che si chiama gauge di Feynman.

Nota però che questa cosa non vale per le funzioni di Green, poiché al
suo interno non abbiamo le polarizzazioni delle particelle. Infatti, la funzione
G non guarda il fatto che le particelle siano on-shell (e quindi che valgano
(4.7.22)), anzi essa ha dei poli quando siamo on-shell.

4.7.3 identità di Ward

Vediamo un esempio di processo 2 in 2, non in modo completo, ma solamente
in modo da vedere e dimostrare in un caso specifico quelle che vengono
chiamate identità di Ward. Tali identità sono molto importanti per la
QED, infatti ripresa la solita lagrangiana:

L = −1

4
FµνF

µν + ψ(i /D −m)ψ − 1

2ξ
(∂A)2

possiamo vedere che le identità di Ward dimostrano che la fisica, ovvero le
osservabili, non dipendono dalla scelta di ξ, e dunque sono invarianti per
trasformazioni di gauge della forma:

δψ −→ −iα(x)ψ (4.7.28)
δAµ −→ −∂µα(x). (4.7.29)

Noi abbiamo, a suo tempo nella sezione §3.2, fatto già tutto il discorso
riguardo i vettori di polarizzazione ε(λ)µ . Ricordiamo: avevamo introdotto un
vettore di tipo luce kµ = (ω, 0, 0, ω) e uno di tipo tempo nµ = (1, 0, 0, 0),
tramite essi avevamo individuato un piano nello spazio di Minkoski e avevamo
richiesto che le componenti ϵ1 ed ϵ2 fossero ortognoali, oltre che tra loro,
anche a tale piano, cioé:

ϵµ(1,2) kµ = ϵµ(1,2) nµ = ϵµ(1) ϵ
(2)
µ = 0. (4.7.30)

Tutto ciò, tra cui la trasformazione di gauge, avviene nello spazio delle coordi-
nate, ma noi abbiamo imparato, con la scrittura tramite sviluppo di Fourier,
che l’informazione del vettore Aµ nello spazio dei momenti è contenuta tutta
all’interno del vettore di polarizzazione ε(λ)µ . Dunque, fare la trasformazione
di gauge (4.7.29) equivale a fare la trasformazione:

ε(λ)µ (k) −→ ε(λ)µ (k)− α̃(k)kµ (4.7.31)
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in cui kµ è il quadri-impulso del fotone. Dunque, chiedere che le ampiezze di
probabilità siano invarianti di gauge, si traduce nel dire che una volta trovate
tali quantità, esse devono rimanere invariate se facciamo una trasformazione
(4.7.31).

Come già detto non dimostreremo l’invarianza in termini generali, ma lo
vedremo applicato ad un’esempio9, per cui vediamo il processo:

e+ e− −→ 2γ

che avrà i seguenti diagrammi:

µ

ν

+

k⃗1

k⃗2

p⃗1 k⃗1p⃗

p⃗2 k⃗2

p⃗1 p⃗

p⃗2

e l’ampiezza di transizione totale (puoi verificare che i diagrammi hanno
stesso segno) sarà data da:

M = i(ie2)
[
v(p2)/ε

(λ2)(k2)(/p1 − /k1 −m)−1/ε(λ1)(k1)u(p1)+

+ v(p2)/ε
(λ1)(k1)(/p1 − /k2 −m)−1/ε(λ2)(k2)u(p1)

]
(4.7.32)

in cui abbiamo utilizzato le regole di Feynman viste e contratto la matrice
γµ del vertice con i vettori di polarizzazione ε(λ)µ . Ci viene comodo riscrivere:

M =Mµνεµ(k1)εν(k2) (4.7.33)

ossia riscriviamo l’ampiezzaM, che dev’essere uno scalare, come la sua parte
tensoriale opportunamente contratta con i fotoni finali. In termini generali
possiamo avere m fotoni iniziali ed n finali:

M =Mµ1...µn,ν1...νmε
µ1(k1) . . . ε

µn(kn)ε
∗ν1(l1) . . . ε∗νm(lm). (4.7.34)

Se noi a questo punto ci mettiamo a fare una trasformazione di gauge (4.7.31)
su un qualsiasi fotone, ad esempio l’i-esimo, allora otterremmo:

M −→ Mµ1...µi...µn,ν1...νmε
µ1(k1) . . . ε

µi(ki) . . . ε
µn(kn)ε

∗ν1(l1) . . . ε∗νm(lm)+

+α̃(ki)Mµ1...µi...µn,ν1...νmε
µ1(k1) . . . ε

µi−1(ki−1)k
µi
i ε

µi+1(ki+1) . . . ε
µn(kn)ε

∗ν1(l1) . . . ε∗νm(lm)
(4.7.35)

9È capitato in passato che venisse chiesto in un esercizio dell’esame scritto di dimostrare
l’identità di Ward per un qualche processo.
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ma se l’ampiezza di probabilità è invariante, allora dev’essere soddisfatta la
condizione:

Mµ1...µi...µn,ν1...νmk
µi
i = 0 (4.7.36)

che è quella che viene chiamata identità di Ward. Dunque, dobbiamo con-
trollare che l’ampiezza del nostro processo soddisfi tale identità.

Riprendiamo l’ampiezza del nostro processo di annichilazione (4.7.32) e
facciamo una trasformazione di gauge10 di un ε(λ)µ (indichiamo εν(k2) = εν2):

δM =Mµνk1µεν2 (4.7.40)

= i(ie)2
[
v(p2)/ε

(λ2)
2 (/p1 − /k1 −m)−1γµk1µu(p1)+

+ v(p2)γ
µk1µ(/p1 − /k2 −m)−1/ε

(λ2)
2 u(p1)

]
(4.7.41)

= i(ie)2
[
v(p2)/ε

(λ2)
2 (/p1 − /k1 −m)−1 /k1u(p1)+

+ v(p2) /k1(/p1 − /k2 −m)−1/ε
(λ2)
2 u(p1)

]
(4.7.42)

possiamo ricordarci che possiamo utilizzare la conservazione del quadri im-
pulso:

kµ1 + kµ2 = pµ1 + pµ2 =⇒ pµ1 − kµ2 = kµ1 − pµ2 (4.7.43)

e ci serve anche utilizzare le identità:

/k1 = (/p1 −m)− (/p1 − /k1 −m) (4.7.44)

/k1 = (/p2 +m) + ( /k1 − /p2 −m) (4.7.45)

poiché in questo modo abbiamo:

δM = i(ie)2
[
v(p2)/ε

(λ2)
2 (/p1 − /k1 −m)−1×

×
[
(/p1 −m)− (/p1 − /k1 −m)

]
u(p1)+

+ v(p2)
[
(/p2 +m) + ( /k1 − /p2 −m)

]
×

× (/p1 − /k2 −m)−1/ε
(λ2)
2 u(p1)

]
(4.7.46)

10Nota che consideriamo la variazione di M data solamente dalla trasofrmazione di ε
poiché le uniche altre cose che possiamo variare sono gli spinori, ma essi trasformano come:

δu = −iα̃u , δv = −iα̃v (4.7.37)
δu = iα̃u , δv = iα̃v (4.7.38)

e inducono, in M = v(. . . )u dunque:

δM = −α̃v(. . . )u+ α̃v(. . . )u = 0. (4.7.39)

Quindi, il fatto che i campi trasformino linearmente in se stessi, mentre le polarizzazioni
con dei termini aggiuntivi è rilevante nei nostri conti variazionali.
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che ci piace molto poiché avendo e+ ed e− iniziali on-shell, possiamo utiliz-
zare le relazioni base:

(/p−m)u(p) = 0 , (/p+m) v(p) = 0

u(p)(/p−m) = 0 , v(p)(/p+m) = 0 (4.7.47)

e in questo modo:

δM = i(ie)2
[
v(p2)/ε

(λ2)
2 (/p1 − /k1 −m)−1(/p1 −m)u(p1)

− v(p2)/ε(λ2)2 u(p1)+

+ v(p2)(/p2 +m)(/p1 − /k2 −m)−1/ε
(λ2)
2 u(p1)+

+ v(p2)/ε
(λ2)
2 u(p1)

]
(4.7.48)

= i(ie)2
[
− v(p2)/ε(λ2)2 u(p1) + v(p2)/ε

(λ2)
2 u(p1)

]
(4.7.49)

= 0. (4.7.50)

Dunque, abbiamo visto che l’ampiezza di probabilità è invariante di gauge,
poiché soddisfa l’identità di Ward, ma notiamo che in questa verifica abbiamo
utilizzato il fatto che le particelle siano on-shell, dunque, tutto quello che
abbiamo detto non vale per le funzioni di Green. Però siamo contenti perché
abbiamo capito che tutto ciò che è legato ad M, dunque anche la sezione
d’urto σ, è invariante di gauge.

Chiaramente la verifica che abbiamo fatto si può ripetere anche per una
trasformazione di ε(λ2)(k2) o per una trasformazione simultanea.

Una conseguenza dell’invarianza di gauge è che, anche nei casi in cui
siano presenti dei fotoni con polarizzazioni non fisiche (quindi longitudinali
o scalari), essi non danno contributo. Infatti, se noi ci calcoliamo il modulo
quadro dell’ampiezza (4.7.32):

|M|2 = ε(λ1)µ ε∗(λ1)ρ ε(λ1)ν ε∗(λ2)σ MµνM†ρσ (4.7.51)

e se lo facciamo con polarizzazioni non fissate, allora abbiamo:

1

4

∑
λ1=1,2

∑
λ2=1,2

|M|2 = 1

4

∑
λ1=1,2

∑
λ2=1,2

ε(λ1)µ ε∗(λ1)ρ ε(λ1)ν ε∗(λ2)σ MµνM†ρσ

(4.7.52)
in cui compare una somma solo sulle polarizzazioni fisiche.

Una piccola nota: noi a lezione abbiamo preso per buona la relazione
(ma se vuoi puoi vedere la sezione §4.7.4):∑

λ=1,2

ε(λ)µ ε∗(λ)ν = −ηµν +
kµkν + kνkµ

k · k
(4.7.53)
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che è in qualche modo analoga alle relazioni valide per gli spinori. Notiamo
però che la relazione (4.7.53) non è Lorentz covariante, non solo perché non
abbiamo delle contrazioni, ma soprattutto perché stiamo sommando solo su
alcune polarizzazioni λ e non su tutte. Inoltre, se abbiamo kµ = (|k|,−k⃗)
il quadri-impulso del fotone, allora kµ = (|k|, k⃗), ovvero è il quadri impulso
con componenti spaziali cambiate di segno11. Però se sommiamo su tutte le
λ abbiamo:

3∑
λ=0

ε(λ)µ ε∗(λ)ν = −ηµν . (4.7.55)

Per esclusione possiamo dire:∑
λ=0,3

ε(λ)µ ε∗(λ)ν =
kµkν + kνkµ

k · k
(4.7.56)

e come vedremo non daranno contributo all’ampiezza. L’ampiezza non po-
larizzata (4.7.52) che vogliamo calcolare, è dunque:

=
1

4

(
−ηµρ +

k
1
µk

1
ρ + k

1
ρk

1
µ

k1 · k1

)(
−ηνσ +

k
2
νk

2
σ + k

2
σk

2
ν

k2 · k2

)
MµνM†ρσ (4.7.57)

=
1

4

[
MµνM†

µν + ηµρ
k2νk

2
σ + k

2
νk

2
σ

k2 · k2
MµνM†ρσ + . . .

]
(4.7.58)

in cui non stiamo ignorando altri termini del tutto analoghi al secondo scritto.
Consideriamo solamente il secondo termine:

ηµρ
k2νk

2
σ + k

2
νk

2
σ

k2 · k2
MµνM†ρσ =

k2νk
2
σ + k

2
νk

2
σ

k2 · k2
MµνM†σ

µ (4.7.59)

=
k2νMµνk

2
σMσ

µ + k
2
νMµνk2σM†σ

µ

k2 · k2
(4.7.60)

in cui possiamo vedere che i termini dove c’è k non sappiamo cosa fanno, ma
dall’identità di Ward sappiamo che vale:

k2νMµν = k2σM†σ
µ = 0 (4.7.61)

11Possiamo vedere che k non è un vettore di Lorentz, proprio a causa del segno cambiato
delle componenti spaziali. Infatti se ad esempio prendiamo un vettore v = (x, y) e ne
facciamo una rotazione: {

x −→ x′ = x cos θ + y sin θ

y −→ y′ = −x sin θ + y cos θ
(4.7.54)

se prendiamo v = (x,−y), allora esso trasformerà con i segni sbagliati rispetto a come
trasforma un vettore nel piano x, y. Nel senso che: se prendiamo un vettore e facciamo
una rotazione nel piano x, y di un angolo θ del tipo (4.7.54), allora possiamo vedere che
un oggetto come v, sotto la stessa trasformazione non trasforma come trasformerebbe un
vettore (poiché ha dei segni scambiati).
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per cui tutti i termini di quel tipo nella somma (4.7.58) non danno contribu-
to e possiamo dunque dire che tutte le polarizzazioni non fisiche (ricorda la
relazione (4.7.56)) non contribuiscono all’ampiezza di scattering, ed è indif-
ferente se quando ci calcoliamo una probabilità non polarizzata utilizziamo
la somma su tutte le λ (4.7.55), oppure quella con solo la somma sulle pola-
rizzazioni fisiche (4.7.53).

In realtà quello che abbiamo appena visto vale qualsiasi sia Mµν , poi-
ché come notato non abbiamo mai utilizzato la sua espressione, nonostante
conoscessimo quella del processo e− e+ → 2γ.

4.7.4 Somma sulle polarizzazioni fisiche

Introduciamo un versore time-like nµ = (1, 0, 0, 0) ed un vettore di tipo luce
kµ = (ω, 0, 0, ω), tramite i quali possiamo definire un piano nello spazio di
Minkoski (4D); poi scegliamo ϵ1 ed ϵ2 ortogonali al piano e ortogonali tra
loro, cioè tali per cui:

ϵµ(1,2) kµ = ϵµ(1,2) nµ = ϵµ(1) ϵ
(2)
µ = 0 (4.7.62)

poi scelgiamo ϵ0 parallelo ad n; infine, che ϵ3 si trova sul piano ed è ortogonale
ad n.

Una scelta possibile che possiamo fare è:

ϵ(λ)µ = δµλ (4.7.63)

cioè un vettore dove l’unico elemento non nullo è quello in posizione λ.
Scegliamo le polarizzazioni non fisiche in modo che:

ϵµ(0) = nµ , ϵµ(3) =
kµ

k0
− nµ (4.7.64)

e inoltre introdiciamo:

k
µ
= 2(k · n)nµ − kµ (4.7.65)

ovvero:

nµ =
k
µ
+ kµ

2 k0
. (4.7.66)

Se sommiamo tutte le polarizzazioni otteniamo:∑
λ=0,1,2,3

ϵµ(λ, p) ϵ∗ν(λ′, p) ηλλ
′
= ηµν (4.7.67)
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da cui ricaviamo la somma sulle polarizzazioni fisiche:∑
λ=1,2

ϵµ(λ, p) ϵ∗ν(λ′, p) = −ηµν + ϵµ(0, p) ϵ∗ν(0, p)− ϵµ(3, p) ϵ∗ν(3, p)

(4.7.68)

= −ηµν + nµ nν −
(
kµ

k0
− nµ

)(
kν

k0
− nν

)
(4.7.69)

= −ηµν − kµ kν

(k0)2
+
kµ nν + kν nµ

k0
(4.7.70)

= −ηµν − 1

2 (k0)2

[
2kµ kν − kµ(kν + kν)− kν(kµ + kµ)

]
(4.7.71)

= −ηµν + kµk
ν
+ k

µ
kν

(k · k)
. (4.7.72)

Notiamo che kµ non è Lorentz invariante, tuttavia questo non è un problema
perché questo termine si annulla grazie alle identità di Ward (vedi la sezione
dopo): per un fotone nello stato finale M = ϵµ(k)Mµ abbiamo che:

kµMµ = 0 (4.7.73)

e quindi: ∑
λ=1,2

ϵµ(λ, p) ϵ∗ν(λ′, p) −→ −ηµν . (4.7.74)
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Capitolo 5

Il modello standard

Vediamo in questo capitolo la trattazione del modello standard delle par-
ticelle elementari. Come potremo vedere sarà utile tutto ciò che abbiamo
imparato dall’inizio del corso di Introduzione, fino ad un paio di pagine fa’.

Come tutti gli altri argomenti del corso le referenze sono infinite, ma il
professore consiglia in particolare:

• As far as quantum field theory is concerned, a human being or the
center of a star isn’t all that different from empty space.Iliopoulos J.
Iliopoulos, Elementary Particle Physics, Oxford.

• link L. Alvarez Ganmè, M. A. Vazguez-Mozo, Lectures on Field Theory
and the Standard Model: A Symmetry-Oriented Approach.

In rete si possono reperire altre note utili, tra cui:

• link J. Iliopoulos Introduction to the Standard Model of the Electro-
Weak Interactions.

• link D. Tong Lecture notes on the Standard Model.

5.1 Struttura del modello standard (Glashow-Weisberg-
Salam)

Nel corso degli anni i dati sperimentali e la teoria hanno portato ad una
struttura della Teoria standard delle particelle elementari, raffigurata
in figura 5.1, che utilizza:

• Particelle di materia, descritte da campi spinoriali (Dirac/Weyl),
che si separano in:

– Leptoni (elettrone, muone, tau e neutrini), che sono particelle
elementari, ovvero senza ulteriori strutture interne.

219

https://arxiv.org/pdf/2306.08097
https://arxiv.org/pdf/1305.6779
https://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/sm/standardmodel.pdf
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– Adroni, costituiti da quark (up/down, charm/strange, top/bottom)
i quali sono particelle fondamentali.

• Interazioni (elettromagnetica, debole e forte, ignoriamo la gravità),
descritte da campi di gauge (vettoriali, dunque di spin 1), legati al-
la simmetria di gauge. Queste interazioni fanno parte del gruppo di
gauge: SU(3) × SU(2) × U(1), in cui il termine SU(3) riguarda la
carica di colore (Quantum Chromo-Dynamics, che non trattiamo), il
termine SU(2) è l’isospin, U(1) è l’ipercarica; inoltre SU(2)×U(1) uni-
fica elettromagnetismo e forza debole (notiamo che da solo U(1) non è
l’elettromagnetismo, ma qualcosa di leggermente più complicato).

• Settore di Higgs, descritto da un campo scalare, il quale è responsa-
bile della generazione dei termini di massa della materia (che non pos-
siamo aggiungere direttamente in L, ma vengono fuori dal meccanismo
di Higgs, descritto nella sezione §5.2.5).
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Non è oggetto di questo corso l’interazione forte, che interessa solamente
i quark, ma studieremo l’unificazione della teoria elettromagnetica e nucleare
debole.

Dunque, come vedremo, la lagrangiana del modello standard è costituita
da un termine di Yang-Mills (bosoni vettori che mediano le interazioni), un
termine per il settore di Higgs, un termine di materia (che descrive leptoni e
quark) e delle interazioni tipo Yukawa. Analizzeremo passo passo ciascuno
di questi termini, le loro interazioni e masse.

5.2 Rottura spontanea di simmetria

Ricominciamo tutto da capo e riprendiamo i concetti di simmetria, vuoto,
particelle ed oscillazioni.

5.2.1 Il vuoto della teoria

Fin da subito non ci siamo fatti troppi problemi interpretativi; dopo aver
scritto per la prima volta la lagrangiana del campo scalare e aver quantizzato,
abbiamo detto che le particelle fisiche che si trovano negli esperimenti sono
le oscillazioni (eccitazioni) dei campi. In realtà, la situazione è leggermente
più complicata. Infatti, in QFT le particelle sono i quanti (oscillazioni) dei
campi attorno al vuoto. Questo è in perfetta analogia a quando, in Fisica
Classica, guardavamo le piccole oscillazioni attorno al minimo; infatti noi
cercavamo i minimi del potenziale, espandevamo la lagrangiana attorno al
minimo, diagonalizzavamo e trovavamo che gli autovalori della matrice erano
le frequenze di oscillazione, mentre gli autovettori erano i nostri modi normali
(oscillatori armonici che si disaccoppiano completamente). Ora, in QFT
succede la stessa cosa, in cui le particelle sono l’analogo dei modi normali di
oscillazione e le masse fisiche sono l’analogo delle frequenze.

In realtà il problema era che fino ad un attimo fa’ noi affermavamo sola-
mente la cosa sbagliata, ma di fatto facevamo tutto correttamente. Eravamo
indotti a non sbagliare poiché qualcuno ci diceva i segni corretti da mettere
ai vari termini all’interno della lagrangiana.

Quindi, presa la lagrangiana per n campi scalari:

L =
1

2
∂µϕ

i∂µϕi − V (ϕi) (5.2.1)

siamo interessati a trovare il vuoto della teoria, ovvero la configurazione che
minimizza l’energia della teoria, dunque che minimizza il potenziale (essendo
il termine cinetico sempre positivo o al più nullo). Nota che buttiamo dentro
a V (ϕi) tutto ciò che non è cinetico, dunque anche il termine di massa.
Quando diciamo vuoto intendiamo dire che il valore di aspettazione sul vuoto
(VEV) dei campi della lagrangiana è proprio il minimo del potenziale (spero
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si possa capire meglio nel seguito della sezione). Intendo dire che: abbiamo
un qualche V (ϕ) tra le mani, lo minimizziamo e troviamo che ha un minimo
in ϕ̃; tale valore sarà il nostro vuoto e sarà tale per cui il VEV dei campi
varrà:

⟨ϕ⟩ = ϕ̃. (5.2.2)

Però noi vogliamo sempre che il vuoto rispetti l’invarianza di Poincarè, dun-
que l’unico tipo di campo che può minimizzare l’energia è il campo scalare.
Infatti, i campi vettoriali, e spinoriali, sono vettori e puntano in una qualche
direzione dello spazio, per cui rompono l’invarianza per rotazioni. Se per
caso prendessimo v⃗ e ne facessimo un VEV, esso potrebbe cambiare sotto
rotazioni, e renderebbe il vuoto non Poincarè invariante.1

Quando studiamo le configurazioni di minimo chiaramente non guardia-
mo la lagrangiana, ma l’energia, ossia l’hamiltoniana della teoria:

H =
1

2
πiπi +

1

2
(∇⃗ϕi)(∇⃗ϕi) + V (ϕi) (5.2.5)

=
1

2
πiπi +W (ϕi) (5.2.6)

dunque, le configurazioni di vuoto sono quelle che minimizzano W (ϕi), che
è equivalente a minimizzare V (ϕi) (poiché abbiamo detto che i vettori ∇⃗ϕ
non vanno bene). In realtà minimizziamo V (ϕi), poiché siamo obbligati da
Poincaré a prendere ϕ costante, visto che nessun termine del tipo ∂µϕ, che
compare in L, va bene essendo un vettore. Siamo quasi contenti perché gli
unici campi di cui dovremo preoccuparci di trovare un minimo saranno quel-
li scalari, mentre le particelle fermioniche o vettoriali saranno sempre delle
fluttuazioni dei campi attorno a 0.

Dunque, la condizione di minimo è:

δV

δϕi
= 0 , i = 1, . . . , n (5.2.7)

e gli estremi solitamente li indichiamo con:

ϕi = ⟨ϕi⟩ = ϕi0. (5.2.8)
1Vediamo che anche nel caso di campo vettoriale o spinoriale costante non possia-

mo dargli un VEV. Infatti, sappiamo che per una trasformazione generica abbiamo le
trasformazioni:

δψ = ωµν

(
i

2
γµν + xµ∂ν − xν∂µ

)
ψ (5.2.3)

δϕ = ωµν (x
µ∂ν − xν∂µ)ϕ (5.2.4)

dunque, risulta chiaro che anche nel caso di campi spinoriali costanti (dunque con derivate
nulle), la variazione δψ non è nulla poiché l’azione di γµν = i

2
[γµ, γν ] mescola le compo-

nenti di ψ. Caso diverso per il campo scalare. Concludiamo che un VEV di ϕ è Poincarè
invariante, mentre per un campi ψ questo non è garantito.
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Abbiamo detto che dopo aver trovato il vuoto (minimo del potenziale),
dobbiamo espandere la lagrangiana rispetto esso. Il potenziale risulta:

V (ϕi) ≃ V (ϕi0) +
∑
i

δV

δϕi

∣∣∣∣∣
ϕi=ϕi0

=0

(ϕi − ϕi0)+

+
1

2

∑
i,j

δ2V

δϕiδϕj

∣∣∣∣∣
ϕi=ϕi0

(ϕi − ϕi0)(ϕj − ϕj0) (5.2.9)

e se chiamiamo:
φi = ϕi − ϕi0 (5.2.10)

essi sono i nostri campi quantistici, associati alle fluttuazioni attorno al vuoto
e che ci permettono di riscrivere la lagrangiana:

L =
1

2
∂µφ

i∂µφi − 1

2

∑
i,j

δ2V

δϕiδϕj

∣∣∣∣∣
ϕi=ϕi0

φiφj + . . . (5.2.11)

in cui riusciamo a individuare i termini quadratici nei campi e nelle derivate,
che ci forniscono la parte libera della teoria, e nei termini successivi dello
sviluppo del potenziale possiamo individuare (perché non è detto che siano
presenti) i termini di interazione. Nota che il termine V (ϕi0) non lo inseria-
mo poiché è un termine costante e può essere riscalato (perché non stiamo
facendo una teoria di gravità; ricorda i discorsi sull’energia di vuoto). Noi
sappiamo bene che il termine quadratico nei campi ci fornisce la massa delle
partielle rappresentate da ϕi; per questo chiamiamo matrice di massa:

δ2V

δϕiδϕj

∣∣∣∣∣
ϕi=ϕi0

≡M2
ij (5.2.12)

che è chiaramente un oggetto simmetrico, ma è generalmente un oggetto
qualsiasi e contiene tutta l’informazione sulle particelle e le loro masse.

Se ipotizzassimo di essere in una teoria con solo la parte quadratica della
lagrangiana, allora avremmo le equazioni del moto:

2φi +
∑
i

M2
ijφ

j = 0 (5.2.13)

in cui se M2
ijφ

j non è diagonale, allora ci mischia i diversi campi φj , il che
non ci piace molto, poiché noi associamo una particella al campo se riusciamo
ad associarne solo uno e a non farla cambiare nella sua evoluzione (quando
consideriamo teorie interagenti tutto si complica ovviamente). Però non ci
disperiamo perché possiamo diagonalizzare la matrice, mettendo tutti gli
autovalori m2

i sulla diagonale, non mischiando più tutti i campi e potendo
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assegnare una particella elementare con massa m2
i ad ogni campo φ̂i che sono

gli autovettori di M2
ijφ

j . Generalmente, i campi fisici φ̂i sono combinazioni
dei φi, da cui non riuscivamo ad intuire nulla. Otteniamo dunque:

2φ̂i +m2
i φ̂

2. (5.2.14)

Non abbiamo discusso un’eventualità che potrebbe capitare, ossia quella
in cui il termine cinetico non sia diagonale e quindi del tipo:

1

2
Tij∂µϕ

i∂µϕj (5.2.15)

con eventualmente Tij = Tij(ϕ), che quindi dovremo sviluppare attorno al
vuoto come:

Tij(ϕ) ∼ Tij(ϕ0) +
δTij
δϕk

∣∣∣∣∣
ϕ0

φk + . . . (5.2.16)

e nel caso in cui ci siano termini dello sviluppo dipendenti dai campi, all’inter-
no della lagrangiana otterremmo dei termini di interazione di tipo derivativo,
che non sono strani, ma semplicemente noi non li abbiamo studiati.2

In casi di termine cinetico non diagonale non dobbiamo diagonalizzare
solamente matrice di massa, ma dobbiamo risolvere l’equazione secolare:

det
{
M2
ij − λTij

}
= 0 (5.2.17)

con Tij al posto dell’identità.

Vediamo un esempio rapido per fissare un’attimo la procedura che stia-
mo descrivendo e poi andiamo a vedere i motivi per cui diciamo tutto ciò.
Consideriamo:

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ+
1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4 (5.2.18)

in cui abbiamo il potenziale:

V (ϕ) = −1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4 (5.2.19)

la cui unica differenza rispetto al caso studiato nei capitoli precedenti è il
segno − davanti al termine massivo; questo cambia tutto. Infatti, l’anda-
mento del potenziale è raffigurato in figura 5.2, in cui possiamo notare che
a differenza del caso di una parabola che si somma ad una quartica (in cui
l’unico minimo era ϕ = 0), ora abbiamo un massimo e due minimi, che si
trovano in:

δV

δϕ
=
λ

3!
ϕ3 −m2ϕ = 0 =⇒

{
ϕ = 0

ϕ± = ±
√

6m2/λ
(5.2.20)

2C’è una prova d’esame in cui compaiono e in cui ci si rende conto che portano a vertici
di interazione dipendenti dall’impulso.
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e possiamo vedere che:

δ2V

δϕ2
=
λ

2
ϕ2 −m2 =⇒

{
V ′′(0) = −m2

V ′′(ϕ±) = 2m2
(5.2.21)

ossia che, assumendo m2 > 0, ϕ = 0 è un massimo, mentre ϕ± sono dei
minimi. Arrivati a questo punto possiamo espandere attorno al vuoto (pos-
siamo scegliere indifferentemente uno dei due ϕ±) utilizzando la fluttuazione
attorno al minimo:

φ = ϕ− ϕ+ (5.2.22)

per ottenere (utilizzando le espressioni delle derivate terza e quarta del
potenziale) una lagrangiana ed un’hamiltoniana:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
(2m2)φ2 − 1

3!

√
6m2λφ3 − λ

4!
φ4 (5.2.23)

H =
1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 + 1

2
(2m2)φ2 +

1

3!

√
6m2λφ3 +

λ

4!
φ4 (5.2.24)

dunque, espandendo attorno al vuoto, continuiamo ad avere una particella
scalare poiché non può cambiare la sua natura, ma vediamo per prima cosa
che la massa delle particelle associate a φ è 2m2 (e non m2 che compariva
inizialmente nella lagrangiana), ma soprattutto vediamo che sorgono delle
interazioni di ordine cubico e quartico (e non siamo in presenza di una teoria
libera come sembrava inizialmente).

ϕ

V

Figura 5.2: Tipico andamento a "sombrero messicano" del potenziale.

Dunque, in generale dobbiamo sempre controllare che la nostra lagran-
giana sia scritta intorno ad un minimo del potenziale, e se così non fosse,
allora non siamo in grado di leggere alcuna informazione da essa.
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5.2.2 Simmetrie alla Wigner e alla Nambu-Goldstone

Noi in generale partiamo con delle simmetrie all’interno della nostra lagran-
giana, o in generale all’interno della nostra azione, che dipendono dalla forma
del potenziale. Ad esempio, se abbiamo un V (ϕ) che dipende solo dal mo-
dulo quadro dei campi, allora esso è invariante per rotazioni. Il punto del
discordo è che queste simmetrie dell’azione possono realizzarsi, dal punto
di vista quantistico, in due modi differenti, le cui conseguenze portano a
risultati molto importanti per la QFT. Queste due realizzazioni sono:

1. Realizzazione alla Wigner: il vuoto è invariante per le trasformazioni
di simmetria.

2. Realizzazione alla Nambu-Goldstone: Il vuoto non è invariante e si
dice che la fase è spontaneamente rotta3. Questa realizzazione implica
l’esistenza di bosoni a massa nulla all’interno della teoria.

Vediamo un caso specifico in cui abbiamo:

L =
1

2
∂µϕ

i∂µϕi − V (ϕiϕi) , i = 1, . . . , N (5.2.25)

e chiaramente è una teoria invariante per trasformazioni di SO(N) globali:

ϕi −→ Rijϕ
j , δϕi = ωijϕ

j . (5.2.26)

Il punto è che se la lagrangiana (5.2.25) è invariante per trasformazioni
di SO(N), lo sono anche il termine cinetico e potenziale separatamente.
Dunque deve valere:

0 = δV =
δV

δϕi
δϕi ∀punto (5.2.27)

e di conseguenza anche la sua derivata sarà nulla:

δ

δϕj

(
δV

δϕi
δϕi
)

=
δ2V

δϕiδϕj
δϕi +

δV

δϕi
δ(δϕi)

δϕj
= 0 (5.2.28)

per ogni punto ϕi, ed in particolare nel vuoto. Se supponiamo di aver mi-
nimizzato V e aver trovato il vuoto ⟨ϕi⟩, allora conosciamo la matrice di
massa:

M2
ij =

δ2V

δϕiδϕj

∣∣∣∣∣
ϕi=⟨ϕi⟩

(5.2.29)

3Tieni a mente che le simmetrie delle nostre teorie non sono mai rotte in modo esplicito
(altrimenti ci sarebbero non pochi problemi), infatti la nostra lagrangiana rimane sempre
invariante per trasformazioni di simmetria; quello che intendiamo con rottura spontanea
di simmetria è che il gruppo di simmetria della teoria si continua a realizzare, ma in un
modo differente.
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e possiamo riscirvere (5.2.28) come:

δ2V

δϕiδϕj

∣∣∣∣∣
ϕi=⟨ϕi⟩

M2
ij

δϕi

∣∣∣∣∣
ϕi=⟨ϕi⟩

+
δV

δϕi

∣∣∣∣∣
ϕi=⟨ϕi⟩
=0

δ(δϕi)

δϕj

∣∣∣∣∣
ϕi=⟨ϕi⟩

= 0 (5.2.30)

M2
ijδ⟨ϕi⟩ = 0. (5.2.31)

Nota che (5.2.31) è un’equazione agli autovalori. Nonostante la nostra teoria,
quindi L ed H, è invariante sotto trasformazioni globali di SO(N), il vuoto
in MQ e QFT non è detto che lo sia.

Nel caso in cui il vuoto è invariante, dunque:

δ⟨ϕi⟩ = 0 (5.2.32)

allora, diciamo che la simmetria è realizzata alla Wigner, riusciamo ad ag-
giungere poco alla nostra teoria e sappiamo che è soddisfatta (5.2.31).

Nel caso in cui il vuoto, per qualche i, non sia invariante:

δ⟨ϕi⟩ ̸= 0 (5.2.33)

allora la simmetria è realizzata alla Nambu-Goldstone e abbiamo la relazione
(5.2.31) che ci dice che le direzioni in cui ⟨ϕi⟩ ̸= 0, corrispondono ai ϕi che
rompono il vuoto, ossia che non sono invarianti, e hanno autovalori di massa
nulli (cioé sono autovettori nulli). Dunque, esistono delle particelle a massa
nulla e vengono chiamati bosoni di Goldstone.

Enunciamo in termini generali il teorema di Goldstone.

5.2.3 Teorema di Goldstone

Preso un gruppo di simmetria globale G con T i generatori, allora lo possiamo
spezzare in due parti. Supponendo valga dimG = nA+nα con: nα generatori
Hα che preservano il vuoto (Hα)ab ⟨ϕb⟩ = 0 (Wigner); nA generatori "rotti"
KA che non preservano il vuoto (KA)ab ⟨ϕb⟩ ̸= 0 (Nambu-Goldstone). Per
ognuno di quest’ultimi generatori rotti esiste un autovettore:

vAa = (KA)ab ⟨ϕb⟩ (5.2.34)

calcolato rispetto ad M2
ac, con autovalore nullo, ovvero per cui abbiamo:

M2
ac v

A
a = 0 (5.2.35)

quindi, a ciascun generatore rotto associamo una particella a massa nulla,
detta bosone di Goldstone.

Nota. Non vale l’inverso di questo teorema; per esempio se abbiamo
V = 0 ϕ = cost e questo restituisce un vuoto, abbiamo delle simmetrie e
abbiamo delle particelle mass-less, ma questo è una conseguenza del fatto
che V = 0 e non c’entra nulla con Goldstone.
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5.2.4 Esempio Scalar QED

Consideriamo la lagrangiana della teoria:

L =
1

2

∑
i=1,2

∂µϕ
i∂µϕi − 1

2
m2(ϕiϕi)− λ

4
(ϕiϕi)2 (5.2.36)

ossia una sorta di QED per campi scalari. Abbiamo invarianza per trasfor-
mazioni SU(2) globali, del tipo:(

ϕ1
ϕ2

)
−→

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
ϕ1
ϕ2

)
. (5.2.37)

Possiamo studiare il potenziale:

V (ϕ) =
1

2
m2(ϕiϕi) +

λ

4
(ϕiϕi)2 (5.2.38)

e calcoliamo:
δV

δϕi
= m2ϕi +

λ

2
(ϕkϕk)ϕ

i (5.2.39)

se vediamo i punti stazionari essi risultano essere:

ϕi = 0 (5.2.40)

ϕkϕk = −
2m2

λ
. (5.2.41)

Ci conviene calcolare per utilità futura:

δ2V

δϕiδϕj
= m2 +

λ

2
(ϕkϕk)δ

i
j + λϕiϕj . (5.2.42)

Dobbiamo ora differenziare due casi. Puoi vedere l’immagine 5.3.

Figura 5.3: La funzione V (ϕ) per m2 > 0 (sinistra) e m2 < 0 (destra).

Nel caso m2 > 0 il minimo del potenziale lo abbiamo per ϕi = 0, dunque
il nostro vuoto è:

⟨ϕi⟩ = 0 , i = 1, 2 (5.2.43)
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per cui i nostri campi fisici saranno:

φi = ϕi (5.2.44)

e la lagrangiana, espansa attorno al vuoto; risulterà essere:

L =
1

2
∂µφ

1∂µφ1 +
1

2
∂µφ

2∂µφ2 − 1

2
m2(φ2

1 + φ2
2) + . . . (5.2.45)

da cui possiamo leggere (essendo la matrice di massa già diagonale) che en-
trambe le particelle φ1 e φ2 hanno la stessa massa (classica) m.

Caso diverso però se supponiamom2 < 0. In questo caso possiamo vedere
che:

δ2V

δϕiδϕj

∣∣∣∣∣
ϕi=0

= m2 < 0 (5.2.46)

δ2V

δϕiδϕj

∣∣∣∣∣
ϕiϕj=−2m2/λ

= −2m2 > 0 (5.2.47)

dunque ϕi = 0 è un massimo e il nostro vuoto è:

ϕkϕk = −
2m2

λ
. (5.2.48)

Una possibile scelta di parametrizzare il vuoto è:

⟨ϕ1⟩ =
√
−2m2

λ
, ⟨ϕ2⟩ = 0 (5.2.49)

che è una scelta legittima poiché a noi quello che interessa è che la lunghezza
del vettore dei campi sia tale da soddisfare (5.2.48), ma possiamo scegliere di
parametrizzare i nostri vettori come più ci piace4. In questo caso abbiamo:

φ = ϕi − ⟨ϕi⟩. (5.2.51)

4Nota che potremmo rifare tutto l’esercizio parametrizzando il vuoto con:

⟨ϕ1⟩ =
√

−2m2

λ
cosα , ⟨ϕ2⟩ =

√
−2m2

λ
sinα. (5.2.50)
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Possiamo calcolarci i vari termini dello sviluppo del potenziale (sfruttiamo
(5.2.42)):

δ2V

δϕ21

∣∣∣∣∣
⟨ϕ1⟩

= −2m2 (5.2.52)

δ2V

δϕ22

∣∣∣∣∣
⟨ϕ2⟩

= m2 (5.2.53)

δ2V

δϕ1δϕ2

∣∣∣∣∣
⟨ϕ1⟩,⟨ϕ2⟩

= 0 + 0 + λ⟨ϕ1⟩⟨ϕ2⟩ = 0 (5.2.54)

che possiamo inserire all’interno dell’espansione della lagrangiana:

L =
1

2
∂µφ

1∂µφ1 +
1

2
∂µφ

2∂µφ2 − 1

2
m2φ2

1 + . . . (5.2.55)

da cui possiamo vedere che il campo φ2 ha massa nulla. Infatti possiamo
vedere che ⟨ϕi⟩ non è invariante per trasformazioni globali di SU(2):(

⟨ϕ1⟩
⟨ϕ2⟩

)
−→

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
⟨ϕ1⟩
⟨ϕ2⟩

)
(5.2.56)

=

(
⟨ϕ1⟩ cos θ + ⟨ϕ2⟩ sin θ
−⟨ϕ1⟩ sin θ + ⟨ϕ2⟩ cos θ

)
(5.2.57)

=

(
⟨ϕ1⟩ cos θ
−⟨ϕ1⟩ sin θ

)
(5.2.58)

come volevasi dimostrare. Siamo passati da un vuoto diretto solo lungo ϕ1,
poiché ⟨ϕ2⟩ = 0, ad un vuoto con entrambe le componenti diverse da zero.

Osservazione. (è un caso molto simile alla prova del 03-02-2026) In
generale, se abbiamo una simmetria globale SO(N), e un vuoto del tipo:

⟨ϕ1⟩ = ϕ01 , ⟨ϕi⟩ = 0 i = 2, . . . , N (5.2.59)

allora lo stabilizzatore5 del vuoto è SO(N−1). Visti i N(N−1)/2 generatori
di SO(N) e i [(N − 1)(N − 2)]/2 generatori di SO(N − 1), abbiamo che il
numero di bosoni di Goldstone è:

N(N − 1)

2
− (N − 1)(N − 2)

2
= N − 1 (5.2.60)

ossia la dimensione del gruppo di simmetria diminuito di 1.

5Definiamo lo stabilizzatore di un vettore come il gruppo di trasformazioni che lo
lasciano invariato.
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Però noi potremmo parametrizzare il vuoto anche in un altro modo; che
in molte situazioni è più conveniente. Infatti, sempre rimanendo nel caso
m2 < 0, possiamo scrivere:

ϕ =
ϕ1 + iϕ2√

2
, ϕ† =

ϕ1 − iϕ2√
2

(5.2.61)

in questo modo6:

L = ∂µϕ∂
µϕ† −m2ϕϕ† − λ

(
ϕϕ†

)2
(5.2.63)

che a sua volta possiamo anche riparametrizzare:

ϕ = ρeiθ , ϕ† = ρe−iθ (5.2.64)

con ρ e θ campi reali. Facciamo questo poiché in questo modo vediamo:

∂µϕ = (∂µρ+ iρ ∂µθ) e
iθ (5.2.65)

∂µϕ
† = (∂µρ− iρ ∂µθ) e−iθ (5.2.66)

∂µϕ∂
µϕ† = ∂µρ∂

µρ+ ρ2∂µθ∂
µθ (5.2.67)

e possiamo scrivere la lagrangiana:

L = ∂µρ∂
µρ+ ρ2∂µθ∂

µθ −m2ρ2 − λρ4 (5.2.68)

in cui vediamo che il bosone di Goldstone, quello a massa nulla, è proprio
il campo θ. Ma con i cambi che abbiamo fatto possiamo riscrivere il vuoto
come:

⟨ρ⟩ =
√
−2m2

λ
, ⟨θ⟩ = 0 (5.2.69)

possiamo studiare il potenziale:

V = m2ρ2 + λρ4 (5.2.70)
δV

δρ
= 2m2ρ+ 4λρ3 (5.2.71)

δ2V

δρ2
= 2m2 + 12λρ2 (5.2.72)

e vedere che:

δ2V

δρ2

∣∣∣∣∣
⟨ρ⟩

= 2m2 + 12λ

(
−2m2

λ

)
= −22m2 (5.2.73)

6Ci sono i conti espliciti nel file dedicato nella mia pagina personale, ma basta invertire
la relazione scrivendo:

ϕ1 =
ϕ+ ϕ†
√
2

, ϕ2 = −iϕ− ϕ†
√
2

(5.2.62)

e sostituire in L.
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dunque scrivendo il campo fisico ξ = ρ− ⟨ρ⟩ abbiamo la lagrangiana:

L = ∂µξ∂
µξ + (ξ + ⟨ρ⟩)2∂µθ∂µθ − (−22m2)ξ2 + . . . (5.2.74)

dunque confermiamo che il bosone di Goldstone è il campo θ, mentre il nostro
campo scalare fisico è:

ξ −→ 1√
2
ξ (5.2.75)

in modo da riscalare i coefficienti della lagrangiana:

L =
1

2
∂µξ∂

µξ + (ξ + ⟨ρ⟩)2∂µθ∂µθ −
1

2
(−22m2)ξ2 + . . . (5.2.76)

da cui leggiamo la massa classica dei campi ξ.

5.2.5 Meccanismo di Higgs

Quando si verifica la rottura spontanea di una simmetria di gauge le conse-
guenze sono diverse dal caso precedente. In particolare, succede che i bosoni
di Goldstone non esitono (non ci sono particelle scalari senza massa), ma
al loro posto alcuni campi di gauge diventano massivi. Questo fenomeno è
conosciuto come meccanismo di Higgs, e come facilmente immaginabile sarà
cruciale per i bosoni del modello standard.

Consideriamo il caso di una simmetria U(1) locale. Prendiamo un campo
complesso scalare (in questo modo la rotazione la rappresentiamo come una
fase):

L = ∂µϕ
†∂µϕ−m2ϕ†ϕ− λ

2
(ϕ†ϕ)2 (5.2.77)

e se vogliamo che la teoria sia invariante per trasformazioni:

ϕ −→ eiαϕ (5.2.78)

ϕ† −→ e−iαϕ† (5.2.79)

ma con α = α(x), allora dobbiamo introdurre i campi di gauge in modo da
costruire la derivata covariante:

L = (Dµϕ)† (Dµϕ)−m2ϕ†ϕ− λ

2
(ϕ†ϕ)2 (5.2.80)

in questo modo:

Dµϕ −→ ∂µ
(
eiαϕ

)
+ iA′

µe
iαϕ (5.2.81)

=
(
∂µϕ+ i∂µϕ+ iA′

µϕ
)
eiα (5.2.82)

e quindi dobbiamo richiedere:

A′
µ = Aµ − ∂µα. (5.2.83)
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Se diamo dinamica anche al campo di gauge, allora abbiamo la lagrangiana:

L = (Dµϕ)† (Dµϕ)−m2ϕ†ϕ− λ

2
(ϕ†ϕ)2 − 1

4
FµνF

µν (5.2.84)

in cui chiaramente consideriamo il caso abeliano. Vedendo l’espressione della
lagrangiana saremmo tentati di dire che i campi ϕ e ϕ† abbiano massa m,
mentre il campo Aµ è mass-less. Però ciò che non è sempre vero. Studiamo
il potenziale:

V (ϕ†ϕ) = m2ϕ†ϕ+
λ

2
(ϕ†ϕ)2 (5.2.85)

nel caso m2 > 0 abbiamo il vuoto:

⟨ϕ⟩ = 0 , ⟨ϕ†⟩ = 0 (5.2.86)

e risulta chiaro che il vuoto sia realizzato alla Wigner ed è invariante per le
nostre trasformazioni. Se espandiamo (5.2.84) attorno al vuoto, otteniamo
la stessa forma di lagrangiana e possiamo affermare che ϕ e ϕ† hanno massa
m, mentre il campo Aµ è mass-less.

Nel caso m2 < 0 conviene riscrivere i campi come:

ϕ = ρeiθ , ϕ† = ρe−iθ (5.2.87)

in questo modo abbiamo il potenziale:

V (ρ) = m2ρ2 +
λ

2
ρ4 (5.2.88)

e se studiamo le sue derivate abbiamo:

V ′ = 2m2ρ+ 2λρ3

=⇒ V ′ = 0 :

{
ρ = 0 (massimo)

ρ =
√
−m2

λ ≡ ρ0 (minimo)

V ′′(ρ)

∣∣∣∣∣
ρ0

= 2m2 + 6λρ20

= 2m2 − 6m2 = −4m2

V ′′′(ρ)

∣∣∣∣∣
ρ0

= 12λρ0 = 12
√
−m2λ

V IV (ρ)

∣∣∣∣∣
ρ0

= 12λ.

Però ora non abbiamo più il vuoto preservato, e se ci riscrivessimo la lagran-
giana potremmo notare che θ sarebbe il nostro bosone di Goldstone. Ma non
è così semplice.
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Se scriviamo ζ = ρ− ρ0 ed espandiamo attorno al vuoto abbiamo:

Dµϕ = (∂µ + iAµ) ρe
iθ (5.2.89)

= [∂µρ+ i (∂µϕ+Aµ) ρ] e
iθ (5.2.90)

= [∂µζ + i(ζ + ρ0)(∂µθ +Aµ)] e
iθ (5.2.91)

per cui il termine cinetico:

(Dµϕ)† (Dµϕ) = ∂µζ∂
µζ +

(
ρ20 + 2ζρ0 + ζ2

)
(∂µϕ+Aµ)

2 (5.2.92)

che però ci fa rendere conto che dobbiamo riscalare i campi di un fattore
√
2

i campi ζ, poiché non abbiamo la giusta normalizzazione:

ζ −→ 1√
2
ζ. (5.2.93)

Facendo tutto questo abbiamo la lagrangiana espansa:

L =
1

2
∂µζ∂

µζ +

(
ρ20 +

√
2ζρ0 +

ζ2

2

)
(∂µθ +Aµ)

2 − 1

4
FµνF

µν+

+
1

2
(−4m2)

ζ2

2
− 2
√
−m2λ

ζ3

2
√
2
− λ

2

ζ4

4
(5.2.94)

a noi per lo spettro di massa interessa solo la parte quadratica:

Lquadr. =
1

2
∂µζ∂

µζ +
1

2
(−2m2)ζ2 − 1

4
FµνF

µν + ρ20 (∂µθ +Aµ)
2 . (5.2.95)

Però a questo punto potremmo sfruttare l’invarianza di gauge del campo Aµ
e rimangiarci il campo θ. Infatti se scriviamo:

Aµ −→ A′
µ = Aµ + ∂µθ (5.2.96)

cioè ci mettiamo in quella che si chiama gauge unitaria, allora otteniamo
il termine quadratico:

Lquadr. =
1

2
∂µζ∂

µζ +
1

2
(−2m2)ζ2 − 1

4
FµνF

µν +

(
−m

2

λ

)2

A′†
µA

′µ (5.2.97)

dunque vediamo che il campo di gauge Aµ ha acquisito una massa. Nota che
dovremmo ancora riscalarlo di un fattore 1/2 per vedere la massa. Quando
il bosone di gauge diventa massivo, chiaramente le interazioni diventano a
corto range.

Osservazione. La rottura spontanea della simmetria preserva i gradi
di libertà, non ne fa perdere, ma semplicemente li riorganizza: inizialmente
avevamo due gradi di libertà dati dai campi ϕ e ϕ complessi e due gradi di
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libertà dal bosone di gauge mass-less, ora, nella situazione finale, un grado
di libertà appartiene a ζ (particella di Higgs) e 3 appartengono al bosone
massivo A, in più la trasformazione di gauge equivale a inglobare il bosone
di Goldstone dentro A ed in particolare la polarizzazione longitudinale di A
coincide con il bosone di Goldstone. Dunque, la rottura spontanea di simme-
tria, nel caso in cui il vuoto non preserva una simmetria per trasformazioni
locali, riarrangia i gradi di libertà in modo che i bosoni di gauge associati ai
generatori rotti, acquistano una massa.

Il meccanismo della rottura spontanea di simmetria e il meccanismo di
Higgs sono l’unico modo per trattare, in un modo consistente dal punto di
vista quanto-meccanico, i vettori di gauge massivi (lo vedremo bene per le
interazioni deboli).

Notiamo anche che il risultato ottenuto assomiglia alla lagrangiana di
Proca:

Lproca = (Dµϕ†)(Dµϕ)−m2ϕ†ϕ− 1

4
FµνF

µν +
M2

2
AµA

µ (5.2.98)

infatti rispetto (5.2.94), i termini quadratici sono uguali, ma i termini di inte-
razione sono diversi, e sono proprio quest’ultimi a rendere la teoria coerente
da un punto di vista quanto-meccanico e la teoria rinormalizzabile.

5.3 Teoria di Fermi

Questa teoria sarà vista meglio nel corso di Fenomenologia delle Interazioni
Fondamentali.

Intorno agli anni 30′ del secolo scorso, con l’intento di dare una spiega-
zione al decadimento β:

n −→ p+ e− + ν

Enrico Fermi introduce una lagrangiana puntuale del tipo:

L ∼ GF√
2
νeγ

µedγµu (5.3.1)

in cui GF è una costante di accoppiamento, e abbiamo scritto esplicitamente
dei campi fermionici per rappresentare neutrino elettronico, elettrone, quark
down e quark up. Essendo particelle fermioniche abbiamo:

[νe] = [e] = [d] = [u] = [ψ] = L−3/2

e notiamo che per costruzione GF non è adimensionale:

[L] = [GF ] [ψ]
4 = [GF ]L

−6 = L−4



236 CAPITOLO 5. Il modello standard

ovvero:

[GF ] = L2 =M−2

già per questo motivo potremmo dire che questa teoria non ha senso, essendo
non rinormalizzabile. Però, un altro motivo per cui scartiamo tale teoria è
che se ci calcolassimo l’ampiezza di probabilità del processo:

n
GF

e

p

ν

allora troveremmo un’ampiezza di probabilità M∝ GF , ma dovendo essere
un numero adimensionale troviamo in realtà M ∝ E2GF , e dunque un’am-
piezza di probabilità che cresce indefinitivamente con l’energia. Ciò non è
chiaramente accettabile. Puoi vedere questo conto nel compendio del corso.

Per questo, la teoria di Fermi così come l’abbiamo formulata non è valida.
In realtà, come vedremo ad energie basse funziona benissimo, ma smette di
essere appropiata se saliamo con E e dunque non ha un campo di applicabilità
infinito.

In generale nella Fisica le teorie sono più furbe del fisico che le scrive,
poiché sono loro a suggerire quando esse non sono più valide e qual è il
loro limite. Tipicamente, per come capiamo la natura ad oggi, tutto ciò che
scriviamo sono delle teorie efficaci (effettive), le quali descrivono i fenomeni
in un certo range di energie e non è detto che tali teorie siano estendibili
altrove. Mostrandoci delle singolarità, non trattabili, le teorie ci dicono
quando esse hanno raggiunto il proprio limite e noi per risolvere il problema,
o cambiamo il punto di partenza, oppure (cosa molto comune) introduciamo
dei gradi di libertà in più che diventano rilevanti solamente alle scale che
danno problemi. La Gravità Quantistica alla Einstein ha esattamente questo
tipo di problema.

Quello che succede con la teoria di Fermi è quello appena descritto, e
noi per risolvere il problema potremmo dire che in realtà prima avevamo
una divergenza poiché consideravamo un’interazione puntuale, ma se invece
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considerassimo un diagramma del tipo:

n

p

νe

e−

W−

allora tutto sarebbe consistente. In più ciò sarebbe coerente con l’osservazio-
ne sperimentale che le interazioni deboli sono a corto range, dunque mediati
da un potenziale di tipo Yukawa:

e−mr

r2
(5.3.2)

il che ha come conseguenza dei bosoni mediatori Wµ massivi, la cui interazio-
ne si spegne esponenzialmente quando la distanza è dell’ordine dell’inverso
della massa. Differiscono le interazioni elettromagnetiche, che sono mediate
da bosoni massless e descritte da un potenziale tipo:

1

r2
. (5.3.3)

Si potrebbe pensare di introdurre un campo vettoriale massivo Bµ usando
la lagrangiana di Proca:

LP = −1

4
Fµν F

µν +
m2
B

2
BµB

µ (5.3.4)

che però non è invariante di gauge e questo farebbe si che la teoria non sia
rinormalizzabile; per evitare questo problema si utilizza il meccanismo di
Higgs.

Un’altra evidenza sperimentale è che la lagrangiana (5.3.1) non deve pre-
servare la parità; ovvero processi carichi, quindi in cui compaiono delle par-
ticelle con carica elettrica (nel caso del decadimento β compaiono elettrone
e protone), trattano in maniera diversa parte left e parte right dei campi
spinoriali. Infatti, da tutti gli esperimenti si vede che solo le parti left parte-
cipano ai processi carichi. Per questo la lagrangiana più corretta da scrivere
sarebbe:

L ∼ νe(1− γ5)en(1− γ5)p. (5.3.5)

Nota che per la QED le componenti left e right dei fermioni si accop-
piavano allo stesso modo con il campo di Maxwell, proprio perché la QED
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preserva la parità.

Un’altra osservazione è che non esistono solamente processi carichi, ma
ci sono una serie di processi di interazione elettrodebole differenti tra loro.
Infatti possiamo avere processi che mischiano la parte leptonica e adronica,
oppure processi che fanno parlare leptoni con leptoni, o adroni con adroni,
ma anche decadimenti che non portano una carica elettrica, dunque neutri.

5.4 Gruppo di simmetria, bosoni di gauge e numeri
quantici

Ci siamo preoccupati di introdurre i mediatori della forza elettrodebole, in
modo da risolvere il problema della teoria di Fermi, ma non abbiamo pensato
a quanti ne esistano.

Ciò che sappiamo è che esistono in natura processi con correnti cariche
(positive o negative che siano), processi con correnti neutre e i processi elet-
tromagnetici. Quindi, in totale abbiamo bisogno di 4 bosoni Wµ di gauge
nella nostra teoria.

Come abbiamo studiato, i vettori di gauge li troviamo nel momento in
cui imponiamo che le simmetrie nella nostra teoria siano locali. Ci manca da
capire qual è il gruppo di gauge associato ai 4 vettori Wµ che introduciamo7.
I gruppi con 4 generatori sono:

U(1)4 , U(2) = U(1)× SU(2).

Però sappiamo che il gruppo U(1)4 non può essere la scelta corretta. Infatti
abbiamo visto che i campi abeliani non possono auto-interagire, il che è in
contrasto con il fatto che 2 dei quattro Wµ siano carichi, e dunque che possa-
no interagire elettromagneticamente con i fotoni. Ciò di cui abbiamo bisogno
sono termini di grado > 2 all’interno della nostra L. Dunque, prendiamo un
gruppo non abeliano per la teoria elettrodebole:

U(1)× SU(2) (5.4.1)

in cui storicamente si è associato al gruppo U(1) il numero quantico di
ipercarica Y , mentre ad SU(2) si associa l’isospin.

Abbiamo capito che ci sono 4 vettori di gauge (1 associato ad U(1) e
3 associati a SU(2)), ma possiamo capire un po’ meglio la loro identità.
Vedremo meglio dopo perché è sbagliato mettere il campo elettro-magnetico
in U(1), per ora concentriamoci sui generatori di SU(2).

7Infatti ricorda che la dimensione del gruppo è data dal numero di generatori del
gruppo, ed essi a loro volta ci danno il numero di vettori di gauge.
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Sappiamo che abbiamo i generatori di SU(2) T a = σa/2, ed in generale
possiamo scrivere:

Wµ =W aT a =
1

2

(
W 3
µ W 1

µ − iW 2
µ

W 1
µ + iW 2

µ −W 3
µ

)
(5.4.2)

=
1

2

(
W 3
µ

√
2W+

µ√
2W−

µ −W 3
µ

)
(5.4.3)

in cui abbiamo introdotto:

W±
µ =

W 1
µ ∓ iW 2

µ√
2

(5.4.4)

e quindi usiamo:

σ± =
1

2
(σ1 ± iσ2). (5.4.5)

Notiamo l’analogia con gli operatori di innalzamento e abbassamento della
MQ (che ricorda ottenevamo dalla complessificazione dell’algebra). I campi
W 1
µ , W 2

µ e W 3
µ sono reali, ma quando li complessifichiamo, e creiamo W±

µ ,
essi diventano carichi (complessi).

I campi W±
µ , essendo carichi, sicuramente devono stare all’interno di

SU(2) per i motivi di interazione detti prima, però non sappiamo cosa pos-
sono essere W 3

µ ed il vettore associato ad U(1).

Parliamo un attimo dei settori della particelle elementari, per tornare sui
gruppi tra poco.

5.4.1 Settore leptonico

Le evidenze sperimentali ci dicono che i processi carichi interessano solo le
parti left dei fermioni, per cui W±

µ si accoppiano solamente con tali parti.
Per via del fatto che la parità sia rotta per i processi deboli, per la trattazione
del modello standard ci conviene utilizzare gli spinori di Weyl, anziché quelli
di Dirac8. Dunque, le parti right dei fermioni non si accoppiano in nessun
modo con W±

µ .
Abbiamo imparato che quando noi vogliamo che un particolare campo

si accoppi ad un certo vettore, dunque senta delle forze, allora è necessario
che tale campo trasformi in modo non banale con il gruppo di gauge asso-
ciato. Dunque le componenti left dei fermioni devono trasformare in modo
non banale rispetto al gruppo di gauge SU(2), altrimenti non avremmo ac-
coppiamento; ma allo stesso tempo le parti right, rispetto SU(2), devono
trasformare in modo triviale (banale).

8Nota che alcuni testi utilizzano gli spinori di Dirac, su cui ci applicano i proiettori left
e right. A seconda di ciò che scegliamo utilizzeremo le matrici σµ piuttosto che γµ.
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La scelta minimale che possiamo fare per rispettare ciò che abbiamo detto
è prendere le parti Left che trasformano come un doppietto di SU(2) (che è
la rappresentazione più piccola che trasforma in modo non banale), mentre
le parti Right come dei singoletti.

In natura si sono osservate 3 famiglie diverse di leptoni (vedi l’osserva-
zione sulle teorie anomale), tutti con stessi numeri quantici, ma con masse
diverse. In generale, una famiglia contiene una particella (e, µ, τ) e il suo
neutrino associato; nel modello standard e/µ/τ hanno una componente L e
una R, mentre i neutrini sono massless ed esistono solo nella chiralità L9.

I leptoni li rappresentiamo dunque come:

L =

{(
νe
e

)
L

;

(
νµ
µ

)
L

;

(
ντ
τ

)
L

}
, lR = {eR ; µR ; τR} (5.4.6)

omettendo νR non essendo osservato. Nota che L ed l indicano i leptoni,
mentre le lettere a pedice sono le componenti left e right. Inoltre, chiariamo
il fatto che L sia un doppietto di SU(2), le cui componenti sono spinori di
Weyl.

Dunque abbiamo in gioco due gruppi SU(2), che però non si parlano. In-
fatti, abbiamo l’SU(2) dell’invarianza di gauge, insieme all’SU(2) del gruppo
di Lorentz che agisce solo sugli spinori di Weyl. Quando scriveremo la la-
grangiana compariranno delle matrici σµ, ma esse saranno dei soli numeri
per il gruppo di gauge SU(2), poiché riguardano solamente l’invarianza di
Lorentz.

5.4.2 Settore adronico

Intorno agli anni 60 del secolo scorso si sono cominciate a scoprire un nu-
mero enorme di particelle e si è cominciato a perdere la speranza di poterle
catalogare e modellizzare tutte. In realtà ci si è reso presto conto che non
tutte le particelle sono elementari, bensì sono formate da componenti tali.
In particolare si sono scoperti gli adroni10, che sono formati da quark, i quali
a loro volta sono particelle fermioniche elementari, ma con la caratteristica
di avere carica elettrica frazionaria.

Ancora dalla natura delle interazioni deboli sappiamo che solo le compo-
nenti left dei quark si accoppiano con i campi W±

µ , per cui le scriviamo come
un doppietto di SU(2). Analogamente ai leptoni, scriviamo per le parti right
dei singoletti, e dunque disaccoppiate. Abbiamo:

QL =

(
u
d

)
, uR = uR , dR = dR. (5.4.7)

9In realtà, in teorie che vanno oltre il modello standard, si riesce a spiegare il fatto che
negli esperimenti si osserva una loro oscillazione e di conseguenza il fatto che abbiano una
massa molto piccola ≪ 1 eV.

10Gli adroni possono presentarsi in natura in due configurazioni: possono essere formati
da una coppia di quark e anti-quark, dando vita ad un mesone, oppure possono essere
formati da un tris di quark formando i barioni.
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Chiamiamo u il quark up e d il quark down, ed essi sono gli unici due
ingredienti di cui abbiamo bisogno per costruire protone e neutrone (che
sono barioni).

Analogamente con quanto osservato per i leptoni, anche i quark vengono
osservati in famiglie, in particolare 3:(

u
d

) (
c
s

) (
t
b

)
più tutti i relativi singoletti right.

5.4.3 Osservazione sulle teorie anomale

Nel modello standard è fondamentale che sia preservata la simmetria di gau-
ge sia a livello classico che quantistico. È fondamentale verificare che le
simmetrie di gauge vengano conservate dalla quantizzazione. In generale,
la simmetria di gauge, non può essere esplicitamente rotta (spontaneamente
può fare ciò che vuole) a livello quantistico, altrimenti la teoria non avrebbe
alcun senso la teoria. Rompere esplicitamente la simmetria vorrebbe dire
che la corrente associata non sarebbe conservata. Però, può succedere che
alcune teorie perfette dal punto di vista classico (o che per lo meno a noi
sembrano tali), a livello quantistico presentino delle anomalie, ossia rompa-
no esplicitamente l’invarianza di gauge (e le simmetrie non sono conservate
dalla quantizzazione). Nel caso in cui l’anomalia si presenti per simmetrie
locali, non c’è più nulla da fare e dobbiamo buttare il modello teorico (oppure
provare a curarlo).

Il modello standard è consistente famiglia per famiglia, ma per renderlo
tale, ovvero evitare anomalie nelle simmetrie di gauge, abbiamo bisogno
che tali famiglie (di leptoni e quark) siano complete. Le diverse famiglie
individuano il flavour della materia. Dunque, per ogni doppietto di leptoni
deve esistere un doppietto di quark, con i rispettivi singoletti. Se così non
fosse, ad esempio se avessimo 4 famiglie di leptoni e solo 3 di quark, allora
tutto si romperebbe perché avremmo delle anomalie nel modello standard.

5.4.4 Numeri quantici delle particelle

Abbiamo visto la definizione dei bosoni W±
µ (5.4.4), ma non abbiamo ancora

capito chi possa essere il terzo bosone associato ai generatori di SU(2). Però
ci sono alcune considerazioni che possiamo fare.

Se proviamo a calcolare il commutatore tra i due vettori carichi W+
µ e

W−
µ , e sapendo che la carica si conserva, ci aspettiamo che il terzo generatore

del gruppo risulterà essere neutro. Essendo i generatori di W±
µ gli analoghi

degli operatori di scala della MQ non relativistica, di conseguenza il terzo
generatore di SU(2) sarà σ3, di cui conosciamo gli autovalori, ossia ±1/2.
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Fatte queste considerazioni possiamo affermare che l’EM non sta dentro
SU(2), nonostante rispetti la carica nulla. Se σ3 fosse l’EM, allora questo
implicherebbe che le cariche elettriche di νe ed e (componenti left) siano
±1/2. Però l’unica certezza che abbiamo è che il neutrino sia neutro, per
cui non si deve accoppiare con il fotone. In più, se σ3 fosse l’EM, questo
ci direbbe che solamente le componenti left degli elettroni sono cariche, ma
non quelle right, visto che non trasformano per SU(2).

Concludiamo che l’ultimo generatore di SU(2) non può essere quello
associato con il campo di Maxwell.

Con ragionamenti abbozzati possiamo anche capire perché U(1) non può
nemmeno lui essere l’elettromagnetismo. Da ciò che abbiamo detto, se U(1)
fosse l’EM, allora noi vorremmo che esso si accoppiasse solamente con la
parte bassa del doppietto L (ν è neutro). In questo modo però romperemmo
l’invarianza di SU(2), poiché una sua rotazione non permetterebbe più il
mescolamento delle due componenti.

Quindi se noi vogliamo rispettare il gruppo di gauge U(1)×SU(2), allora
non possiamo decidere che componenti, di una qualsiasi rappresentazione di
uno dei due, trasformino in modo diverso rispetto l’altro gruppo di gauge.
Dunque, entrambe le componenti del doppietto devono accoppiarsi allo stesso
modo (con la stessa carica) con il campo U(1).

Per questo motivo (un po’ spoilerando) abbiamo chiamato U(1) il grup-
po dell’ipercarica Y ed SU(2) l’isospin. Comunque abbiamo imparato che
l’elettromagnetismo non è manifestamente presente, ma dev’essere nasco-
sto da qualche parte nel gruppo di gauge. Costruiamo la carica elettrica
(combinando oggetti neutri) con la formula di Gell-Mann e Nishijima:

Q = T 3 +
Y

2
(5.4.8)

in cui non mettiamo gli altri due generatori di SU(2), ossia T 1 e T 2, poiché
essi sono associati ai bosoni carichi W±. Nota anche che Y lo dividiamo
per due per convenzione e perché abbiamo la definizione di T 3 = σ/2. Nella
tabella 5.4 riassumiamo tutti i numeri quantici delle particelle del modello
standard.

Abbiamo detto che abbiamo:

T 3 =
σ3

2
=

(
1/2 0
0 −1/2

)
(5.4.9)

da cui possiamo vedere che il neutrino ν ha autovalore di T 3 pari ad 1/2,
mentre la particella associata −1/2. Noi gli unici numeri quantici che cono-
sciamo con certezza sono le cariche elettriche, e se imponiamo che la carica
del ν sia nulla otteniamo:

Qν =
1

2
+
Y

2
= 0 =⇒ Yν = −1 (5.4.10)
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ma Y è il numero quantico associato alle trasformazioni rispetto U(1), e noi
abbiamo detto che particella e il suo neutrino associato devono trasformare
allo stesso modo per tale gruppo. Dunque, dobbiamo avere YlL = −1, che
possiamo verificare da:

Q = −1

2
− 1

2
= −1 (5.4.11)

così siamo contenti poiché ciò è coerente con quello che sappiamo della carica
elettrica dei leptoni.

Allo stesso tempo però, guardando la parte right dei leptoni, possiamo
dire che T 3

lR
= 0 poiché essi non trasformano con SU(2), ma la loro carica

elettrica è sempre Q = −1, per cui:

Q = −1 = 0 +
YlR
2

=⇒ YlR = −2. (5.4.12)

Ora che conosciamo le cariche delle particelle rispetto i gruppi di sim-
metria possiamo scrivere le derivate covarianti per le parti left e right dei
leptoni:

DµL =

(
∂µ − igW a

µT
a − ig′

2
Y Bµ

)
(5.4.13)

=

(
∂µ − igW a

µT
a +

ig′

2
Bµ

)
(5.4.14)

DµlR =
(
∂µ + ig′Bµ

)
lR (5.4.15)

in cui abbiamo inserito esplicitamente il valore di Yl. Ricordiamo che le
trasformazioni dei campi, rispetto i gruppi, sono:

L −→
SU(2)

UL

L −→
U(1)

ei
Y
2
αL

,


lR −→

SU(2)
lR

lR −→
U(1)

ei
Y
2
αlR.

(5.4.16)

Per cui se ci volessimo cominciare a scrivere la lagrangiana per il settore
leptonico avremmo:

L = −1

4
BµνB

µν − 1

4
W a
µνW

aµν +

3∑
a=1

(
iL†

aσ
µDµLa + il†R,aσ

µDµlR,a
)

in cui mettiamo la somma su tutte le famiglie di leptoni e i tensori Bµν ed
Fµν costruiti opportunamente a partire dai campi di gauge Bµ e W a

µ che
associamo rispettivamente ai gruppi U(1) e SU(2).

Con ragionamenti analoghi riusciamo a scrivere anche le derivate cova-
rianti dei quark. Infatti, conosciendo il fatto che la carica elettrica dei quark
è:

Qel(u) =
2

3
, Qel(d) = −

1

3
(5.4.17)
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possiamo ricavare l’ipercarica:

u :
2

3
=

1

2
+
Y

2
=⇒ Y =

1

3
(5.4.18)

d :
−1
3

= −1

2
+

1

6
. (5.4.19)

Possiamo anche vedere che per la parte right vale:

uR : Y = +
4

3
(5.4.20)

dR : Y = −2

3
. (5.4.21)

Noti i numeri quantici e le cariche dei campi siamo in grado di scrivere
le derivate covarianti:

DµQL =

(
∂µ − igW a

µT
a − ig′

6
Bµ

)
QL (5.4.22)

DµuR =

(
∂µ −

2i

3
g′Bµ

)
uR (5.4.23)

DµdR =

(
∂µ +

i

3
g′Bµ

)
dR (5.4.24)

Se vogliamo possiamo completare (per ora) la lagrangiana del modello
standard come:

L = −1

4
BµνB

µν − 1

4
W a
µνW

aµν +

3∑
a=1

(
iL†

aσ̃
µDµLa + il†R,aσ

µDµlR,a
)

+
3∑

a=1

(
iQ†

L,aσ̃
µDµQL,a + iu†R,aσ

µDµuR,a + id†R,aσ
µDµdR,a

)
. (5.4.25)

5.5 Correnti elettrodeboli

Studiamo in questa sezione come sono fatte le varie correnti presenti nella
teoria elettrodebole.

Infatti, data la lagrangiana L possiamo vedere facilmente come sono fatte
le correnti, poiché sappiamo da ciò che c’è all’interno della derivata covariante
compare la corrente accoppiata con i bosoni di gauge.

Per tutta la trattazione associamo il campo W a
µ al gruppo SU(2) e un

campo di gauge Bµ al gruppo U(1). Dunque abbiamo i tensori di curvatura:

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ (5.5.1)
Wµν = ∂µWν − ∂νWµ + ig[Wµ,Wν ]. (5.5.2)
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5.5.1 Correnti cariche

Riprendiamo la lagrangiana:

L = −1

4
BµνB

µν − 1

4
W a
µνW

aµν +

3∑
a=1

(
iL†

aσ̃
µDµLa + il†R,aσ

µDµlR,a
)

+

3∑
a=1

(
iQ†

L,aσ̃
µDµQL,a + iu†R,aσ

µDµuR,a + id†R,aσ
µDµdR,a

)
. (5.5.3)

e cerchiamo quali sono le correnti cariche. Come detto dobbiamo vedere
come si accoppiano i vari campi con le derivate covarianti, poiché in esse
compaiono i W±

µ .
Cominciamo ad estrarre la corrente carica11:

L ⊃ J−
µW

+µ (5.5.4)

per cui dobbiamo leggere i coefficienti diW+µ dai pezzi legati ai leptoni e agli
adroni. Ovviamente, sappiamo che i W±

µ si accoppiano solo alle parti left,
per cui vediamo (togliendo tutti i termini neutri e carichi negativamente) solo
le parti che ci interessano, dunque consideriamo i termini in cui le derivate
covarianti (che contengono W+

µ ) agiscono sui doppietti:

3∑
a=1

iL†
aσ̃

µDµLa =
3∑

a=1

i
(
ν†L e†L

)
a
σ̃µ
(
−ig

2

)(0 √
2W+

µ

0 0

)(
νe,L
eL

)
a

(5.5.5)

=
3∑

a=1

g

2

(
ν†L e†L

)
a
σ̃µ
√
2W+

µ

(
eL
0

)
a

(5.5.6)

=
g√
2

3∑
a=1

ν†L,aσ̃
µeL,aW

+
µ . (5.5.7)

Dunque abbiamo trovato:

J−
µ,a =

g√
2
ν†L,aσ̃

µeL,a (5.5.8)

che è il contributo dei leptoni e se la guardiamo bene è molto simile al pezzo
che avevamo scritto per la teoria di Fermi.

11Nota che associamo la corrente negativa al campo W+, e analogamente J+ a W−,
poichè richiediamo sempre che la lagrangiana sia neutra.
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Analogamente possiamo trovare la corrente per i quark:

3∑
a=1

iQ†
L,aσ̃

µDµQL,a =
3∑

a=1

i
(
u†L d†L

)
a
σ̃µ
(
−ig

2

)(0 √
2W+

µ

0 0

)(
uL
dL

)
a

(5.5.9)

=
g√
2

3∑
a=1

u†L,aσ̃
µdL,aW

+
µ (5.5.10)

per cui:
J−
µ,a =

g√
2
u†L,aσ̃

µdL,a. (5.5.11)

È facile convincersi che la corrente J+
µ si ottiene facendo l’hermitiano

coniugato.

Le correnti neutre per i quark li vedremo in seguito.

5.5.2 Corrente neutra ed elettromagnetismo

Seguendo un procedimento leggermente diverso ricaviamo la corrente neutra
e cerchiamo di capire dove si trova l’elettromagnetismo.

Cominciamo sempre dai leptoni e vediamo che della quantità:

gWµ −
g′

2
Bµ =

1

2

(
gW 3

µ − g′Bµ
√
2W+

µ√
2W−

µ −gW 3
µ − g′Bµ

)
(5.5.12)

che compare nella lagrangiana, ci interessa la parte diagonale. Omettendo
la sommatoria vediamo:

= − i
2

(
ν†L e†L

)
σ̃µ
(
gW 3

µ − g′Bµ 0

0 −gW 3
µ − g′Bµ

)(
νe,L
eL

)
(5.5.13)

=− i

2

(
gW 3

µ − g′Bµ
)
ν†Lσ̃

µνL +
i

2

(
gW 3

µ + g′Bµ
)
e†Lσ̃

µeL (5.5.14)

il secondo addendo sarà un qualche cosa che sente l’elettrone, ma possiamo
leggere nel primo termine della somma il campo associato ai processi neutri,
poichè sappiamo bene che il neutrino non si accoppia con l’elettromagneti-
smo, per cui tutto ciò che parla lui sicuramente non è il campo di Maxwell.
Chiamiamo per questo:

Zµ ∼ gW 3
µ − g′Bµ (5.5.15)

il campo associato a processi neutri. Possiamo però fare una trasformazione
di SO(2) in modo da riparametrizzare la scrittura dei campi, pur mante-
nendo la normalizzazione dei termini cinetici invariata. Possiamo fare una
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rotazione per un angolo, che chiamiamo angolo di weak mixing (o di Wein-
berg)12, poiché data una coppia di numeri possiamo sempre riparametrizzarli
in termini di un angolo:

cos θw =
g√

g2 + g′2
; sin θw =

g′√
g2 + g′2

(5.5.16)

e in questo modo abbiamo:(
Aµ
Zµ

)
=

(
cos θw sin θw
− sin θw cos θw

)(
Bµ
W 3
µ

)
(5.5.17)

la cui trasformazione inversa è:(
Bµ
W 3
µ

)
=

(
cos θw − sin θw
sin θw cos θw

)(
Aµ
Zµ

)
(5.5.18)

che ci portano a:
Zµ = cos θwW

3
µ − sin θwBµ. (5.5.19)

e al fotone Aµ, che sarà la combinazione ortogonale, poiché la sua dinamica
dev’essere disaccoppiata da quella di Zµ:

Aµ = sin θwW
3
µ + cos θwBµ. (5.5.20)

Dunque, vediamo che il campo di Maxwell non è direttamente associato ad
un generatore del gruppo di simmetria, ma è una combinazione lineare non
banale dei campi neutri di U(2).

Questa scelta per Z e A è giustificata anche dal fatto che nella rottura
di simmetria tramite Higgs la combinazione che forma Z acquisisce massa,
mentre A rimane massless.

Possiamo anche invertire le relazioni (5.5.19) e (5.5.20):

W 3
µ = cos θwZµ + sin θwAµ (5.5.21)

Bµ = cos θwAµ − sin θwZµ. (5.5.22)

Avendo le parametrizzazioni dei campi, possiamo continuare i conti (5.5.14):

= − i
2

√
g2 + g′2Zµν

†
Lσ̃

µνL + i
[
g(cos θwZµ + sin θwAµ)+

+ g′(cos θwAµ − sin θwZµ)
]
e†Lσ̃

µeL (5.5.23)

= − i
2

√
g2 + g′2Zµν

†
Lσ̃

µνL +
i

2

[
(g cos θw − g′ sin θw)Zµ+

+ (g sin θw + g′ cos θw)Aµ
]
e†Lσ̃

µeL (5.5.24)

= − i
2
Zµ

[√
g2 + g′2ν†Lσ̃

µνL − (g cos θw − g′ sin θw)e†Lσ̃µeL
]
+

+ ig sin θwAµe
†
Lσ̃

µeL. (5.5.25)
12Nota che vale θw ≈ 28◦.
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da cui vediamo che, coerentemente con quanto osservato negli esperimenti, si
accoppiano al bosone Zµ dell’interazione debole sia il neutrino che l’elettrone,
ma con il campo di Maxwell Aµ ci parla solamente la parte left dell’elettrone.

Se vediamo anche l’accoppiamento della parte right:

ig′l†Rσ̃
µlRBµ = ig′l†Rσ̃

µlR(cos θwAµ − sin θwZµ) (5.5.26)

= ig′ cos θAµl
†
Rσ̃

µlR − ig′ sin θwZµl†RσµlR (5.5.27)

per la parte elettromagnetica sembra che la costante di accoppiamento sia
differente per le parti left e right, ma è un assurdo che la parte left abbia
una certa carica elettrica e la parte right un’altra, infatti guardando meglio
si ha:

g′ cos θw =
g′g√
g2 + g′2

= g sin θw. (5.5.28)

Se mettiamo insieme l’accoppiamento della parti left e right otteniamo:

= − i
2
Zµ

[√
g2 + g′2ν†Lσ̃

µνL − (g cos θw − g′ sin θw)e†Lσ̃µeL−

− ig′ sin θwZµl†RσµlR
]
+

+ iAµg sin θ
[
e†Lσ̃

µeL + l†Rσ̃
µlR

]
(5.5.29)

dunque, per la parte elettromagnetica abbiamo l’accoppiamento:

ig sin θwAµψLγ
µψR (5.5.30)

e per quello che abbiamo imparato dall’elettromagnetismo, possiamo fissare
sperimentalmente:

g sin θw = e. (5.5.31)

Dunque abbiamo imparato che la corrente elettromagnetica è:

Jµem = g sin θw

(
e†Lσ̃

µeL + e†Rσ
µeR

)
(5.5.32)

mentre la corrente neutra per i leptoni è:

Jµ0 = −1

2

√
g2 + g′2ν†Lσ̃

µνL − (g cos θw − g′ sin θw)e†Lσ̃µeL−

− g′ sin θwe†RσµeR. (5.5.33)

Chiaramente la corrente neutra viola la parità, infatti non solo compaiono
unicamente i neutrini left e non quelli right, ma anche il fatto che le parti
left e right degli elettroni abbiano costanti di accoppiamento differenti non
permette di conservare la parità.
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Impariamo quindi che sia le correnti cariche che neutre violano la partià,
ma la differenza tra queste interazioni è che nel caso carico le correnti si ac-
coppiano solo ai fermioni left, visto che solo loro trasformano rispetto SU(2),
mentre per le interazioni neutre esse ricevono contributo sia dai fermioni left
che da quelli right, poichè tutti si accoppiano con Bµ (il quale contiene Zµ)
avendo ipercarica ̸= 0, però abbiamo visto che le tratta in modo differente.

Possiamo anche vedere l’accoppiamento dei quark left con i campi di
neutri. Ci aspettiamo che entrambe le componenti della famiglia si accoppino
con entrambi i campi. Vediamo:

− i

2

(
u†L d†L

)
σ̃µ
(
gW 3

µ + 1
3g

′Bµ 0

0 −gW 3
µ + 1

3g
′Bµ

)(
uL
dL

)
(5.5.34)

=− i

2
(gW 3

µ +
1

3
g′Bµ)u

†
Lσ̃

µuL −
i

2
(−gW 3

µ +
1

3
g′Bµ)d

†
Lσ̃

µdL (5.5.35)

=− i

2

(
g cos θwZµ + g sin θwAµ +

1

3
g′ cos θwAµ −

1

3
g′ sin θZµ

)
u†Lσ̃

µuL−

− i

2

(
−g cos θwZµ − g sin θwAµ +

1

3
g′ cos θwAµ −

1

3
g′ sin θZµ

)
d†Lσ̃

µdL

(5.5.36)

=− i

2

{[
(g cos θw −

1

3
g′ sin θw)Zµ +

4

3
eAµ

]
u†Lσ̃

µuL+

+

[
(−g cos θw −

1

3
g′ sin θ)Zµ −

2

3
eAµ

]
d†Lσ̃

µdL

}
(5.5.37)

da cui possiamo ritrovare le cariche elettriche dei quark 4/3 e −2/3 se
analizziamo l’accoppiamento con il campo di Maxwell.

Dal contributo delle parti right vediamo:

iu†R,aσ
µDµuR,a + id†R,aσ

µDµdR,a (5.5.38)

=iu†R,aσ
µ

(
−2

3
ig′
)
BµuR,a + id†R,aσ

µ

(
i

3
g′
)
BµdR,a (5.5.39)

=

(
2

3
g′ cos θwAµ −

2

3
g′ sin θwZµ

)
u†R,aσ

µuR,a+

+

(
−1

3
g′ cos θwAµ +

1

3
g′ sin θwZµ

)
d†R,aσ

µdR,a (5.5.40)

in cui possiamo ancora una volta rivedere le cariche elettriche dei quark
(dagli accoppiamenti con i bosoni Aµ):

Qel(u) =
2

3
g′ cos θw =

2

3
g sin θw =

2

3
e (5.5.41)

Qel(d) = −
1

3
g′ cos θw = −1

3
g sin θw = −1

3
e. (5.5.42)
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5.6 Interazioni tra vettori di gauge

Per come costruiamo il modello standard abbiamo anche le interazioni tra i
bosoni di gauge. Ad esempio, essendo carichi i vettori W±

µ possono intera-
gire con il campo elettromagnetico oppure tra di loro (facendo parte di un
gruppo non abeliano).

Ricordiamo che abbiamo:

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ (5.6.1)
Wµν = ∂µWν − ∂νWµ + ig[Wµ,Wν ] (5.6.2)

e siamo interessati di vedere le componenti di Wµν rispetto i generatori T 3

e T±. Infatti possiamo scrivere:

Wµ =W 3
µT

3 +W+
µ T

− +W−
µ T

+. (5.6.3)

Dei generatori di SU(2) conosciamo l’algebra:

[Ti, Tj ] = iεijkTk (5.6.4)

da cui: [
T 3, T±] = ±T± (5.6.5)[
T+, T−] = 2T 3 (5.6.6)

esattamente come gli operatori di scala della MQ (algebra di SL(2,C)).

La parte facile è riscrivere Bµν , poiché ci basta inserire dentro la scrittura
di Bµ (5.5.22):

Bµν = cos θw (∂µAν − ∂νAµ)− sin θw (∂µZν − ∂νZµ) . (5.6.7)

Dobbiamo impegnarci leggermente di più per ottenere le componenti del
tensore Wµν . Se vogliamo analizzare W 3

µν , allora dobbiamo capire qua-
le commutatore, che ci compare in (5.6.2), ci fornisce la componente 3.
Chiaramente dall’algebra (5.6.6) vediamo che abbiamo:[

W−
µ T

+,W+
ν T

−] =W−
µ W

+
ν (2T 3)

ma anche la combinazione antisimmetrizzata:[
W+
µ T

−,W−
ν T

+
]
=W+

µ W
−
ν (−2T 3).

Oppure utilizzando la relazione base:

W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW a

µ − gεabcW b
µW

c
ν (5.6.8)
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otteniamo le componenti di W 3
µν :

W 3
µν = ∂µW

3
ν − ∂νW 3

µ + 2ig
(
W−
µ W

+
ν −W+

µ W
−
ν

)
(5.6.9)

inserendo anche la scrittura per W 3
µ (5.5.21):

W 3
µν = cos θw (∂µZν − ∂νZµ) + sin θw (∂µAν − ∂νAµ)−

− 2ig
(
W+
µ W

−
ν −W+

ν W
−
µ

)
(5.6.10)

che ci mostra come il campo W 3
µ non si accoppi con il campo di Maxwell,

e quindi risulta scarico. Diciamo che W 3
µ è discaccoppiato poiché nemmeno

Zµ (contenuto in W 3
µ) lo fa, non avendo termini in cui Aµ e Zµ si parlano.

La componente W+
µν avrà al suo interno il commutatore:[
W 3
µT

3,W+
ν T

−] =W 3
µW

+
ν (−T−)

a cui dobbiamo sommarci anche la combinazione antisimmetrizzata, in modo
da avere tutti i contributi legati a T−:

W+
µν = ∂µW

+
ν − ∂νW+

µ − ig
(
W 3
µW

+
ν −W+

µ W
3
ν

)
(5.6.11)

= ∂µW
+
ν − i

(
g cos θwZµ + g sin θw

e

Aµ

)
W+
µ − [µ↔ ν] (5.6.12)

= DµW+
ν − ig cos θwZµW+

ν − [µ↔ ν] (5.6.13)

in cui abbiamo individuato la derivata covariante:

DµW+
ν = (∂µ − ieAµ)W+

ν (5.6.14)

da cui possiamo leggere la carica elettrica di W+
ν , ossia +e.

Rifacendo la stessa cosa con il W−
µν abbiamo:

W−
µν = ∂µW

−
ν − ∂νW−

µ − ig
(
−W 3

µW
−
ν +W−

ν W
3
µ

)
(5.6.15)

= ∂µW
−
ν + i

(
g cos θwZµ + g sin θw

e

Aµ

)
W−
µ − [µ↔ ν] (5.6.16)

= DµW−
ν + ig cos θwZµW

−
ν − [µ↔ ν] (5.6.17)

con:
DµW−

ν = (∂µ + ieAµ)W
−
ν (5.6.18)

da cui leggiamo la carica elettrica −e.
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Dunque, all’interno della lagrangiana abbiamo il termine cinetico per
i bosoni di gauge (in cui consideriamo il fatto che il termine W+

µνW
−µν

compare due volte):

L ⊃ −1

4
BµνB

µν − 1

2
W a
µνW

b µν tr
{
T aT b

}
(5.6.19)

= −1

4
BµνB

µν − 1

4
W 3
µνW

3µν − 1

2
W+
µνW

−µν (5.6.20)

= −1

4
FµνF

µν − 1

4
ZµνZ

µν −
[
doppio prodotto (in cui si parlano

Zµ e Aµ) si cancella

]
(5.6.21)

Possiamo sereni nel dire che se prima avevamo una lagrangiana con i ter-
mini cinetici dei campi di gauge diagonali, allora che quando facciamo una
rotazione (introduciamo i sin e cos, così da mandare Bµ e W 3

µ in Aµ e Zµ)
continuiamo ad avere un termine cinetico diagonale e dunque con Aµ che
non parla con Zµ.

Ad ogni modo possiamo vedere un attimo meglio i vari termini che com-
paiono all’interno del termine cinetico appena scritto. In particolare vediamo
il passaggio dalla seconda riga alla terza. Abbiamo il termine:

BµνB
µν =

[
cos θw (∂µAν − ∂νAµ)− sin θw (∂µZν − ∂νZµ)

]
×

×
[
cos θw (∂µAν − ∂νAµ)− sin θw (∂µZν − ∂νZµ)

]
(5.6.22)

= cos2 θw (∂µAν − ∂νAµ) (∂µAν − ∂νAµ)+
+ sin2 θw (∂µZν − ∂νZµ) (∂µZν − ∂νZµ)−
− cos θw sin θw (∂µAν − ∂νAµ) (∂µZν − ∂νZµ)−
− cos θw sin θw (∂µZν − ∂νZµ) (∂µAν − ∂νAµ) (5.6.23)

= cos2 θwFµνF
µν + sin2 θwZµνZ

µν−
− cos θw sin θw (∂µAν − ∂νAµ) (∂µZν − ∂νZµ)−
− cos θw sin θw (∂µZν − ∂νZµ) (∂µAν − ∂νAµ) (5.6.24)

in cui identifichiamo i tensori:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (5.6.25)
Zµν = ∂µZν − ∂νZµ. (5.6.26)
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Abbiamo anche il pezzo:

W 3
µνW

3µν = cos2 θw (∂µZν − ∂νZµ) (∂µZν − ∂νZµ)+
+ sin2 θw (∂µAν − ∂νAµ) (∂µAν − ∂νAµ)−
− 4g2

(
W+
µ W

−
ν −W+

ν W
−
µ

) (
W+µW− ν −W+ νW−µ

)
+

+ cos θw sin θw (∂µZν − ∂νZµ) (∂µAν − ∂νAµ)−
− 2ig cos θw (∂µZν − ∂νZµ)

(
W+µW− ν −W+ νW−µ

)
+

+ cos θw sin θw (∂µAν − ∂νAµ) (∂µZν − ∂νZµ)−
− 2ig sin θw (∂µAν − ∂νAµ)

(
W+µW− ν −W+ νW−µ

)
−

− 2ig cos θw
(
W+
µ W

−
ν −W+

ν W
−
µ

)
(∂µZν − ∂νZµ)−

− 2ig sin θw
(
W+
µ W

−
ν −W+

ν W
−
µ

)
(∂µAν − ∂νAµ) (5.6.27)

= cos2 θwZµνZ
µν + sin2 θwFµνF

µν + . . . (5.6.28)

(5.6.24) e (5.6.27) sono dei pezzi che sembrano dare delle interazioni tra Zµ
ed Aµ, ma in realtà dobbiamo mettere tutto insieme. Infatti se prendiamo
la somma che compare nella lagrangiana:

L ⊃ −1

4
BµνB

µν − 1

4
W 3
µνW

3µν − . . . (5.6.29)

= −1

4

(
cos2 θw + sin2 θw

)
FµνF

µν −−1

4

(
cos2 θw + sin2 θw

)
ZµνZ

µν−
− 4g2

(
W+
µ W

−
ν −W+

ν W
−
µ

) (
W+µW− ν −W+ νW−µ

)
+

− 2ig cos θw (∂µZν − ∂νZµ)
(
W+µW− ν −W+ νW−µ

)
+

− 2ig sin θw (∂µAν − ∂νAµ)
(
W+µW− ν −W+ νW−µ

)
−

− 2ig cos θw
(
W+
µ W

−
ν −W+

ν W
−
µ

)
(∂µZν − ∂νZµ)−

− 2ig sin θw
(
W+
µ W

−
ν −W+

ν W
−
µ

)
(∂µAν − ∂νAµ)+

+ . . . (5.6.30)

vediamo che i termini che fanno parlare Aµ con Zµ si cancellano, come ci
aspettiamo.

Ci mancherebbe anche il termine:

W+
µνW

−µν =
(
DµW+

ν − ig cos θwZµW+
ν

) (
DµW− ν + ig cos θwZ

µW− ν
)

(5.6.31)

= DµW+
ν DµW− ν + ig cos θwDµW+

ν Z
µW− ν−

− ig cos θwZµW+
ν DµW− ν + g2 cos2 θwZµZ

µW+
ν W

− ν .
(5.6.32)
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5.7 Masse delle particelle

Ci siamo concentrati molto sulle interazioni, sulle cariche e sui numeri quan-
tici delle particelle, ma non abbiamo ancora parlato delle masse.

Quello che sappiamo dagli esperimenti è che:

• I leptoni e i quark sono particelle massive.

• L’elettromagnetismo è un’interazione a lungo range, dunque ci aspet-
tiamo che il fotone sia massless.

• Le interazioni deboli sono a corto range, per cui dobbiamo dare massa
ai bosoni W±

µ e Zµ.

La lagrangiana (5.4.25) chiaramente non è completa, infatti dobbiamo
introdurre ancora i termini di massa. Per un campo fermionico, lavorando
con gli spinori di Weyl, saremmo tentati di scrivere:

ψψ −→ ψ†
LψR + ψ†

RψL (5.7.1)

ma questo, pur essendo invariante per Poincaré, non è invariante per il grup-
po di gauge U(1) × SU(2) della nostra teoria. Infatti, ricordiamo che i
fermioni left formano un doppietto per SU(2), mentre i fermioni right dei
singoletti, per cui per una trasformazione di SU(2) le parti left trasformano
e vanno in una combinazione lineare di fermione e neutrino left, mentre le
parti right non trasformano. Sappiamo anche che parti left e right hanno
cariche diverse per il gruppo U(1), per cui anche per una sua variazione tale
termine non sarebbe invariante.

Il procedimento che seguiremo per fornire la massa alle particelle, sia
ai bosoni di gauge che ai campi di materia, è il meccanismo di Higgs che
abbiamo visto nella sezione §5.2.5. In quella sezione ciò che avevamo era
una lagrangiana con all’interno un potenziale V (ϕ), con la classica forma
a sombrero messicano, che se espansa attorno al vuoto, allora il termine di
Yukawa faceva in modo di sputare fuori un termine che modificava la massa
dei campi fermionici di L. L’unica differenza che incontriamo ora è che
abbiamo una teoria non abeliana.

5.7.1 Il campo di Higgs

Nel nostro modello noi vogliamo dare massa a 3 campi di gauge, per cui
dovremo introdurre 3 campi scalari. Però per la consistenza della teoria,
è necessario che rimanga un campo scalare neutro aggiuntivo che ci dia le
oscillazioni attorno al vuoto.

Ricorda come avevamo fatto nella sezione §5.2.5, in cui eravamo partiti
con un campo scalare complesso, riscritto in termini di ρ e θ, che una volta
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rotta la simmetria ci faceva vedere che θ era il bosone di Goldstone che
veniva mangiato dal bosone di gauge, che acquisiva massa, mentre ρ (il quale
è neutro) rimaneva e ci forniva le oscillazioni attorno al vuoto13.

Ovviamente, i campi scalari che introduciamo devono avere gli stessi nu-
meri quantici interni dei campi da cui vengono mangiati (ovviamente apparte
lo spin). Quindi se diamo massa ad un campo carico, dovremo avere uno
scalare carico, mentre se vogliamo un campo di gauge neutro massivo, do-
vremo introdurre un campo scalare neutro. Qua stiamo parlando di cariche
elettriche.

Noi vogliamo dare massa a due campi di gauge carichi ed uno neutro, per
cui abbiamo bisogno di 4 campi scalari all’interno della nostra lagrangiana,
di cui 2 carichi elettromagneticamente e 2 neutri (1 sarà il campo di Higgs).
Chiaramente per applicare il meccanismo di Higgs dovremo in qualche modo
rompere spontaneamente la simmetria del nostro sistema, per cui dobbiamo
introdurre un certo potenziale per il nuovo campo scalare, così che esso
assuma un VEV non nullo quando ci mettiamo nel vuoto.

Anche per il gruppo SU(2) × U(1) i campi scalari devono trasfomare
in modo consistente. Dovendosi accoppiare con dei campi carichi W±, es-
si devono trasformare per SU(2), dunque dobbiamo scrivere un doppietto
di SU(2). Altrimenti, il campo di Higgs, se fosse un singoletto di SU(2),
darebbe massa solamente al Zµ ed eventualmente al fotone.

Dovendo introdurre 4 gradi di libertà scalari, un modo che abbiamo per
scriverli in termini di doppietto di SU(2), è quello di scrivere un doppietto,
che contiene due campi scalari complessi14:

H =

(
H+

H0

)
(5.7.2)

con all’interno il campo caricoH+ che ha carica elettrica +1 (il suo complesso
coniugato ha carica negativa) e dunque:

Q(H+) = 1 =⇒ 1 =
1

2
+
Y

2
=⇒ YH = 1 (5.7.3)

che ci conferma anche il fatto che il campo H0 sia neutro:

Q(H0) = −1

2
+

1

2
= 0. (5.7.4)

Gli esperimenti ci confermano che la scelta minimale che facciamo, scrivere
un doppietto con all’interno due campi scalari complessi, con 4 gradi di
libertà, è effettivamente corretta.

13Vedremo nel corso di Advanced QFT perché è fondamentale per la consistenza della
teoria che il campo scalare ρ si accompi, nel modo in cui si accopia, con il campo di gauge.

14Nota che se prendiamo un generico vettore riga (a , b) che viene ruotato da una gene-
rica matrice di SU(2), allora avermo che le sue componenti, a e b, sono generalmente dei
numeri complessi, dunque con 2 gradi di libertà ciascuno e quattro totali.
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Vista l’ipercarica del campoH, dunque come esso trasforma per il gruppo
U(1), possiamo scrivere la derivata covariante:

DµH =

(
∂µ − igWµ − i

g′

2
Bµ

)
H. (5.7.5)

Vedremo che ciascun grado di libertà del doppietto (5.7.2) viene mangia-
to da un bosone di gauge, conferendogli massa. In particolare, noi possiamo
scrivere H+ e H0 con le loro componenti reali ed immaginarie. Si ha che H±

vengono mangiati da W±, il campo Im
{
H0
}

viene preso da Z0 e la parte
reale Re

{
H0
}

è il bosone di Higgs scoperto al CERN nel 2012. Vedremo
esplicitamente questa cosa tra poco, ma mimeremo quello fatto nelle prove
del 15-02-2024 e 03-02-2026.

Dovendo rompere spontaneamente la simmetria, in modo da dare massa
ai vettori di gauge, dobbiamo dare un VEV non banale ad H e introduciamo
il potenziale:

VH =
λ

4

(
H†H − v2

2

)2

(5.7.6)

che è una leggera complicazione di quello visto nella sezione §5.2.5. Ci piace
scrivere (5.7.6) in questo modo poichè così è semi-definito positivo, e dunque
sappiamo che quando si annulla ci troviamo nel suo minimo, che risulta
essere:

H†H =
v2

2
. (5.7.7)

Però noi abbiamo imparato che possiamo fare una trasformazione di SU(2)×
U(1), in modo da orientarci in modo tale che sia la componente bassa a
prendere un VEV non nullo:

⟨H⟩ =
(

0

v/
√
2

)
. (5.7.8)

Vediamo esplicitamente chi sono i campi mangiati dai campi di gauge.
Prendiamo SU(2)×U(1) globale e sviluppiamo il potenziale (5.7.6). Il campo
sviluppato attorno al vuoto è:

H =

(
h+

h+v√
2
+ ik

)
(5.7.9)
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in cui h+ è un campo complesso, ma h e k reali. Se mettiamo H dentro VH :

VH =
λ

4

((
h− h+v√

2
− ik

)( h+
h+v√

2
+ ik

)
− v2

2

)2

(5.7.10)

=
λ

4

(
h−h+ +

(
h+ v√

2

)2

+ k2 − v2

2

)2

(5.7.11)

=
λ

4

(
h−h+ +

1

2
h2 +

v2

2
+
√
2hv + k2 − v2

2

)2

(5.7.12)

=
λ

4

(
h−h+ +

1

2
h2 +

√
2hv + k2

)2

(5.7.13)

guardandone solamente i termini quadratici nei campi:

Lquad =
λ

2
v2h2 (5.7.14)

il che ci mostra che i campi h± e k sono massless, dunque bosoni di Goldstone,
che nel momento in cui viene reso locale il gruppo di simmetria vengono
mangiati dai campi vettoriali.

5.7.2 Masse dei bosoni vettori

Per leggere le masse, dei bosoni, sappiamo che basta leggere gli accoppia-
menti nelle derivate covarianti, nel vuoto. Vediamo:

Dµ⟨H⟩ = −i
(
g
2W

3
µ + g′

2 Bµ
√
2
2 gW

+
µ√

2
2 gW

−
µ −g

2W
3
µ + g′

2 Bµ

)(
0

v/
√
2

)
(5.7.15)

= −i
(

v g2W
+
µ(

−g
2W

3
µ + g′

2 Bµ

)
v√
2

)
(5.7.16)
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che ci mostra il termine cinetico (quando facciamo l’hermitiano coniugato
passiamo da W+ a W−):

(Dµ⟨H⟩)† (Dµ⟨H⟩) =
g2v2

4
W+
µ W

−µ +
1

8

(
gW 3

µ − g′Bµ
)2
v2 (5.7.17)

=
g2v2

4
W+
µ W

−µ+

+
1

8

(
g2 + g′ 2

)( g√
g2 + g′ 2

W 3
µ −

g′√
g2 + g′ 2

Bµ

)2

v2

(5.7.18)

=
g2v2

4
W+
µ W

−µ+

+
1

8

(
g2 + g′ 2

) (
cos θwW

3
µ − sin θwBµ

)2
v2 (5.7.19)

=
g2v2

4
W+
µ W

−µ +
1

8

(
g2 + g′ 2

)
v2ZµZ

µ (5.7.20)

e ricordando che per un campo scalare complesso la normalizzazione del ter-
mine di massa è m2ϕ†ϕ, mentre per scalari neutri è 1

2m
2ϕ2, allora possiamo

vedere, dal primo termine, la massa che prendono i vettori di gauge carichi:

m2
W+ = m2

W− =
g2v2

4
(5.7.21)

e dal secondo termine:

m2
Z =

1

4

(
g2 + g′ 2

)
v2. (5.7.22)

Volendo è possibile riscrivere le masse (5.7.21) e (5.7.22) in termini di
carica elettrica e e angolo θw.

Come ci aspettiamo, troviamo che il fotone rimane a massa nulla.

Dunque, una volta scelto il potenziale V (H), e dunque fatto assumere
al campo H un VEV non nullo, la simmetria del modello standard viene
spontaneamente rotta:

SU(2)× U(1)Y −→ U(1)em.

Dunque la simmetria manifesta, che ci rimane quando il campo scalare pren-
de un VEV, è l’U(1) elettromagnetico, poichè rimaniamo con un solo campo
di gauge a massa nulla, la cui simmetria è U(1).

5.7.3 Masse dei leptoni

Introdotto il campo di Higgs, con la sua derivata covariante e il suo po-
tenziale, possiamo scrivere un’ulteriore pezzo di Lagrangana del Modello
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Standard:

L = −1

4
BµνB

µν − 1

4
W a
µνW

aµν +
3∑

a=1

(
iL†

aσ̃
µDµLa + il†R,aσ

µDµlR,a
)

+
3∑

a=1

(
iQ†

L,aσ̃
µDµQL,a + iu†R,aσ

µDµuR,a + id†R,aσ
µDµdR,a

)
+ (DµH)† (DµH)− V (H) + . . . (5.7.23)

con:

V (H) =
λ

4

(
H†H − v2

2

)2

. (5.7.24)

Come già accennato, per i fermioni non possiamo scrivere un termine di
massa del tipo:

ψ†
LψR + ψ†

RψL (5.7.25)

poiché altrimenti romperemmo esplicitamente, non solo SU(2) di isospin,
ma anche U(1) di ipercarica.

Dobbiamo utilizzare ancora il settore di Higgs, in modo da scrivere in L
degli invarianti (ovviamente reali) di Poincarè, di SU(2) e di U(1)Y . Ciò che
non sappiamo ancora è come scrivere tali invarianti. Per essere invariante
di Poincaré dev’essere uno scalare, per cui sicuramente non possiamo scrive-
re dei pezzi puramente quadratici utilizzando gli unici ingredienti a nostra
disposizione, ossia LL, lR ed H.

Dobbiamo in qualche modo avere dei vettori riga per vettori colonna,
così che uno trasformi con U ∈ SU(2), l’altro con U † ed è invariante. Gli
unici oggetti che possiamo mettere come riga, piuttosto che come colonna,
sono i doppietti LL ed H. Però usando solamente questi due ingredienti
non avremmo un oggetto invariante per Poincaré, poiché non stiamo consi-
derando anche la parte right. Aggiungendo anche il singoletto lR sistemiamo
non solo l’invarianza di Poincarè, ma anche la simmetria rispetto U(1)Y .
L’invariante che dobbiamo inserire all’interno della lagrangiana è15:

L†HlR (5.7.26)

insieme al suo complesso coniugato. Dobbiamo inserire all’interno della
lagrangiana:

L ⊃
3∑
i=1

{
GiL

†
L,iHlR,i +Gil

†
R,iH

†LL,i
}

(5.7.27)

15Si vede che l’ipercarica dell’oggetto è: YL = −1, YR = −2 e YH = 1. Dunque, se
ogni campo trasforma con una fase e−iαY/2 per il gruppo U(1), abbiamo un oggetto con
ipercarica Y = 0, ossia non trasforma.
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che, come abbiamo studiato, sono accoppiamenti di tipo Yukawa. Come già
sappiamo per vedere le masse delle particelle dobbiamo metterci nel vuoto:

GiL
†
L,i⟨H⟩lR,i +Gil

†
R,i⟨H†⟩LL,i (5.7.28)

= Gi

(
ν†i l†i

)
L

(
0

v/
√
2

)
lR,i +Gil

†
R,i

(
0 v/

√
2
)(νi

li

)
L

(5.7.29)

=
vGi√
2

(
l†L,ilR,i + l†R,ilL,i

)
(5.7.30)

da cui leggiamo le masse dei leptoni (per i diversi i):

me =
G1v√

2
, mµ =

G2v√
2

, mτ =
G3v√

2
. (5.7.31)

5.7.4 Masse dei quark

Ripetendo lo stesso ragionamento anche per i quark dobbiamo introdurre
nella lagrangiana i termini:

L ⊃
3∑
i=1

{
G

(d)
i Q†

L,iHdR,i +G
(d)
i d†R,iH

†QL,i
}

(5.7.32)

che nel vuoto ci forniscono:

G
(d)
i Q†

L,i⟨H⟩dR,i +G
(d)
i d†R,i⟨H†⟩QL,i (5.7.33)

= G
(d)
i

(
u†i d†i

)
L

(
0

v/
√
2

)
dR,i +G

(d)
i d†R,i

(
0 v/

√
2
)(ui

di

)
L

(5.7.34)

=
vG

(d)
i√
2

(
d†L,idR,i + d†R,idL,i

)
(5.7.35)

ma da cui risuciamo a leggere solamente le masse dei quark down. Per dare
massa anche ai quark up potremmo definire un altro doppietto:

H̃ = iσ2H
∗ (5.7.36)

in cui abbiamo le componenti scambiate. Il campo H̃ si comporta bene,
esattamente come H, per una generica trasformazione di SU(2) del tipo16:

U = e−iω⃗·σ⃗ , U ∈ SU(2) (5.7.38)
16A tal proposito è fondamentale la presenza di σ2, poiché così possiamo utilizzare la

proprietà σ2σ
i∗σ2 = −σi. Infatti:

H̃ −→ iσ2(UH)∗ = iσ2e
−iσ

∗i
2

ωiH∗ = iσ2e
−iσ

∗i
2

ωiσ2σ2H
∗ = iei

σi

2
ωiσ2H

∗ = UH̃.
(5.7.37)
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ovvero, si comporta come un doppietto. Notiamo che H̃ ha ipercarica
opposta rispetto H, avendo H∗ al suo interno. Vediamo il VEV:

⟨H̃⟩ = iσ2⟨H∗⟩ (5.7.39)

=

(
0 1
−1 0

)(
0

v/
√
2

)
=

(
v/
√
2

0

)
. (5.7.40)

Definito H̃ possiamo scrivere:

L ⊃
3∑
i=1

{
G

(u)
i Q†

L,iH̃uR,i +G
(u)
i u†R,iH̃

†QL,i
}

(5.7.41)

che nel VEV ci mostra:

G
(u)
i Q†

L,i⟨H̃⟩uR,i +G
(u)
i u†R,i⟨H̃†⟩QL,i (5.7.42)

= G
(u)
i

(
u†i u†i

)
L

(
v/
√
2

0

)
uR,i +G

(u)
i u†R,i

(
v/
√
2 0

)(ui
di

)
L

(5.7.43)

=
vG

(u)
i√
2

(
u†L,iuR,i + u†R,iuL,i

)
(5.7.44)

quindi siamo felici. Non proprio, la storia è leggermente più complicata di
così.

5.7.5 Mixing dei quark

Come i leptoni, abbiamo detto che esistono 3 famiglie per i quark, tutta-
via diversamente dai leptoni (almeno per il modello standard) si vede dagli
esperimenti che i quark possono mischiarsi. Infatti, si osserva che in natu-
ra il sapore dei leptoni si conserva, ma così non è per le interazioni deboli
che coinvolgono gli adroni, in cui il sapore non è preservato. Negli anni ’60
vengono scoperti dei processi elettrodeboli che portano alla formazione del
quark strange, che prima non era considerato, visto che tutte le particelle
osservate (barioni o mesoni che fossero) erano formate solamente da quark
up e down. In particolare ciò che si osservava era una violazione di stranezza,
o nel linguaggio moderno flavour changing, per cui il sapore down veniva
trasformato nel sapore del quark strange. Per modellizzare questa osserva-
zione ed inglobare il quark strange nella teoria storicamente si è pensato di
fare (noi lo riproduciamo in modo molto qualitativo ed intuitivo) è riscrivere
il doppietto di adroni come:(

u
d cos θc + s sin θc

)
(5.7.45)
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dove θc è detto angolo di Cabibbo (sperimentalmente si trova sin θc ≈
0.22). Nota che questo equivale a riscrivere le componenti basse con una
rotazione di SU(2):(

d′

s′

)
=

(
cos θc sin θc
− sin θc cos θc

)(
d
s

)
=⇒

{
d′ = d cos θc + s sin θc

s′ = −d sin θc + s cos θc.

(5.7.46)
Facendo ciò la corrente carica risulta essere:

J+
µ = uL σ

µ dL cos θc + uL σ
µ sL sin θc (5.7.47)

che permettono la costruzione dei diagrammi:

W+

u

d

W+

u

s

e tutto ciò sarebbe stato sufficiente a spiegare la violazione della stranezza,
poiché si possono creare diagrammi per trasformare quark down in quark
strange.

Però, allo stesso tempo la corrente neutra, che prima non mischiava le
varie parti del doppietto (vedi la sezione §5.5.2), risulta essere:

Jµ0 ⊃ d†Lσ̃µdL (5.7.48)

−→ cos2 θcd
†
Lσ̃µdL + sinθc sLσ̃µsL+

+ sin θc cos θcd
†
Lσ̃µsL + h.c. (5.7.49)

e ciò apre le strade a diagrammi del tipo:

Z

d

d

Z

s

s

Z

s

s

d

d

d

s
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Questa è la parte di corrente di mixing tra down e strange; tuttavia sperimen-
talmente si osserva che i processi con ∆Q = 0 (carica elettrica), ∆s = 1, 2
(strangeness) sono fortemente soppressi e non vengono spiegati dall’ipotesi
di Cabibbo.

Nel 70′ viene proposto il meccanismo GIM (Glashow-Iliopoulos-Maiani)
che richiede l’esistenza del quark charm, con stessi numeri quantici del quark
up, e che forma un doppietto con il quark strange, scritto come:(

c
−d sin θc + s cos θc

)
. (5.7.50)

Introducendo tale doppietto nei processi neutri si ha:

J0
µ ⊃

(
quello di prima

)
+

+
(
−d† sin θc + s† cos θc

)
σ̃µ (−d sin θc + s cos θc) (5.7.51)

= (. . . ) + sin2 θcd
†
Lσ̃µdL + cosθc s

†
Lσ̃µsL−

− sin θc cos θcd
†
Lσ̃µsL+h.c. (5.7.52)

in cui il termine sottolineato mostra ancora violazione di stranezza, ma è
tale da cancellare il termine misto che compariva nel contributo del flavour
down-down (5.7.49). Grazie al meccanismo GIM si modellizza il fatto che
nei processi neutri non ci sia violazione di flavour.

Successivamente però si è scoperto che le cose sono più complicate ri-
spetto la situazione che abbiamo analizzato noi. Dopo poco tempo sono
stati scoperti anche i quark top e bottom, dunque possiamo generalizzare i
quark a:

QL,i =

(
uL,i
dL,i

)
, uR,i , dR,i ; i = {1, 2, 3} (5.7.53)

ossia, 3 famiglie, che però non rappresentano i quark fisici, come ci inse-
gna GIM, ma sono una loro combinazione lineare. Infatti, i doppietti di
SU(2) scritti utilizzando l’angolo di Cabibbo, ci stanno dicendo che le due
componenti non sono autostati di massa; poichè le componenti alte sono
identificate, ma la componente bassa mischia, ad esempio, d con s che sono
due particelle diverse17, per questo motivo possiamo dire che il termine di
massa non è diagonale. Proviamo quindi a capire dove sono i quark fisici.

17Appartenendo a famiglie diverse hanno stessi numeri quantici (entrambi componenti
basse), ma hanno masse diverse.
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La parte di massa dei quark, per tutto quello che abbiamo detto, la
possiamo scrivere come:

LQm =

3∑
i,j=1

G
(d)
ij Q

†
L,iHdR,j + h.c.+

+
3∑

i,j=1

G
(u)
ij Q

†
L,iH̃uR,j + h.c. (5.7.54)

così che mettendoci nel VEV ci fornisce:

v√
2

(
d†L,iG

(d)
ij dR,j + u†L,iG

(u)
ij uR,j + h.c.

)
(5.7.55)

ma avendo le componenti basse combinazioni di due particelle fisiche le ma-
trici G(d)

ij non sono diagonali. Come ben sappiamo, per leggere i quark
fisici, dobbiamo diagonalizzare il termine di massa. Possiamo scrivere18 la
trasformazione unitaria:

v√
2
G(u) = U †

LM
(u)UR (5.7.56)

v√
2
G(d) = D†

LM
(d)DR (5.7.57)

in questo modo abbiamo anche la trasformazione:

ũiR = U ijR u
j
R , ũiL = U ijL u

j
L (5.7.58)

d̃iR = Dij
Rd

j
R , d̃iL = Dij

L d
j
L. (5.7.59)

con le trasformazioni inverse, che ad esempio ci danno uL = U †
LũL.

Nota che abbiamo UR,L e DR,L sono 4 matrici unitarie, le matrici dia-
gonalizzate M (u) e M (d) hanno come autovalori (positivi) le masse delle
particelle fisiche, che sono i quark q̃, autostati di massa:(

ũ

d̃

)
,

(
c̃
s̃

)
,

(
t̃

b̃

)
mentre i nostri vecchi ui e di abbiamo capito essere, ciascuno, delle com-
binazioni lineari rispettivamente dei quark up, charm, top e down, strange,
bottom.

18Una matrice complessa G, possiamo diagonalizzarla con autovalori positivi e reali,
attraverso una trasformazione bi-unitaria; il che vuol dire che utilizziamo le matrici Left
e Right diverse, ma entrambe unitarie.
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Vediamo cosa implica nelle correnti. Per la corrente neutra abbiamo:

Q†
L,iσ̃

µDµQL,i =
(
u†i d†i

)
L
σ̃µ
(
# 0
0 #

)(
ui
di

)
(5.7.60)

= Zµ

(
u†L,iσ̃

µuL,i + d†L,iσ̃
µdL,i

)
(5.7.61)

= Zµ

(
ũL,iULσ̃

µU †
LũL,i + d̃L,iDLσ̃

µD†
Ld̃L,i

)
(5.7.62)

= Zµ

(
ũL,iσ̃

µũL,i + d̃L,iσ̃
µd̃L,i

)
. (5.7.63)

Siamo contenti perché i quark fisici non si mischiano (non c’è flavour mixing)
nelle interazioni neutre. Per la corrente carica abbiamo:

Q†
L,iσ̃

µDµQL,i =
(
u†i d†i

)
L
σ̃µ
(
0 #
0 0

)(
ui
di

)
(5.7.64)

= u†L,iσ̃
µdL,i (5.7.65)

= ũ†L,iULσ̃
µD†

Ld̃L,i (5.7.66)

= ũ†L,iVCKM σ̃µd̃L,i. (5.7.67)

poiché ora le matrici non si tolgono per la relazione UU † = 1. Abbiamo
introdotto la matrice di Cabibbo-Kobahashi-Moskawa:

VCKM = ULD
†
L (5.7.68)

che è una matrice unitaria:

V †
CKMVCKM = 1. (5.7.69)

La matrice VCKM è unitaria e 3x3, le cui entrate le determiniamo dagli espe-
rimenti, e può essere vista come una generalizzazione a tre famiglie della
rotazione che avevamo fatto quando avevamo introdotto l’angolo di Cabibbo
e il meccanismo di GIM, e possiamo parametrizzarela in termini di 3 angoli
ed una fase; per cui è una matrice complessa.

La corrente (5.7.67) accoppiata al campo di gauge:

W+
µ ũ

†
L,iVCKM σ̃µd̃L,i (5.7.70)

viola la CP se VCKM è complessa. Effettivamente, noi eravamo partiti con
il dire che i processi deboli violano la parità, ma ora abbiamo che nel settore
dei quark, associato alle correnti cariche, viene violata anche la coniugazione
di carica. Chiaramente questo è osservato sperimentalmente.

A riguardo puoi vedere il compendio.
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Osservazione. Se noi avessimo solo due famiglie, la matrice CKM
sarebbe: (

cos θC sin θC
− sin θC cos θC

)
(5.7.71)

cioè parametrizzabile attraverso un solo angolo, con la fase riassorbita e dun-
que una matrice reale. Essendo reale vuol dire che CP non viene rotta.

Nota. Tutto questo discorso non lo facciamo per i leptoni poiché non
osserviamo flavour mixing per loro.

5.7.6 Massa e autoaccoppiamento del campo di Higgs

Noi fin’ora abbiamo considerato il vuoto del campo H, ma vogliamo capire
anche come la particella fisica (del campo di Higgs) si accoppi. Possiamo
riscrivere il nostro campo espanso attorno al vuoto (5.7.8) come:

H =

(
h+

h+v√
2
+ ik

)
(5.7.72)

ma ci possiamo mettere in un gauge19 in cui k e h± diventano bosoni di
Goldstone e vengono mangiati da Z0

µ e W±
µ , dunque in cui:

H =

(
0
h+v√

2

)
(5.7.73)

e ci rimane solamente il campo fisico h, che non viene mangiato dai bosoni
di gauge (non rappresenta nessuna polarizzazione longitudinale dei bosoni di
gauge massivi) e rende tutto consistente. Il bosone h lo chiamiamo bosone
di Higgs20, ed è quello che si è osservato nel 2012 al CERN di Ginevra.

Possiamo calcolarci:

H†H =
(
0 h+v√

2

)( 0
h+v√

2

)
(5.7.74)

=
1

2
(h+ v)2 (5.7.75)

e dunque:

H†H − v2

2
=

1

2

(
h2 + 2hv

)
. (5.7.76)

19Ricorda che mangiamo i bosoni di Goldstone, e diamo massa ai bosoni di gauge,
tramite una trasformazione di gauge.

20In realtà ci sono stati dei lavori, in materia condensata, precedenti ad P. Higgs di
Brout e Englert che descrivevano lo stesso meccanismo. Per questo si può anche chiamare
meccanismo di Brout-Englert-Higgs.
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Dunque il termine di potenziale diventa:

V (H) =
λ

4

1

4

(
h2 + 2hv

)2
(5.7.77)

=
λ

16

(
h4 + 4h3v + 4h2v2

)
(5.7.78)

da cui possiamo leggere il termine di massa:

m2
H =

λv2

2
≃ (125.25± 0.17) GeV (5.7.79)

che avevamo già trovato in (5.7.14), e anche che sono possibili gli accoppia-
menti, del campo di Higgs con se stesso, relativi ai seguenti diagrammi di
ordine cubico e quartico:

con i vertici pesati dagli opportuni termini che leggiamo in (5.7.78).

5.7.7 Accoppiamento di Higgs con la materia

Per i leptoni abbiamo che il campo di Higgs compare solo nei termini di
Yukawa (5.7.27) che gli danno massa, per cui, se prendiamo il VEV vediamo
le masse delle particelle leptoniche (come abbiamo già visto), ma se facciamo
i conti abbiamo termini del tipo:

GL†
L,iHlR,i +Gl†R,iH

†LL,i = G
h+ v√

2

(
l†L,ilR,i + l†R,ilL,i

)
(5.7.80)

e dunque dei vertici del tipo:

H = −i G√
2

Per i quark funziona in modo esattamente identico, ma utilizzando i
termini (5.7.54).
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5.7.8 Accoppiamento di Higgs con i bosoni di gauge

L’ultimo accoppiamento che ci rimane da vedere del campo di Higgs è quello
con i campi di gauge della teoria. Chiaramente tali termini li leggiamo dalla
derivata covariante:

DµH =
1√
2

(
∂µ −

i

2

(
gW 3

µ + g′Bµ
√
2gW+

µ√
2gW−

µ −gW 3
µ + g′Bµ

))( 0
h+ v

)
(5.7.81)

=
1√
2

(
−i
√
2g2W

+
µ (h+ v)

∂µh+ i
2

(
gW 3

µ − g′Bµ
)
(h+ v)

)
(5.7.82)

in cui dobbiamo renderci conto della combinazione:

gW 3
µ − g′Bµ =

√
g2 + g′2Zµ. (5.7.83)

Visto questo abbiamo il termine cinetico:

(DµH)† (DµH) =
1

2

[
∂µh∂

µh+

+
1

4
(h2 + 2hv + v2)(g2 + g′2)ZµZµ+

+
2g2

4
(h2 + 2hv + v2)W+

µ W
−µ
]

(5.7.84)

da cui possiamo leggere le masse dei bosoni di gauge (che abbiamo già ana-
lizzato), ma soprattutto gli accoppiamenti tra il campo h e i vettori Zµ e
W±
µ , che sono raffigurabili dai diagrammi:

Z

Z

= −im
2
Z

v2

Z

Z

= −imZ

v

W+

W−

= −im
2
W

v2

W+

W−

= −imW

v

Nota. Ad esempio, per il vertice del diagramma di accoppiamento tra il
campo h e due campi Z si ha:

1

4
2v2(g2 + g′2)

mz

1

v
=
mz

v
.
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In più, in (5.7.84) possiamo vedere che davanti l’accoppiamento ZµZ
µ è

presente un fattore 1/2, mentre davanti W+W− un fattore 1/4. Ciò è dovuto
al fatto che ci sono due possibili diagrammi equivalenti per l’accoppiamento
con Zµ.

5.7.9 Scoperta del bosone di Higgs

Come già detto più volte il bosone h di Higgs è stato scpoerto al CERN nel
2012. LHC (Large Hydron Collider) è una macchina adronica, che circonda
Ginevra, dunque che permette di realizzare scattering protone-protone. Negli
esperimenti che si svolgono nel centro di ricerca si hanno stati inziali con
moltissimi quark (adroni). Dalla teoria sappiamo che sono possibili processi,
unicamente grazie agli accoppiamenti del campo di Higgs, del tipo:

q

q

l

l

l

l

H

Z

Z

che ci permettono di misurare il campo di Higgs h, il quale non è una par-
ticella stabile e decade in una coppia di Zµ, i quali a loro volta possono
decadere in coppie di leptoni e anti-leptoni. Un altro processo possibile da
ricercare è:

q

q

γ

γ

H

q

q

in cui vediamo che dei quark decadono nel campo h, il quale produce una
coppia quark anti-quark, che essendo carichi possono accoppiarsi al campo
di Maxwell, dando luogo al vertice classico della QED e ad un loop per i
quark. Il contributo maggiore a questo secondo tipo di diagramma è dato
da quando q = t (quark top), essendo il più massiccio di tutti.

Tramite questi due processi CMS e ATLS hanno scoperto (confermando
più volte il risultato) il bosone di Higgs.
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5.8 Lagrangiana del modello standard

La lagrangiana che abbiamo scritto per il Modello Standard è:

L = −1

4
BµνB

µν − 1

4
W a
µνW

aµν +

3∑
a=1

(
iL†

aσ̃
µDµLa + il†R,aσ

µDµlR,a
)

+
3∑

a=1

(
iQ†

L,aσ̃
µDµQL,a + iu†R,aσ

µDµuR,a + id†R,aσ
µDµdR,a

)
+ (DµH)† (DµH)− V (H)+

+

3∑
i=1

{
GiL

†
L,iHlR,i +Gil

†
R,iH

†LL,i
}

+
3∑

i,j=1

G
(d)
ij Q

†
L,iHdR,j + h.c.+

+
3∑

i,j=1

G
(u)
ij Q

†
L,iH̃uR,j + h.c. (5.8.1)

con:

V (H) =
λ

4

(
H†H − v2

2

)2

. (5.8.2)

Nella tabella 5.4 riporto un riassunto dei numeri quantici delle particelle
elementari facenti parte del Modello Standard.

Higgs Leptoni Quarks

h+ h0 νL lL νR lR uL dL uR dR

Q +1 0 0 −1 0 −1 +2
3 −1

3 +2
3 −1

3

I3 +1
2 −1

2 +1
2 −1

2 0 0 +1
2 −1

2 0 0

Y +1 +1 −1 −1 0 −2 +1
3 +1

3 +4
3 −2

3

Figura 5.4: Numeri quantici delle particelle elementari.
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Appendice A

Note sugli esercizi

Voglio raccogliere in questa Appendice alcuni appunti riguardanti gli esercizi
che potranno capitare allo scritto. Una collezione delle mie prove svolte la
trovi nella mia pagina personale (considera che possono esserci errori). È
importante consultare tale file poiché le prove del 06-02-2025, 17-02-2025,
03-02-2026 e 18-02-2026 hanno importanti spunti utili anche per l’esame
orale. Le suddette prove sono state svolte in aula con il professore.

Infatti lo scritto di questo esame è un po’ "atipico", poiché gli esercizi
che sono tipicamente riformulazioni di dimostrazioni o modelli visti in au-
la. Si consideri che un esercizio tipico è quello di costruire un modello (in
un Universo parallelo) di particelle elementari con caratteristiche diverse da
quello conosciuto. Diversi esercizi di quest’ultimo tipo in realtà sono una
riscrittura di teorie più avanzate (stringhe, supersimmetria, etc.).

Puoi vedere il file di E. Chiarotto riguardante gli esercizi in cui ci sono
diverse (se non tutte) le tipologie di esercizi che possono capitare allo scritto.
Considera che gli esercizi di QFT fattibili in 3 ore non sono molti, per cui,
oltre ad essere di poche tipologie, le ampiezze di probabilità che solitamente
vengono chieste sono sempre le stesse, dunque assume molto significato il
consiglio del professore di calcolarsi per bene tutte le sezioni d’urto 2→ 2 in
Yukawa e QED.

A.1 Matrici e decomposizione gruppi

Noi nel capitolo in cui abbiamo parlato di teorie di Yang-Mills abbiamo ac-
cennato al fatto che un generico gruppo U(N) lo si poteva decomporre in un
gruppo abeliano U(1) ed un SU(N). Vediamo in questa rapida sezione un
esempio.

Prendiamo una matrice:

A =

(
a b
c d

)
(A.1.1)
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a cui richiediamo di essere hermitiana:

A = A† =⇒ A =

(
a b
b∗ d

)
(A.1.2)

con a, d ∈ R. Se guardiamo il caso di matrici bidimensionali, ossia guardiamo
il gruppo U(2), allora una base di matrici è:

σ1 =
1

2

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

1

2

(
0 −i
i 0

)
(A.1.3)

σa =
1

2

(
1 0
0 0

)
, σb =

1

2

(
0 0
0 1

)
(A.1.4)

che ci permette di scrivere ad esempio:

A = 2aσa + 2dσb +Re{b}σ1 + Im{b}σ2. (A.1.5)

Possiamo calcolare i commutatori per la base di U(2):

[σ1, σ2] =
i

2
(σa − σb) , [σa, σb] = 0 (A.1.6)

[σ1, σa] = −
i

2
σ2 , [σ2, σa] =

i

2
σ1 (A.1.7)

[σ1, σb] =
i

2
σ2 , [σ2, σb] = −

i

2
σ1 (A.1.8)

da cui vediamo che le ultime 4 regole di commutazione ci suggerisono che
possiamo scegliere una base più furba di quella attuale, poiché essi sono
molto simili e possiamo scegliere una combinazione lineare di σa e σb, in
modo da diagonalizzare l’algebra. Prendiamo:

σ3 =
σa − σb

2
, σ0 =

σa + σb
2

(A.1.9)

in questo modo otteniamo:

[σi, σj ] = iεijkσk , [σ0, σi] = 0. (A.1.10)

Dunque, di tutte le 4 matrici abbiamo un sottoinsieme che forma un’algebra
chiusa, e l’elemento che rimane fuori, ossia σ0 che è proporzionale all’identità,
ci restituisce un gruppo abeliano unidimensionale.

Notiamo infatti, che avendo solo un’elemento σ0 è una base per il gruppo
U(1) (è una matrice diagonale a traccia non nulla), mentre σi, sono matrici
hermitiane, 2x2 a traccia nulla, dunque formano il gruppo SU(2). Vediamo
quindi:

U(2)→ U(1)× SU(2). (A.1.11)

Questa cosa chiaramente si generalizza a gruppi n dimensionali.
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A.2 Caso in cui un solo accoppiamento non è suffi-
ciente

Possono capitare delle situazioni in cui quando accoppiamo i campi di ma-
teria che abbiamo nella lagrangiana L, non otteniamo qualcosa di inva-
riante per trasformazioni locali e quindi dobbiamo fare il procedimento di
accoppiamento più volte. Ad esempio, nel caso di:

ψγµ∂µψ (A.2.1)

esso è invariante (il termine di massa è irrilevante) per le trasformazioni:

ψ −→ eiαψ (A.2.2)

ψ −→ e−iαψ (A.2.3)

e Noether ci dice che se vogliamo rendere tali trasformazioni locali, ovvero
α = α(x), allora dobbiamo scrivere:

L −→ L+AµJ
µ (A.2.4)

in cui Jµ è la corrente di Noether per la simmetria globale. Vediamo che
con:

δψ = iαψ (A.2.5)

δψ = −iαψ (A.2.6)

abbiamo:

jµ =
δL

δ(∂µψ)
δψ + δψ

δL
δ(∂µψ)

(A.2.7)

= iψγµiαψ (A.2.8)

= −ψγµψ. (A.2.9)

Dunque la nostra lagrangiana è:

L −→ L+AµJ
µ (A.2.10)

=ψγµi (∂µ + iAµ)ψ (A.2.11)

da cui vediamo:

δL = iδψγµ (∂µ + iAµ)ψ+

+ iψγµ (iδAµ)ψ+

+ iψγµ (∂µ + iAµ) δψ (A.2.12)

= αψγµ (∂µ + iAµ)ψ − ψγµδAµψ+
+ iψγµ (∂µ + iAµ) (iαψ) (A.2.13)

= αψγµ (∂µ + iAµ)ψ − ψγµδAµψ+
− αψγµ (∂µ + iAµ)ψ − ψγµψ∂µα (A.2.14)

(A.2.15)
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e abbiamo δL = 0 se e solo se:

δAµ = −∂µα. (A.2.16)

Come già accennato non è detto che riusciamo ad avere δL = 0 al primo
passo di questa procedura di Noether. Consideriamo la lagrangiana:

L = ∂µϕ
†∂µϕ (A.2.17)

che è invariante per trasformazioni di U(1), per cui si ha:

δϕ = iαϕ (A.2.18)

δϕ† = −iαϕ† (A.2.19)

con cui ci possiamo calcolare la corrente:

jµ =
δL

δ(∂µϕ)
δϕ+ δϕ†

δL
δ(∂µϕ†)

(A.2.20)

= ∂µϕ
†(iαϕ) + (∂µϕ)(−iαϕ†) (A.2.21)

∼ i
(
ϕ∂µϕ

† − ϕ†∂µϕ
)

(A.2.22)

in cui abbiamo rimosso il parametro in modo un po’ sportivo. Possiamo
riscrivere la lagrangiana con il campo Aµ accoppiato alla corrente di Noether:

L = ∂µϕ∂
µϕ† + iAµ

(
ϕ∂µϕ† − ϕ†∂µϕ

)
(A.2.23)

di cui possiamo calcolare la variazione:

δL = ∂µδϕ∂
µϕ† + ∂µϕ∂

µδϕ+

+ iδAµ(ϕ∂
µϕ† − ϕ†∂µϕ)+

+ iAµ(δϕ∂
µϕ† − δϕ†∂µϕ)+

+ iAµ(ϕ∂
µ(δϕ†)− ϕ†∂µ(δϕ)) (A.2.24)

= iα∂µϕ∂ϕ
† + i∂µαϕ∂

µϕ†−
− iα∂µϕ∂µϕ† − i∂µαϕ†∂µϕ+
+ iδAµ(ϕ∂

µϕ† − ϕ†∂µϕ)−
− αAµ(ϕ∂µϕ† + ϕ†∂µϕ)+

+Aµ(ϕ∂
µϕ†α+ ϕϕ†∂µα+

+ ϕ†∂µϕα+ ϕ†ϕ∂µα) (A.2.25)

= i∂µα(ϕ∂
µϕ† − ϕ†∂µϕ)+

+ iδAµ(ϕ∂
µϕ† − ϕ†γµϕ)+

+ 2Aµ∂
µαϕ†ϕ (A.2.26)
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ma anche imponendo delle condizioni su δAµ, per colpa del termine con il
prodotto dei campi, non riusciamo a togliere tutto e avere δL = 0. Possiamo
prendere:

δAµ = −∂µα (A.2.27)

rimanere con:

L′ = ∂µϕ∂
µϕ† + iAµ(ϕ∂

µϕ† − ϕ†∂µϕ) (A.2.28)

δL′ = 2Aµ∂
µαϕ†ϕ (A.2.29)

e rifare lo stesso procedimento di accoppiamento, ma aggiungendo un termine
in modo che possa cancellare ciò che avanza in δL′:

L′′ = L′ +AµA
µϕ†ϕ (A.2.30)

in cui abbiamo notato che in δL′ c’è ϕ†ϕ invariante, e il pezzo ∂µ che somiglia
tanto alla variazione di un campo Aµ. In questo modo si ha:

δL′′ = δL′ + 2AµδA
µϕ†ϕ+ 0

variazioni ϕ†ϕ

(A.2.31)

= 2Aµ∂
µαϕ†ϕ− 2Aµ∂

µαϕ†ϕ (A.2.32)
= 0. (A.2.33)

Dunque siamo riusciti ad avere δL′′ = 0, con:

L′′ =
[
(∂µ + iAµ)ϕ

][
(∂µ − iAµ)ϕ†

]
(A.2.34)

in cui riconosciamo la classica derivata covariante:

Dµ = ∂µ + iAµ. (A.2.35)

Quindi, abbiamo imparato che per l’elettrodinamica scalare (SQED) non
basta un solo processo di accoppiamento per avere una teoria locale, ma
che alla fine dei conti otteniamo comunque una lagrangiana scritta tramite
l’accoppiamento minimale.
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Appendice B

Richiami di teoria dei gruppi

I riferimenti per questa, rapida, appendice sono p. 38-42 del Peskin e Schroe-
der As far as quantum field theory is concerned, a human being or the center
of a star isn’t all that different from empty space.Peskin e p. 211-214 dello
Srednicki As far as quantum field theory is concerned, a human being or the
center of a star isn’t all that different from empty space.Srednicki.

Rivedremo, un po’ velocemente, alcuni concetti riguardante la teoria dei
gruppi che ci saranno utili nel corso.

Ricordiamo che un gruppo G è un insieme di elementi per cui esiste
l’identità, l’inverso e vale la proprietà associativa. Diciamo che un gruppo è
chiuso se per ogni operazione O definita dentro il gruppo abbiamo:

O(g1, g2) = g3 ∈ G ∀g1, g2 ∈ G.

Ogni elemento del gruppo può essere in funzione dei generatori del gruppo
T a , che sono matrici con traccia nulla, e l’insieme di tali generatori costitui-
sce la rappresentazione del gruppo; inoltre, i generatori soddisfano la stessa
algebra del gruppo.

Nei gruppi di Lie i parametri sono continui, quindi possiamo studia-
re una trasformazione infinitesima da cui si può ricavare l’algebra (di Lie)
del gruppo. Diciamo che un gruppo è Abeliano se gli elementi del gruppo
commutano.

Nel caso di un gruppo di Lie possiamo sempre scrivere un generico ele-
mento del gruppo in forma esponenziale:

g(θ) = eiθa T
a

con a ∈ 1, . . . , dimG. L’algebra di Lie si ottiene dalle relazioni:[
T a, T b

]
= ifabc T c

279
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in cui fabc è detta costante di struttura.

Ricordiamo che l’algebra di Lie di SO(3) è uguale all’algebra di SU(2):[
T a, T b

]
= iεabc T c.

Abbiamo che il gruppo di Lorentz SO(1, 3) = SU(2) ⊗ SU(2), e possiamo
usare diverse rappresentazioni:

• La rappresentazione (1, 1), oppure (0, 0), per gli scalari (campi con spin
0).

• La rappresentazione (2, 1), (1, 2) oppure (1/2, 0),(0, 1/2) per gli spinori
(campi left e right con spin 1/2).

• La rappresentazione (2, 2), oppure (1/2, 1/2), per i vettori (campi con
spin 1).

I generatori del gruppo di Lorentz sonoMµν (hermitiano, anti-simmetrico),
che includono l’operatore di momento angolare:

Ji =
1

2
εijkM

jk

e l’operatore di boost:
Ki =M i0.

Si ricava che:

[Ji, Jj ] = iεijk Jk

[Ji,Kj ] = iεijkKk

[Ki,Kj ] = −iεijk Jk.

Abbiamo anche visto che possiamo introdurre due operatori non-hermitiani:

Ni =
1

2
(Ji + iKi)

N †
i =

1

2
(Ji − iKi)

per i quali l’algebra si disaccoppia ed è:

[Ni, Nj ] = iεijkNk[
N †
i , N

†
j

]
= iεijkN

†
k[

Ni, N
†
j

]
= 0

dunque, ci permettono di avere due algebre di Lie legate al gruppo SU(2),
fattorizzate, che sono legate tra loro.



Appendice C

Matrici γ

Questa appendice puoi vederla come un continuazione di quella già presente
negli appunti del corso di Introduzione alla Teoria Quantistica dei Campi,
ma saremo un po’ più rapidi e dimostreremo alcune delle relazioni, che non
solo ci saranno utili, ma che anche abbiamo già incontrato e preso per buone.

I riferimenti sono p. 133-135 del Peskin e Schroeder As far as quan-
tum field theory is concerned, a human being or the center of a star isn’t
all that different from empty space.Peskin e p. 295-297 dello Srednicki As
far as quantum field theory is concerned, a human being or the center of a
star isn’t all that different from empty space.Srednicki e la pagina Wikipedia.

C.1 Definizioni

Ricordiamo alcune definizioni:

γµ =

(
0 σµ

σµ 0

)
(C.1.1)

in cui abbiamo:
σµ = (1, σ⃗) , σµ = (1,−σ⃗) (C.1.2)

con σi matrici di Pauli. Vale anche l’altra definizione:

γ5 = iγ0 γ1 γ2 γ3. (C.1.3)

Valgono le seguenti regole di anti-commutazione:

{γµ, γν} = 2 ηµν 1 (C.1.4){
γµ, γ5

}
= 0. (C.1.5)
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Abbiamo le seguenti identità:

Tr{1} = 4 (C.1.6)

(γ5)2 = 1 (C.1.7)

(γµ)† = γ0 γµ γ0. (C.1.8)

Ricordiamo anche che in QFT la convenzione per la metrica di Minkowski è:

η =


+1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (C.1.9)

Ricordiamoci anche del tensore di Levi-Civita definito come:

εαβγδ =


+1 σ = even

−1 σ = odd

0 otherwise
(C.1.10)

in cui con σ indichiamo il numero di permutazioni sugli indici per ottenere:

(α, β, γ, δ) −→
σ

(0, 1, 2, 3).

Alcune delle identità che valgono per il simbolo di Levi-Civita in 4 dimensioni
sono:

γµγνγρ = ηµνγρ + ηνργµ − ηµργν − iεσµνργσγ5 (C.1.11)

εαβγδ εαβγδ = −4! = −24 (C.1.12)

εαβγµ εαβρσ = −6 δµν (C.1.13)

εαβµν εαβρσ = −2(δµρδνσ − δµσδνρ). (C.1.14)

C.2 Identità

Vediamo una carrellata di proprietà, che dimostriamo, delle matrici di Dirac.
Ovviamente la numerazione è totalmente a caso e messa solamente per creare
una sorta di ordine.
Identità 1:

γµγµ = ηµνηµν = 4 (C.2.1)

Dimostrazione:

γµγµ = ηµνγ
µγν =

1

2
ηµν {γµ, γν} = ηµνη

µν

= (1)2 + 3(−1)2 = 4.
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Identità 2:
γµ γν γµ = −2γν (C.2.2)

Dimostrazione:

γµγνγµ = {γµ, γν} γµ − γνγµγµ = (2ηµν) γµ − 4γν = −2γν .

Identità 3: (che non vale se la dimensione è diversa da 4.)

γµ γν γρ γµ = 4 ηνρ (C.2.3)

Dimostrazione:

γµ γν γρ γµ = {γµ, γν}γργµ − γνγµγργµ
= 2ηµνγργµ − γν{γµ, γρ}γµ + γνγργµγµ

= 2γργν − γν(2ηµρ)γµ + 4γνγρ

= 2(γργν + γνγρ)

= 2{γρ, γν}
= 4ηνρ.

Identità 4: (che non vale se la dimensione è diversa da 4.)

γµγνγργσγµ = −2γσγργν (C.2.4)

Dimostrazione:

γµγνγργσγµ = {γµ, γν}γργσγµ − γνγµγργσγµ
= 2ηµνγργσγµ − γν {γµ, γρ} γσγµ + γνγργµγσγµ

= 2γργσγν − γν (2ηµρ) γσγµ + γνγρ {γµ, γσ} γµ−
− γνγργσγµγµ

= 2γργσγν − 2γνγσγρ + γνγρ (2ηµσ) γµ − 4γνγργσ

= 2γργσγν − 2γνγσγρ + 2γνγργσ − 4γνγργσ

= 2γργσγν − 2γνγσγρ − 2γνγργσ

= 2 {γργσ} γν − 2γσγργν − 2 {γν , γσ} γρ+
+ 2γσ {γν , γρ} − 2γσγνγρ − 2 {γν , γρ} γσ+
+ 2γρ {γν , γσ} − 2 {γρ, γσ} γν + 2γσγργν .

Identità 5:
γµγα1 . . . γαnγµ = 2γαn . . . γα1 (C.2.5)

con n dispari.
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C.3 Tracce

Le proprietà della traccia, in generale, sono la ciclicità:

Tr{ABC} = Tr{BCA} = Tr{CAB} (C.3.1)

l’additività:
aTr{A}+ bTr{B} = Tr{aA+ bB} (C.3.2)

e l’invarianza per trasposizione:

Tr
{
AT
}
= Tr{A}. (C.3.3)

Vediamo quelle per le matrici γµ.
Traccia 1:

Tr{#odd (γµ)} = 0 (C.3.4)
Dimostrazione:

Tr{γµ1 . . . γµn} = Tr
{
γµ1 (γ5)

2 . . . γµn (γ5)
2
}

= Tr{γ5γµ1γ5 . . . γ5γµnγ5}
= Tr{(−γµ1γ5) γ5 . . . (−γµnγ5) γ5}
= (−1)nTr{γµ1 . . . γµn}.

Traccia 2:
Tr{γµγν} = 4ηµν . (C.3.5)

Dimostrazione:

Tr{γµγν} = 1

2
Tr{γµγν}+ 1

2
Tr{γνγµ}

=
1

2
Tr{{γµ, γν}}

= ηµν Tr{1}
= 4ηµν .

Traccia 3:

Tr
{
γαγµγβγν

}
= 4

(
ηαµηβν + ηανηβµ − ηαβηµν

)
. (C.3.6)

Dimostrazione:

Tr
{
γαγµγβγν

}
= Tr

{
{γα, γµ} γβγν − γµγαγβγν

}
= Tr

{
2ηαµγβγν − γµ

{
γα, γβ

}
γν + γµγβγαγν

}
= Tr

{
2ηαµγβγν − 2ηαβγµγν + γµγβ {γα, γν} − γµγβγνγα

}
= 2ηαµTr

{
γβγν

}
− 2ηαβ Tr{γµγν}+ 2ηαν Tr

{
γµγβ

}
−

− Tr
{
γαγµγβγν

}
= 8

(
ηαµηβν − ηαβηνµ + ηανηµβ

)
− Tr

{
γαγµγβγν

}
.



C.3. Tracce 285

Traccia 4:
Tr{γµ1 . . . γµn} = Tr{γµn . . . γµ1}. (C.3.7)

Dimostrazione:

Tr{γµ1 . . . γµn} = Tr{(γµ1 . . . γµn)∗}
= Tr

{
(γµ1 . . . γµn)†

}
= Tr

{
(γµn)† . . . (γµ1)†

}
= Tr

{(
γ0γµnγ0

)
. . .
(
γ0γµ1γ0

)}
= Tr

{
γµnγ0γ0 . . . γµ1γ0γ0

}
= Tr{γµn . . . γµ1}.

Traccia 5:
Tr{γργνγσγµγλγνγτγµ} = −32ηστηλρ. (C.3.8)

Dimostrazione:

Tr{γργνγσ (γµγλγνγτγµ)} = Tr{γργνγσ (−2γτγνγλ)}
= −2Tr{γρ (γνγσγτγν) γλ}
= −2Tr{γρ (4ηστ ) γλ}
= −8ηστ Tr{γργλ}
= −32ηστηλρ.

Vediamo quelle con γ5.
Traccia 6:

Tr{γ5} = 0. (C.3.9)

Dimostrazione:

Tr{γ5} = Tr
{
iγ0γ1γ2γ3

}
= 4

(
η01η23 + η03η12 − η02η13

)
= 0.

Traccia 7:
Tr{γ5γµγν} = 0. (C.3.10)

Dimostrazione:

Tr{γ5γµγν} = Tr{(γaγa) γ5γµγν}
= Tr{γaγ5γµγνγa}
= (impongo a ̸= µ, ν e non è sommato)
= Tr{γaγ5γµ (−γaγν)}
= −Tr{γaγ5 (−γaγµ) γν}
= +Tr{γa (−γaγ5) γµγν}
= −Tr{(γaγa) γ5γµγν}.
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Traccia 8:
Tr{γ5 ·#odd (γµ)} = 0. (C.3.11)

Dimostrazione:

Tr{γ5 ·#odd (γµ)} = Tr
{
iγ0γ1γ2γ3 ·#odd (γµ)

}
= iTr{#odd (γµ)}
= 0.

Traccia 9:
Tr{γ5γµγνγργσ} = −4iεµνρσ. (C.3.12)

Dimostrazione:

Tr{γ5γµγνγργσ} = −4ieµνρσ.
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