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Trasformazioni linear fratte

f : k =C
az + 6

DEL Tipo f(z =-- a
,
6

.

c
,
de K

Cz +d

affinché non banale ad-6c + 0

Lodeterminante 2x2

Cosi verrore 2 ,
6 e cel napendente C NON SONO

&

Multipli E SE ad - 6C = o Potre AVERE

c =
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d = 66
e f(z) = cost
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grandiamo trasformazioni elementar

4 fraslazioni z = z + a cack)

T : k - k

2) alatazioni (complesse

D : zodz
.
Jek-K- 201

· SeiMo·

JZ

·J = 1)/ev



3) inversione I : z=
= (121e
: ) = 175

=0

In particolare &. : 0 -100

00 -0

= : E-E
·

o E

O

#

- -- - -
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O :

LE Trasformazioni Linear frappe 8 - OTTENGONO

COMPONEND Queste 3 trasformazioni Linear



Composizone 2 Trasformazioni ELEMENTAR

↑ ↑

Z = z + a - J(z + a)
=
- = sba+6(z + Ja

=z + 66az+ +6(a)
(*) =

(z + Ja
&

(z + Ja

CHE È Qualcosa della Forma -
no trovato f = T

,
0 o Djo To

& Ci sono 3 parareta complessi associali 6
,
6

,

a

ma nell'espressione sembrano y X
, p .
6,

* de una rindondanza

2 B
=

(a(z +(pd)

-z +5 2 Gaz+(a)
QUIND DEVO TOGUERE un Parametro C

VALE

L'EQUIVALENZA

(4
, B .

0
,
5) ~ (ax

, 23 ,
20

,
ad

13



(..
CIDE Sono 3 PARAMETR

INDIPENDENT

composizione d trasformazioni lineari fratte

(4+4 .
+ P20. (2 + (2B .

+ 128 . S
z Bew- =

Cond .
+ 520.

(2 + (tzp .

+and.0
,
z + da

&
ANCORA una Trasf

.

Lincare

FRA+↑A
↑

QUIND la composizione2 T
.LF

.

E ancora una T. L
.
F.

Bello percpe fe TL getLe

f - ge
+L

gof TLF
FUNZIONALE

-
Quind Ci sarà uno Spazio 16 are it o 3 KS w

cur ESISTE un prodotto CH Non FA Uscire

DALLO SPAZO I VIENE Da PENSARE AD un gruppo
S



regerr gruppo : insieme dopato di Prodotto

G + G -- G

&" gi f . g G

⑧ 1 G 8 . = 1 . f = f feG
↳ dentità

# 1 : z7z=(Per LE !

② ! merso feG
o

,
0 f Elf" toff-f . f" -1

↳ verso cester e sinister

Per LE -LF i

g(z) =
(

+B
= w

67 +5
2w +

sero vedere se g(w) &c



·g + 6 (ac + 60cz + (ap +b)

g
:

g(z) -

cg(z) + d
=

( + dy(z + (c + dG)

Devo DETERMINARE 26. c
,

d te gogz) = z

3ay + 65 = 0

cx + d0 = 0I
2x + 66 = c + do

MA cos ci perdiamo Pezz

-
Corrispondenza Tra The e matrici 2x2

consideriamo

g .

(z) =& = G
e

& G9 (2) = (



se compongo #Rove

(424
.

+ B20.
)z + (x2B .

+ 125)
920g .

(z)
=

(624 + 520. )z + (029 .

+ 528

E VERO

(
* Bz

() ( I
42X - P20. &B .

+ BO . (u T

02 .
+ 0

. Nap .

+E ,

Quind 2 VEDE g 2 og.
) + G.. 6.

QUIND -Rove un isomorfismo tra gruppi

Le The e Le matric CORRISPONDENZA BUNVOCA TRA
c'è corrispondenza tra

·

S ↳
Insiem in cur Si preserva

12 produtto

E quindi capisco

The se merc 242 vertisingol
CHIAMATO GL(2 , K)
· Lamtoco K

Gruppo

1 . NEARE



ora
,

cerchiamo linversa di una The

(2)f ( &

Da GALE

Trovo Fat (
auna posso trovare f "W) Andando Nac+20 2 F

- 1

fiu)- 2- F - 1

↳ detF ~on lo vedo perché si semplifica

Però NON #C un isomorfismo tra TIF a GL(2,¢ )
PERCHE Non M INTERESSA come Sia C DETERMINATE

(CigDERE +E det + o È rindondante)

MS N GL(2 , ¢ I Posso · DENTIFICARE un soppogruppo

SL(2,¢ ) ovvero restria 2x2 ta det = 1

E posso Vedere ese un Gruppo

Poi che !



A
.

BeSL(2 , 4) det 1 . detB = det(A . B)

b
Gruppo Speciale LINCARE

e sono matrici del + Do (B) 140-p

QUIND Ora potrei aver trovato l'isomorfismo
-

TLF <-0 SL(2 ,¢ )

xz + P
Avete =- (3)
28 - B0 = 1

3 parametri

Complessi

BAT LA MARC H un'unica f
MA DaFA f Non ↓ 0 ~ n Unica matace

poi cip



f
= So uno f coresponsono 2 matrici eSl(2 , 4) con

Stesso det

11 Posso Repert in qualcosapiù piccolo a SL(2
,4)

ovvero prendere un'operazione che permetta lisomorfismo :

S(2 , k)
Quoziente

2z

-A X E UN Gruppo &SCREPO 20 .

- 13
- 2

↳
Chiuso 2 speppo il prodotto

L'IDEA E CIPE ②
Z

aGiSCE Come gruppo su SL(z, ¢ )

1 : F = F cSL(2 , 4)

- 1 : F = - F e SL(2,¢ )

Questo di permette & definire una relazionesi



EQUIVALENZA

n Generale
, a gruppo ce agisce su G,

G. ~ Gr 6..GG
SL(2,¢)

SE * Jeg /G .
= 56z

22

QUIND NEL Mo SPAZIO Ho Un'operazione Interna Cipe Mi COLLEGA

· punti
,
avendo cela Posso -ARE Una RELAZIONE 2

EQU . VALENZA E ARE CNE 2 punti Collegali Tram
L'AZIONE 2 Questo Gruppo Li Considero IDENTIFICATI
E La STESSA COSA DEL PASSAGGIO retPace serimenta Poicip

S R QUOZIENTATO su #2
O

I · R S = * S

aco che su il 2

2

punti sono Identificati se afferiscono

o · S
DCL SEGNO

.

6
E

& E w SPAZIO DELLE CLASSI D EQUINALENZA

g

Tornando al Nostro caso
,

chiamo



Sk
= PSL(2 ,¢)

22 ↳ Gruppo SPECIALE

Lineare praettivo

QUIND Ho Trovato L'isomorfismo

TLF 2-- PSL(2,¢ >

↓
Marc 2x2a det =&

Identificate a MENO A

UN SEGNO

un'altra proprietà :

UNA TLE E univocamente DETERMINATA

2 se conosco come

(z .,
22

,
za) - (w

.,
Wa

, wi) Vengono MAPPAT

3 Duna ,

vedi essercizio

un'ILTRA proprietà : LE TLF Mandano repre e

ercipi -n REPPE CERCA

vi2 ESERCIZIO 3
&



ESERC2 ⑨ g(z)= h(z) =z+ 4
-

67 - i

VOGLIO goh(z) e sorne una rappe. in PSL(2,4)

e coroso passare a PSL(2
, 4)

g
- (3) h = (4)

gh = (34)(24) = 130) COLL
Devo AndarO N PSL(2 , K)
~ DEVO CALCOLARE

- (2

o in fatto circ S . A PSL(2 ,¢ 1 = vor GL(2 ,
K) VA A

&

BRACCETTO Con ·L Fatto CIPE LA MATRICE A DAVANT

una RAD CHE So ESSERE UNA f poliaroma
,

Che HA

2 Rom CHE SONO Definiti a MENO 2 Un SEGNO
.S



② 13. , 32 ,
3
,
3 (0

,

0

, 007

VOGLIO 3 .

-00

=3)
33 =200 (z - 33)

uDA Manca solo cipe 3
.

&

32 - 3
.I I S

34
= 32

E QUIND to Trovato

f(z) -

32 - 23z - 3

33
.

232

ESERCIZIO Trova LA Tut (0
,

1
,
00) - (1

,
00,0)-

↑
ANS : fazi- -

- Z



③ consideriamo z(t) = t + =%, %oso te
& Lofissato

%
& & G & G = -

G
-

↑

A
& *

-
- 24

& -
6

-
No

considero L'inversione (ect)) :

-

t + io
s

-
carcho centrato N

200

eserciziodimostra
& G un CERCHIO

t +%

# Scrivi Revo
,

eTiro-- + evelde ,
ti

20020



E Trovar ·0 ---
E UNA fase pocipà 101 = &



Esercizi per CASA :

2/
Z

2) Res zue
z = 00

PENSA ES 6)
↑

9)discutere Res
z = 1 bu(z) + 1



tesel Calcola IL Residuo 111100 a

ez
Res-
z= 00z4z -9)

CONVENE ESPANDERE LA FUNZIONE

↑

-N z = 00 Izta & E Por

Prinar (L COUFFICIENTE 2

E cambiato 2 SEGNO

Z
2M

& M

f (2) =-() z

z).. ) Z
m = o

m = 0

M
↑

- = Tzm-m
m ! Z ↑

m
,

m = 0 L voor o E

QUIND 4 + 2m - m = 12 m = 4 + 2m - 1

( ---
=sf(z -

...

+ 1 -- 2 +

M

( ... )= zwt !



= Resf(z) =- -

+
rimh(3)

n = 0
Z -200

&
S

Aa3) Res &
I Z

t = 0

↑

f(z) =

-

z
=
1 0

2
RS CRVo &

&
↑

lo espando CON -

1 - Z

↑

f(z --

00

↑ ·
e
Font z =-

& n =0

↑
Cambiato & SEGNO

VOGWO L CEFFICIENTE 2
z=

&

Res =- ( ), = =
z = 00



Polibromia

4) considerare fizi-ve
a : respandere fazi vz = 1

· RA66 . 0 2 CONVERGENZA

· interpretare d Risultato

Non vedo La polidronia

z = a + w = g(w) = Nw = (1 + wik
espanso gews

gaws) un
M = 0

DATA - an (z - zo)wi 2166 i 0 di convergenza E
M

r :hil
m -200

R :bi -a
~

-woo (m)



*

Quind capisco CIDE In z = 0

↑ UNA Singolarita - ra

NON poco o SING
.

ESSENZIALE

2 Metodi E ra E un
& ·

&

=

Purfe 2 Dramazione Da
-

Cur Dar un TAGLO I
Regione 1

CONVERGENZA

5) studiare i DETERMINAZION 2

f(z) = (z
/2

- -((z
+3

- a)

so CHE * polidroMia

I punty 2 diramazione SONO *Ve f(z) s .

ANNULLA E 20VE FA 00

Piano - Piano Tagliato

Tummu.
zek - Zekl Lenovo 2

FOGLO

I
& Riemann



b
in Questo caso VOL 2 . 24

Cre

z = 112:0 < 2

Su OGNI Foglio su Ziemam posso definire

N zik

Z
R

= z re

* determinazioni = Valor DELLA funzionefolidroma
Su

OGN/ FoGLO a Riemann

f(z) -- fi(z)-fzetir &

Coracuto uo f
SUL r-esimo foglo

QUIND

~2 R

f(z) = ((gzmj - 1))ze
%3

+ a &S

ORA LE Potenze No Sono ambigue, però ho
ZRAmbiguita Sulla potenza D &



fr(z) = (Ein gir - -)(g - a)
~2 ~ M- %..= (z( - 19 - 1)(z & - 1)

↳ % RADIC -
Di N,

g
3

He 2 Determinazion ascls pars ( ...
) e 3 DALLA

SECONDA

-6 Asterminazion

# 6 book a Fierann



6) fiz-) del

& ~O ⑤ intero eu mi aspetto polidronia

-P/ aramazone z =3Vz =
- 5

A

/A 2 sette possibili

PER METTERE L -AGLIO

- S 3
· ↑ ↑ ↑ ↑ ⑧ E

Fosso CONSIDERARE LE 2 QUAND , TA

(2 -3)

-(5 + z)



Dar CONDIZION SUL TAGLIO - Condizioni Sv

Moduz C FASE D z -3 C 5 + z

~03
Scrivo (z - 3) = 1z -310

(2 -3) = 15 + z1e
=0s

04 Os2

-amminis (-23830 & -
↑valgono vincoll

rom ho polidroma

-  -Es N
-
·t CoI

Ci Sono 2-Possibil Cas

⑧ -Giro a forno -D UN sow Punt 2

DramaZONE (Guardo LA polidronia solo a

Uno Der 2 &



& e cro attorno ad entrare ↑ Punt . Ar

diramazione conardo la polidroma a entrambi
↑ Pezzi)

SE Faccio 12 sto violando vincoli (singolarmente
S

O entramb

I guardoPRENAD m E

Gio Attorno Z
*

== S ----
.

↑

= Es -Os + 2

&

,

-

⑧

Im 03 =- 03
I

&...
i2X

f(z1 - fizle &
-

- -

& e giro dotorno z = -5 z = 3

As - 0 s
+ 2

L

S

S

S

-- -

I &

&

83 003 + 2π
mmmt

va -

2 f(z) = f() -

-

----faz) -e - --



MA Potre Defin . Re

32
- 13 (

-Os

S + z

citiam 5 = 03 - Os & Auro 08 2

-T cdc -

CHE SIGNIFI GA DEFINIRE WE = E sare UNA Fase da w
+ Z

E He LE possibilita

-
ESL(2 . 4)

- e Manda z =3-8I & z =
- 3 =200

o -



4) f(z) = ((3 - 2)(s + z))
*

Scrivo (3 -2) = 13- zigx03
15 +2) = 15 +zeiOs

(
&

f(zs = (13 - 2115+21 pix(03
+0s)

12 X

ORA se giro attorno 3 os prendo &
↓2X - 2

MA Se Giro Attorno Tutti e due prendo &

8 Up Ho 3 P
.
Ti au aramazione

&

Pero potre Trovare X t fizi assis sono

2 P 2 diramazione

uniX E
& - 12

ovvero & =I E
X = C



sarà Mi SERVE C e 5 e3 co restino
QUND CIE

2X
& * -0x * 1

2m + 1

QUIND L'unico È X = i ,, --
- -

2

In Generale SE posso considerare

I(2) : [a(2 - 2) I
1

NON 111 P
.
To 2 aramazione do

,
ma ne haa

son AL Fin ,



↑

8) concorr n

Ho UNA Funzione polidroma

= Devo determinare /L RESIDUO sul Fogl In Cup

~ON E ~ un Covremo Lore o fow)

-Evo determinare LE DETERMINAZION

z = 0
,

=00 P
.

T/ A arAmazon

SCELGO IL TAGLO

*

2 = 12120 - =40c

& f G

12 DETERMINAZIONI :

~Zk

Zu =z



f

Felz-flzr) =

zerjn*e

LE Determinazioni spendono DA CE VALOR Puo
-R

ASSUMELE & -

= z =03

I Ru---- ②

-

* 4 fost a Fierann
0

Trovo Res + 0 Dove L Den Si Annulla

-

-az = 200
r T

D(i) = 1 + 122 = - + &
2

v
D(2) = 0 -ge =

- 1 +74m = 2

QUINA SUL FOGLIO 2

↑

Sal =

FLzejl
z = 1z 1 20 - c<



Devo CALCOLARE Res

d
Res filzl - Di zzi =d wi
z = 2 "z

w = 2:

3 = zw -di ⑨

sto girando attorno Yeo piccolo

ESPANDO

(3 + 1)
+4

= 1 + y3 + 0(7)

⑧ : Fin:
-4

Quindi i Res =

2
=

- 2



DER CASA (SOL)

00 z - 1

X

-· > (cz) = (dx 1 +x
= i) )

· Balode cost
lux
-1 + x2

·del
3

·

d -m = 0S
↑

od (F2) = 2
Ix

+ =F2 = E cluz - x)

·a)



·d+[



" fez : 18

·ka
moso per sare · viria der

F18 una SL(2 ,
k) Transformation

ta 2 -20

6 -200

=On

w ~ Qu =

2

- Do

s sceocess

e
y = An 2 + 4



Nell'originale #

SL(2,()

L

*

-

·Tumm·
· L TAGLIO AVENTA unarc a cerchio ed essendo

SL(2
,
( ) un A

rappa
CONFORME

↑ reserva C

NOTA ↑ Due TAGU M m

⑳O
w

< 2π

-con cit



&

e)I xck

Devo Controllare Che CONVERGA

* = f(x) T

X Reas - &

- =A - 1 Rex
a - 2

X
-200 f(x) ~x 2ex - 1

f(z) = I
&

9
1 + Z

# A 8 FOGL MA

cerco Quello ta ↳

2

E for M(7+ 0

S

L TAGLO

⑪fiz 1 = f(x)
C
8

So c A REP7a REALE t
&

Sopra L TAGLIE f(zi = f(x)

SCELGO L CAMMINO a integrazione

CA Condizione Su Rec M DCE CHL) I ATorno

~ E 00 ↓Anno A O C



& f(zdz = =(1) + =(a)
-

C

= (a) = &()

SE z = 1212
=0

SE vado sotto il faccio = 2

O
2 ~2t

=>
.

(1 = dete z = 1212 = -e!
.O

↳ NON NO FASE percip VIENE

2x
I(c) Froß sow DA FUNZION

=
-B

PolidroME

= ff(z) - c . - enti , 2(x)

Cy

= Ical -Tera Poz fizz- Res fiz
Cy

Res Calcolat ~ ELLE singolarità solo dove si

ANNULLA L Denominatore



== Resh
I - giza z = 7 1

2 cipe sono sul pano tagliato sono cimio so

z -!

VOL a . 2 z =111g
=T

3
z -2 - i =1 z =- &

-

= & & - = )= (e

--
A

& (-zimin)
& - &

T

sinz
=- fine-m

- Zi sir X



+

z - -

zo
Trasformata a MELLin

2) [12-de-3 D ↑

( + x) f(z) =

cx)
A

citiamo xcK

Ho UN poco triplo

In X = - S

.E(z) = I
-

i2+ z
3 = - e * (2)

↳

z - -

2
Res

*

= & (2) =

Ferez e Tx)

2
= d(yz -

) IS &

-
- euzzzdx ~T

X = 8



T
(z - 1)(z - 2)yz

- 3

I- --

~ 2z
- - ~T

X =

= (z - 3)

= (z - )(z - 2) e

- e
=2z

-zzz
T

(z = )(z - 2)=

in(zwz)



3) = = 10 de
bu & # A POLIDROMIA 80

2 considero fz) = h
E Cammino

-

SCELGO C solito taglio

miniez = &
# PoL n

z = e

Calcolo

& dzfczi = =
+
+

-

C
⑧

E =Io h
=

.

- d e d ,/log
1 + x2



-
-poloil

= F - noi d - +10 d /-2

--=I + 4arctanx
== 4 + = 1 + 4 =2

MA ANCE =
I - ziRes

z = e
+ (z - =)(z+i)

z =et

- zi)b) h
-(



= ) = - 3) = 2+

=a - un + 2+

3
= 23 =ao

#) metodo der luc2

con 2r(x) = 22 =) Funzione Par

0

odxh · arena 2(x =&S
C

MA PRENDO un =mNuovo Carmine

X



o Zizidz = I + Jdz (2)
contributo palla

1 + zz
-

0 nullo per

C
-08 CONVERG . 2(z)

uso z = xgvt = - x

- = + (d -xxe=
1 + x2

- 0

-
+1

oppure uso ↑ Res , Dur

& = ziRes&
z = e

=/

= 2 +=



# so (dxh + 2(x) E I

osservo cioe lux
(reoro hoI E cos

-du Tored=+ 2x
I

I

NEL Nostro caso

06 &

0

(d+
& ! dx-da

d
dal primo

& SERCIZIO



4) 2() = (d + + (27x)
A

P
.

T/ 2 Diramazione

FX = 0 X = 2

⑧

pow X = - 2 -1 Ie·6 mun ·
T

- 2 2

SCELGO un CAMMING
E CALCOL

C

fd = zt(z) = I
f

- ↑
-

-

Co

PER Capire 21/ C - DEVO GUARDARE MEGLO

Gh ANGOL 8
. Or

Sopra /L TAGLO 8
.

= 0 02 = 0

Coustifico I +
= ()]

sosto il tague Le 2 mosi per andarc



E Devono -Arc Lo Stesso

risultato)

corando attorno 6) 80 = 2- 82 = 0

cgirando attorno 2) Go = 0 02 =
- 2π

C ~ ENTRAMB casi Do - 02 =2

I
-

e
22 x

(x)

=so = f(x) - piz
+

+(a) = C . - p
+2+

)]()

Co

Vede CC Calcolo Con Ros

Callargo Cy circondo z = - z In Senso antior

& WIND ok E z -200 f(z) - - QUIND
Z

↓ c Res =0)
80

20 Sf = 2+ i (& zo
&



=>=Ca Res &
z = 00

I
↑

Res -& (2) : Eleo =seiz = - 2 !
80-02- ↑

An = o

8 = N

Res
prendo L Geff lin

-

DELL sviluppo
- -

·zoo: (22)
z =00

6
flzo In !

M SED Su QUALUNQUE

punto 2 Una Curva ALL'O

E Se Fount la STESSA



FASE

scelgo di Andare all'80 Su M
+

8
.

= 0 02 = -

z -1 +00 Fo - 02 = A

X
-C

Res S - (2) eto -- e

z- 08

2-
= (1) =

Feiza (2-Sera
, enta)

-=
- (2

- %
- 1) = (2

- 4

- 1)
-in a =NX

& - & si X



per CASA :

② flt=htt · Des E(z) = 0

z= 0

③ f(t)= · Ras d(z) = - 1

z=
- 1



GAMMA Ho la struttura polidrona M E

↓ del logaritmo
& Calcola su ogni foglio di Riemann Res ↑ch

z = 1

M

i mmu ⑧ S
=> E= IZle

-
π f

Ho infinita determinazioni date del legaritmo

= full = flei = ↑Cileering = ↑(l
I
= T (m) Avró poli per nzo

Ricordiano Y(W)
M E

T

X X X I S

Inendo m =
a 920 = Des 49)= 9) =

E= 1

- Cambio variabile w =
luz Zair

Zwi
=> E= 2

poli di PCw) ↳) relazione 1 : 1

-

- --

·-descende
in w =

Osserva I Ros 4(z)=
z= -9



I ↓

non è altro che il residuo attorno a zeno

② fezl=
a)

·
Studia la struttura analitica

z2+ 4

· Residera su ogni pola

· struttura analitica

f non è polidrama .
Cera i poli D =0 = Izi

X
N= c' (sz +4 = m MEIN

* E
i

&

z = lith
3

&
=> Da mi . z = Izi poli doppi per 8.

-

· z = linth
,
Mo poli semplici pe f

X

X

Per calcolar i resideri posso esplicitare
: poli delle T . So che vole (1)=PEt =1.

=> (E +a) =
1 (s)=... .... 4(z +S
22+4 22+ m + 4

L così posso
calcolare il residen un l pol n-esimo



1
11 1
-Posso quindi scrivere f(z) =--1l
zz++s

↑(z+ m + 5)
2

(22+ f) k=1

1
=> per en tinta flzimT-

n- 1

r- m Eti]LE-irnt]
T21)

↑
metto in evidenza i poli

I
- M = 1
-=> Ref

1

M
2 12 in+s

Mentre ilresiduo sui poli doppi :

Saino fl7lilR T (22+ 3)

=Ref tanalogamente des fizz (e-og)
↓

I
= -2 i

i'() = -g



③

f(zl = Y(VE +2) · Calce I= fo f(7)
a

,
r = 12

E
M

Te Dero torce le determinazioni > E= 121et lok
mmm e

S

=>fr(E) = fizein) = Y(5-1Inz + 2)

-> (2 fogl di Rieman (n = 0
.1

Quade =S =
= 2

Ho contributo al residua solo
approde 20 0 vice quando n = 2 (per mo mon te poli)

Mi metto In m = 2
· fe(zl = ↑(2-

*
2) 2 pol

1

E ↳

2-
*

=
-~ neN u

*
= a tr (= E = (2+m)2

* *s

e Il seggo I i permette di aggirare solo un pol



Calcola

Res ↑(2-) = Res PC2-at(
-

z = 4 ↑ w = 0

È= 4 +c per
calcolare l'integrale

attorno a zeo (sol comodità

Ore voglia esplicitare il polo -> saico

f(r) = T(z -2v ) = 4(x-2(+E + 0(w() =
T( - E + (4)

4 = -

v
↓

= Des -E)= =u
&

w= -

= Res ↑ (4) = 1

↑=



Integrali de cutomo di Hanke

Considera EC
**

ACH) 2 Sz) + +5 f) +)

1

E
Ch C+

num 3[

S De
Determina la relazione ce sussista tra Je C C- Co

Assumiamo di essere in una regione di z(parametro de integrali
CHICA InTIGRAL

Assumiano lim =finito servit Vz
t-

=a JCZ) è una fine intera domorfa

~sul Cammino

↓
Mi metto nelle regione in ci Je E sono entrambe definite.

Per esempio f(t) = e
*

= (2) def per Rect_0 -1 Per Recaizo = C
+. C-Co sono

finiti singolarmente

Cla sanra è sempre den definita ma mon la

sono singolarmente)

perché su un supporto infinitesimo

= 51) +) di qualcosa di integralila



-
z -1in(z - 1)

6906 ) = Tot
*

y-t)
= (d(+(t)ef(1

+)

C+ (4) -
L sopra il toglo =st= It/ei

-A

=d
*

f(t) = e* (2)

O

· S = Joltf f(t) = (d(t)|tf e
+ -iTz

-(1+)) = - e iz)(-y(t)) =
- e -

*-

E(z)

1

C - / -E

(ssotto=> t=Ite
in

=> Da cui ricono
,
nel dominio comune (Deczizo per M(z)

3) (z) = (e - e

- " )(z) = zisim(z)(z)

=> &Cz1 = "J(z -> Dove JCE1 intera
.
Ho dato una continuazione andtic

Zisim(z) di E(E) in funzione do Ja)



①
Considera fit) = eth · Calco Res (z) 1 E

=> ec offeS
z= - 1

T S

=> Recalzo Ma ugla Des
z= - 1

= Juive FE= J(z)
Zisim(nz)

=> Res

ECITRe & 2+ 5( 1))= -(1)
-π(z+1)

z= -1

Sim(5z)/zv-(zte) +DEEt

lim ICz) = Im Jor the = jetz- -1 z-3- 1

[t CH

mon la più policromia => C+
+C

-

si cancellaro



-

= patt = etides +
e
↓

= wint= 0
1+th

=> Res Elz= zi
z- 1



sie (3)
⑧ f(z- E + 1

CALCOLA Res Su ogni singolarità isolata
.

Nurei sie 14 0 UNA singolarità essenziale
-N z = 0

Don : VE + - z =0Vz = 00 Sono P
.
m . a diramazione

QUIND fazz HA P.To & diramazione in zo e z = ou

Enon io Pri Singolarità Isolata In ziro)

sie (5z)
&

40

fr() -

c-.
E

# 2 determinazioni I =

reo foll-il E = 17/2
=0

E + 1

- <N

r =. f.
-E + 1



QUIND Sul foglio 1 no un polo N z =

Resfiz)
E = 1

-

fi-min) .-
mu

- - [( -) + 0(z -1

- rin()) . -- - c - + ocz - (2)
-

-mi ( +0

QUIND

Rosf()-- 2rin
z = 1



↑

② f(z- cosVE --

& SCUTERE proprietà D ANALITICITA E CALCOLA

Residuo succs Singolarta P . j VICINA

All'origing
.

MA Cos SE ↳ Sviluppo E Una Funzione al

so Potenze intere (pari) a z

no f(2) Non È polidroma
.

&

I

den = 0 = cartE = &

I
1

E = 0 + 2rπ

- z = 4r2 +

= z = 0. 4 +

2

,
16+

2

...



sviluppo R

Zcase -pe.
- = 0

(22) ! M = 0

↑

f(t) ~

Tram
= = +0x

z -0

Quindi

Resfizi =
- 2

z = 0



1 + z
③ f(z- 1/3

2+ z

CALCOLARE Su Tu ++1 ↑ possibili fogu a

Fierann
Res f(z)
z =

- 2

In P
.Tr 2 diramazione zo V zo

↑

Auro 6 FOGLI a Riemann =

Frl-fer)
~ /2 R ⑧ mumu

1 + z( - 1) -
&

2+ 2 = 12/g
ocBZ

guardo Dena( =& et)
/ r ~ +2)

2 + & 2e = 21 + e (



Ho Pow 3 DENr() = 0

* (1 + zk)
i 5

= & - -

= C +2a) = + + 2mm m

= 1 + 2x = 3 + 6m

= r = 1 + 3m

d ↳ fa Girare

FOGLIO

DEVO VEDERE &vando Può verificarsi

M = 1 1 = 1 + 3m = m = 0

R = 2 2 = 1 + 3m = no

r = 3 3 = 1 + 3m = no

n = 4 4 = 1 + 3m = m = 1

NON NIENE SE 20 V roS



&vina ho polo sur Foot R = 1 R = 4

~ '
I - Z
-

guardo r= f
.

Es :

2+

DEVO VEDERLA INTORNO A -&

Devo Espanderla in (E - ZA) = &ent
Y 13

= = (z +

+ 2 -2) = z ( . + 2 z)
Z

~ (+0 (
cos 2 - z

↑
- 2%2

f .

(2) ~

--Tozz
Sostituisco za = Bevt

ge
↑ -

- -

2gi (1+ +O(z +&i)



↑ - i2
-

2 - 2(1 =2y( + z) +0(z +ei)
- -
2 2

& - = ( 1 - i2E)
E+2

+0()
(E +a) +0(z +&i

QUIND

Rsf=2 - izz

sog

z=
afy(2) = 12(i + =2vz)Ros



④ DETERMINA PR 6WAL vowe XX
f(x = [z) .

- z)]
X

14A solo 2 punti di diramazione

5 ud . 0 ↑ 3 punt

2x

z =0 f (2) -z
VOGLIO REGOLARE

SE z =0

· 2x = m =
Arre M

2

f(z) = zv) . - z I
#A 2 P. Tr 2 aramazione (1 . 00)

Scrit reGLO M E dispar

-X =2 ↓
perCià 54

Pare Non È

più polidroma



x = mel no rA SC X N+
z = 1 Scompare LA FolidroMia

z = 00 3x = metv04= Con M Non

multiplo a 3



③ cas (2): et est logz
O

·
Si VIDE = (il = 0

&

5 .fode
IL problema è che I lz1 se separo i

termini

Sono Due Cose che avergono

considero una deformazione (t" = E
--

&

= (z
,

5) = fattS"jöt-
zt
(

E Sar

& (2) = hi = (2
,
5)

5 -20

FACCIO L Cont NELLA Zona a CONVERGENZA &

= (2
,
5)

S

0TENGO UNA FUNZIONE D - S E



for faccio il Limite .

Scrivo

= (2
,
5) = I

.
+ 72 ze

z = 1z)g
=0

8.attete
I2 = -fatto - portaS - 1

-
zt S - - zt

E

O

--
↓ meso

andando

se Rezso ⑳ Come

z = 0
=01z)

--T(s)
E NILL'integrale· 8VELLO CIC L

-A CONVERGERE
G =x QUIND

M .
SERV

Rezo

= -E



& Indi

-(2 ,
s1 = ((s)) . -2)

& (z) =&E(2 ,5)
=li + 0 . ()) - + shz = 0(5)

3 -00

↓
sareB3 = In z
00 . O

QUIND DEVO

ESPANDERE



⑤ =di - E + E (
-

SE 4 Me+ AD ESPANDERIA

N O 2

2 * t + 0(t)

= Converse

FACCIO E
"

-5-

=-dett- + I
spezzo n 3 : 12 3

0

*n : =
.

4) = attS
& Ricordo

G L
A / - ↳
- - Tissl-t &
- - -

por cia

! y+ et
et -

- e + 1



8 v In D

F
.

(s) = T(si((s) = +(s)

= T(s)(((s) - )
zT (2) = T(z + 1)

Cos
Ani Falsi : - 90dt it = - Tes-

CS -)Ts-

-

Tes /

& T(s)
S - 1

# 3 : Fy(s)= ( = [T(

QUIND

I(s) = Fr + En + Fa = T(s)(2() - + i + 2 (
Vero 5 -20

T(s) = j + 0()



2) (s) = 4(0) + SGia) +0(S) = - 2 + st(0) + 0(s)
/

sviluppo
Taylor
Essendo
REGOLARE

↑ + s + O(5& &

- S

QVIND

=ott + + +( p()( + ) +0c)
/

= 1 + y() (cor fior--flaginos)



PIR CASA :

- t(x - 2x)
&

3 F(t) = (d +- P(2 t == +00

1 + xz

In El -Oct1))

6) Joe* ( occ)

e e ( -O(t))]



- Fiss-Jat
-b) F(s)-dt est cost

Determina lo sviluppo asintotico per Sto

sed)

S cia Cresce

&
& ·
Sestoo cintegrale s localizza in to

↑ "2M

Sviluppo f(4) =

+

= c + ti = (m)



# aso ↑ ( a + 1) - a ( a - )
...
( a - m+ )

( #ca-m + )mi ~i

-

-(ma(a + ) ... (a +m -

)( ma!

simbolo di (a) = a(a + 1)(a + 2) ...
(a + m - 1)

PocamRER

(In th
QUIND Act) -

M = 0
m !

unif CONV Porche
Wa 2166 . 0 2 . CONV- =&

,
singolari in

E auro ↑ E =-I E E Tanto

integro tra 0
,

1

#(s) = (di E LA posso tirare

Fuor

S In joti
n = 0

n !



S -2+o · in %test In1

m = 0 !

Isem

⑧ ((2)mE I + M

S
m = 0

QUINAN

N
S -= +00

F(S) - = ( +(+ )
m = 0

/
MA HA 2166 . 0 &

CONVERGENZA =O



&

ALZA OLTRE &·
E MA NON 51

5 - too L'integrale Si
=

LOCALIZZA -N

t --0

#
Punte

GAUSSIANG

visto che t-o posso ESPANDERE

cost-
m = 0

L raggio a corr
.
0o

zm

↑ = dte
- u

2

~ e=
5 E t

2M

5 too M= 0
00

-



2)
n + 1/2

S

QUIND

F(S)
5 -2 + 00~Fluo-

[2m)!
m = 0

ga2) Fisi-de
-1

a) determina L Termin Dominante per S -e too

6) Y T - - / 5 - - 00

-0-

Zamax Assoluto

2) 50
# % E O LocanIlazione

Suciestremo

2



LOCALI22
.

"
a) so E CAMB . o y =2 - 4

3

-S(y -z)2
-E (s) - fdye T

Leno localizzazione in zino

LA TEORIA So

estoget(+&

Ida
fix
g(x)v 5 18.

-
-

- (t)
S =+0

↳ fia +o



porcid SCRIVE

f(x) ~ fo - 1f .
(x + 0(x2

00

g(x)=

NEL Nostro Caso

8.

= 4

go = 1

v =
-

z

QUINDI avro

F(S) ~

e ((( + 0(x))(45)2
us

&
-( + 0(YS))



↑

b) F( (51) = 9 d ==
17

Ex

·e sif
eHo

< O

= no massimo or fix) , fa - o

(caso Gaussiano)
& Trovo

6

faxesif S= +o

Sf(xaga(0(x) V &

NEL Nostr Caso

f(x = - f(a = o

If "coll= 2
g(- I

gra
=z



QUIND

Fisi ~0. ( +OC)
5-1-0

-Es( +O())

00 t*

b) = (t) = )dx e + t - too
,

teh

1030 y = EX
,

+= dx=
m(4) +

2 00

+2 in y

yEle -jaye
T

Chiam 5 = th

2- /



cosr 140 A Nuovo UNA COSA DEL 2. Fo

sf(x
S d y & g(x)

f(x :
my

g(y) = 1
y

& sco Capire Dove So LOCAW221
.

# MAX in Zerof(x

I
-

-
-nu Bian

I (S) = par

y

cosi

F (s) = 19 d %-&-0

S-2 +0

& (S) - 2( O



~ serve If "coll
↑

f -
my

fo moy = o
Z

y

24 2004
+ (22) minyf
y

fia = -

& vina

= (s) ~ (5)( + 0(s)

s = th
tu

= (t)~
-
+ ( + 0(x)



A

3) =(t) = (d + y
= - +x(x-

.

t =+o

⑳

(f(x
Al2 VAREM serve ad una forma & g(x)

T

Hhx - x(x - ) =2
& ! dx & &

overos fra =
hx-x(x-) sora 10 daX

f(x = y - ( -
- + = I

1 - 2x2 + X
2x + 1 =- = 8

X

=g
- 2x + x + 1 = 0 E

* = &

↑
Fuor

*
-

2
-- pa

CAMMING

fr = -32fio : Una GAUSSIAna

No localizzazione In X=



QUIND

=H)
f(x) = 0

g(x = e

Cos

I(t) ~·O
t * +0



Metodo punto a sella

Ripasso
-

Sviluppo asintetica F(s) = /jazegez sett per s->
-

Lnon perdo generalità perché se 4 ma assorbo la

Jose in f(E)
1

#semper
più strate per seco

L'idea è du riconduci a un integrale grussiano e sel piano z

M g
Assumiamo le esista in prossimità di j

-
8

Zo

Zo pito di estremo per flz) - 2

Sviluppandof in zo

=> f(z) = f(z0) + 1g" (z .)(z-zo2 + 0 (z- 2013) done f"(zo = If"(zolle" a

i (x + 241 · X dato del probl . (7-zo) =12-zoleil
= f(z) = Elf" (zo))iz - zo12e ~

· I fase di z-zo l'inclinazione con cui

& passa per zo è->
arbitraria perché po

deformanc il commino a

meno di poli



EfCzzzol2-sAelO
Consideriamo che vogliamo che e ~ e Aso

SIf"(201/Iz-zo12e
= e ~ a 17-zo=X distanza tra i des punti

i(x+ 201 1 & ul cammino· A = Elf"(201) in questo mode

· gichtl =-
può sol verive dalla fase ho RIADATTATO

4 n + 24 = (4 = i

f(z1 2) zo punto a selle i t
.
c . 8'CZol=

Studiano Re(f(71) per Enzo done fl =0 => f(z)f(z0) + Ef" (20)(z-0012
-

i(x + 201

Elf"czoliz-zole

Re(f(z) => Re(f(z1) = Re(fzzol + Elf" (2011)z-zolcos (a+ 20)

1

Per la fini analitiche esistena solo punti a selle - infatti
S In(z)

L

·

Zo Ker -> Muovendo in do attono a zo 1 - 1 costante ma

Re (z) ·

Zo cambia sempre le fase



Quando . 319+24) = -1 mi da 1
+ massimo (penti Regalla - 22)

· cos (x+ 24) = 1 mida ( minima (penté ReCf26~ /

48
M &

Lanivando in questa direzione trova max
z-
-[4

- U es anivado de questa direzione trova minimo

In base aosa salgo il cammino ?

↑&" (70)(z-2.12 Rcia · sin (f" (20) (2-2014)
e EC posso scrivete come e

&
! e-

- v EIR

Se lo Jox fczi e = o perdé la termina asillante
is sim((x)

Ist
+o

Nel vostro cosa se mi sposta dal cammino di massima pendenza attengo un termine nell'esponenziale che mi annulla è

integrale e quind non da contributo



Tornando al caso-generale 1 ->così La antributo~M

&

F(x) = ) dzeS8(g(z & SoLis in questicasi mer la contribuito

j S = ilrisultato è dato da quello che succede me resto del

cammino

Se scelgo commino max pendenza l'integrale si localizza in zo une gaussiano

Ricidando f'Czolio &"1801 = 18 "colleix
il => C= ~ cammino di max pendenza (trovato prima)

Z-Ze = IZ-zole
-

1x1
I

z = z..+ (x)eilL

cambiando variabile l integrale diventa
+

s [8(70) + Elf"(201/2" + 0. (z31]
F(s) ~Jaz = en(dxe [g(zo) + 07-2014] = ec 28gal (1

+ 0 (5)
S-3+1

- A

7· pochteinqueste for le me gonsione apwet
sa

messan contributo nel punto a sella
(



Stinding complesso

↑ (s)
=ja+ +5 e - t Reca) > o pango tasa

> /es
telR =s neK medi J

SEK

1 E
Saire = Isle = u = =

-
integrazione
i! S

scivo us = ablogu ottenendo -

~ cammino di

- u

Msc scena-uli
e

~ Sonef2 gus 8&
j

done f lunne
se

U
-> singolare in uto no non è un problema

mer de la convergenza dell'integra in =

dalla condizione Rassico

Osserva finl =1-1)e = 0 List è punto a sella

-

i(x+π)

f(x) = eix) - 1) = _ e ( =
-e) = e

quella de prima chiamavano a



1 E
= C = = Mi seine ancora f(1) = e-1) =

-ex

i
> deformazione di j

8

Dawin

T(s) -: Re
S-Stu [1

e
s

↓
-12

I
S= Isleix

S

=> T(s) ~( = &(s) Isti
Isl-i

·Dimostra y(s) ~ g(s+1)
ISk+

S y(s+1) =( =(

=)( +I = E =ges
↳ denina da H+5 per sesuo



7

= I (s) - 825m
8(s + 1)

e quindi P(simy(s)
Isisti Isl-stiJ IS1 -s + A

su tutto 4 Home
2 ↑

E

dove la i poli di T(s)
imm S

Mentre TCSI Le i poli su 8151 la un taglia che emerge come una santa d'accumulazion di poli"

Esercizi

S
1 +i t(z)+4z4 Ho

pc)
= z"+ 4zD FIt = dz 2 t -> + y

g(z) =z-

=> j'ch) = 423 + 4 =0 z =
- 1) z&

Capiamo come è messo l'asse della selle in eit S

S

cammuno massima

it 1f"(e) = 12

8"(z) = 12z2 = f"(e ) = 12 = > & a = E
=> U = * = I pendenza~

fcei) -
sei = 3( +i &

:

⑧



tasta

iπ 3tk
+

i) - (1 + 0())=> F(t) ~ e e

i53
-Ec)2
E

(1 - 22) t -> +c

1+ i

S
t(izz + 1)

③f(t) = dz e coxzl ++ +o

- 1- i



Integrali di Frasmal

&Fede coscal a+a

1

- = st = F() = ) dt scos(t)-
1(esitist
#1 #2

El

E() =St est f(t) = ith = t = 0 pto a sella

↓

g(t) = 1
sull'estremo di intega.

1 E

. 8 Col = zi= zei* U= = =

Partendo dal punto faccio solo l integrale Gansciamo

-
=>Fr)



#z
-

F
↑ (S)E

-

>
-(s +02)) analogamente a prima

-

2
Sest

F
=> F(s)~ = 201(te+O())= ( (1)= ( +0(5))

S-+

3) F(s) = sincan (1 + 0521)
Sty



2

⑧ (2 - . Sricz) + (2 + )(z+ a)m(z) + y(z- )(bz + z + 1)m(z) = 0

- a
,/ 20- Totalmente fucisiana

2 determina sistema fondamentale di soluzione

3 Determina SE Possibile andamento logaritmico a ou

8 -

SCRINO In forma NORMALE PER STUDIARE P
.

0

Mcz-amic Bz + z + (m(z) = 0

(2 = 32 (z3 . >2

D
(z - a) · (pz + z + 1)D(z) T * (2) =

(z -) (z+ 1) 4 (z+ 1j2(z- 1)

veso C+ SONO LE singolarità : ~o z=, z=1 ,

z = 0

↑

z =1) voglio D foro semplice = a = 1 = P(z) - -

(z - )(z + 1)



Su P non Rosso FARE 1452

B
· O VOGLIO Relz) - Finitozo (z ~

z z -20
Z-20

* Bo gli z

Non rosso fare dic Niente neanche su e No

Finito

⑫ devo calcolare GLI ND . C Attorno le singolarità .

3 .

= - 2 32 = 1 3
3

= 00

Po =- Po
= " z p.

= 0

↑

%
= 0 % = 0

% - 4
VOGLO GLi indici e devo Risolvere L'EQ

.

inficiale

2

g2 - Es = 0 S 29 : 0 j2 - 3 + i = 0

I .

=
0

S .

= 0 S =-

S2 = 3 S2 =T 9 = - 1/2



significato indic

Co GENERICA Son NOLLINTORNO D 3 Si comporta

core (z - 3) E 2 1172x Son
7z -B

=
3B

& differenza indici e 2 = Ho Sol con lag
↑ 80

P E = 0 - Z & Chefor so

3/2 - - 2 solvere

↑
M Deve &condurre ad Un D di un ipergeometrica

Rip ovver Co
.

TOTALMENTE JuCHSIANA com SING .
O 1

,
00

- S
-

A 3 Parametr liber Vincolo indici = 1
E & 00

Con Caff m o I UNO A
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