
Equazione ASSOCIATA ar Legendre

Possiamo STUDARE un A possibile applicazione delle

Funzion PERGEOMETRICHE ,

Abbiamo VISTO CIPE LA SOLUZIONE Di una QUALUNQUE
Ed

. DIFFERENZIALE CN 3 P
.
T / FUCHSian Si

Puo SCRIVERE In Termin D funzion

↓Pergeometriche
.

Questo & VERO Anche per L'EQUAZIONE ASSOCIATA

2 LEGENDRE

c - z4u - 2zei + (r(v + )- Ju = 0 ⑨

& meovea .
a legenore a mesor e

L'equazione 8 E QUELLA CHE VENE FUOR NELLO

Studio DELLE autofunzion D L2 ~ MO
y

Cin QUEL Caso z = cart E M = autovalore a ↳)



Nor cerchiamo a Risolvere l'equazione In GENERALE

E Vediamo come SCRIVERE LE SOLUZION n

Termin
, Di Funzioni ASSOCIATE 2 LEGENDRE

CHE S Possono SCRIVERE In Termin i a

IPERGEOMETRICHE .

voGlinM scrivere P
.

2z

P(z) =-

(z - )(z + 1)

- v(v + 1) uz
8. (2) =

(2 - (z + ) =y2(z+ i

S Immediato vedere da D e * che do 3
Punti Singolar CAUCISIAN)

z = + & -z = 00

d ↳
P -

z
P sono semplice

-a

Q pow Doppio ⑦ Non son
Z



cerchiamo gli esponenti del vari punt

erz u2 x =M
2

z po
= 1

90
= E j -

5
= 0

B = - Mz

z =I stesse case per simmetria

z - of -
linzP(z) = 2

go S
lin z (2) = - v(n + 1)

z - 00 z -100

g2 g - v(v + 1) = 0

(f
- v = )(g + v) = 0 x =

n + 1

B = --

&Wind

00

Plus in w Z 3
- M -M - V

devo ricondurn. AL D & un'ipergeometrica

W = I



& 00

P EM 2 + 1 I &
- Mz -M - v

DEVO Azzerare DEGL indici mettendo in evidenza

DE FAT+OR (Gr12 . E 14 FAT+8 Che GL INDIC

SIANG ~GUAL 2 esco 10 Azzerarne Due In UN

Colpo solo)

C & 00

Mz
1 - z(zz)( - )p S M 0v+ 1 2 S

- O
- 2

M/z

(
QUIND Trovo La prima soluzione di ①

-

: ( : (* F(u +, - v
,

i
-u
, )u



&UELL CHE 2 Solito Si CHIAMA Funzione
ASSOCIATA Dr LEGENDRE D no SPECIE E

↑

=
--(FPm(z)

Tu -u)
(

Lo Mettiamo & va sio Faci F
Sappiamo CONTENE A NUMERATORE

Ti = Tu -M) E Normalizzando

LA Funzione 2 permette a

DEFINIME Du ANCHE Quando nel
V

Pr definita ancipe per inel
z

Conoscendo LA RELAZIONE 2 autotrasformazione
DELLE F SISTE un altro moto Par

SCRIVERE P-

= - a - 6
&

So = (a
,
6

,
c

,
z) = (1 - z) -c - b

,
c -

a
,

c
,
z)

Cos

&-I -(+

-,

-u
- v

,

+ -

u, zz)



M

-C - zajMf( + vm , - -v , -m , ) ⑪

- M/z
ora vorre

erz moll .
va come (1 - z)

M2
Quind L'altro andra Come (1-2)

=l'altra son La -Rovo METTendo -N EVIDENZA

Fattor O prosti

O & 00

1 - Z

( =zj) - 7) p & O M 2 + 1 Z &
M

0 -

2

F
QUINA

m =
= ( F (v+, - v

,
+m, )



Quind Normalizzando come No Fat Per ma

↑

me = (F(+, - v
,

+

r, )-

TC +M)

Si VIDE

un = P(z)

QUIND P (2) & p
-

M(z) sono 10 I SOLUZION
- 2

↳ Nearmente indipendenti su MkX

2
OSS comparendo r ~ ell'equazione se c'è La SOL.
-

Cn L'INDICE u ancora Esiste anche La

SOLUZIONE con



vediamo cosa succede son = me2
m

sumo P (712 D
-

w(z) ROCHE so non essere
~

2

LINEARMENTE indipendent

rcorda parlando dell'ipergeometrica AVEVARO Mostrato

CHE SE ce2 UNA DELLE 2 F NON

ERA DEFINI PA POCHE C'era 8 UEL Fattor
-

-

↑ ↑
CHE ESPLODEVA

S
MA Se ANIDO LE I

DEL LA Tr CHE averge Trovo UNA RELAZIONE

+RA u- erz

c = - N
,

N30

Fla,

6
,

N
,
z) =

↑ cayN + 1) +b+N+ 1) zn +) - F(a+N + 1
,

b+ N + 1
,
2+N

,z)
#(a)T (6) T(N +2)

Relazione VALIDA In GENERALE Poche Mi DICE

CHE UNA SOLUZIONE CQUELLA
A SX) Divisa DER

L Fa+50 RE CHE LA FAREBBE Divergere E

UGUALE All'altra SOLUZIONE Divisa la sua Ti
CHE DIVERGE PER un Fattore E UNA

S

Potenza & Zo

Ma SE PRENDO IL Fattore E LA Potenza



2 Z LA RIBALTO
E LA for DALL'ALTRA

S

Parte ALLORA Trovo UNA RELAZIONE

VAL. Da NEL Caso c =2 + N
-Nc

- 1

QUIND QUELLA RELAZIONE E VALIDA Per N
-

GENERIC E in BASE A *VALE ↳
DIVERGE sposto In FatTor A DX O Sy

Posso scrivere LA Relazione
PER Ada++ARLA -L

Mic problema PER

- N = 1 + m

2 = v + 1

6 == -

z ==

-(v + - m)T - 2 - mi
m

Fem Fu+ -v
,
im

, ) =

↑ (v + 1) c - m) l .

·

my

F(u + - m
,

- v - m , m, )



QUIND Sostituendo ~ D
-M

(2)
-

P
-

~(z) = ( = ()~

- ~

Tre nSe mi
· F(r + m

+

- v - m
,

! - n, &

Si VEDE FACILE

= Courcoso) zuc + ziczimF ... )

= C .. ( zuy . - za Fortim
,
-V - m

,
! - m, )

Ti -m)

-

Pm(z)
Quindi VERO Par Pm(z)

- m T(r + - m) c - v -m)
D

m

D (z) = -(z) ·
- T( + >Tc-V)



--

os Posso 2SCRIVERE La costante di proporzionalita
sapendo

T

T(n + >T- v) -

sin(w(v+ 1))

T

T'ce + m + c TC- V - m) =

min( + (n+ m + )
NON Sono ESATTAMENTE Le Relazioni Che Ho

In ⑳ Per posso inserirle Entrambe dividendo

Per T(v + m + 1)

sir( + (v + -1) # ↑ (v - m + 1)
8 =

# siu( + (v + + m)) T ( + m + )

so si(x + m + ) = ( - )si()

= c- - yu
T(v - m + 1)

M(v + m + )



QUINA Posso Scrivere

M

P(2) = ( 1)
-(v + 1 -m) D

M

(2) &
#(n + 1 m)

1

CHE E un A RELAZIONE Molto UPE Poichè potre
M

Trovare un'altro modo PER SCRIVERE P
-

(z)

P (2) = 7 . )
mT ' ( n+ +m)

P
- M

(2)

T(v + 1
-

m)

~

⑳
usando 2 m

PER P
-m

- 2 2m/2
~

= 7 - ym
Tr+i + my

( . - z) &

T (V + - m)T++m)

· F(u + + m
,

- w + m
,

1 + m
,

z)

però fin'ora Abbiamo sow Po CHE LE 2

SOLUZION Sono DIPENDENT SE Nel .

Esiste Un'altro Modo PER Trovare la le 2:

· parti dalleo
.

Originaria d



Z
· FA z = w = z

~D Non E Una TrasformazioneCHE Si FA

D Solito For CHE Non E Lineare FRAPPA

E NON E UNA 11 QUELLE CHE

Conosco & 2 Sono sicuro rispet
LE proprepa Dr FUCHSianit - MENO

DELLE Singolarias SPOSTANDOLE ~ Giro .

Per Facendo IL Cambio In ① (Cosa
Sempre LECIPA) VERO CHE 1 EQ

.

E
ancora FUCHSIANA Con 3 singolarità:

· RISOLVi N TERMIN A IPERGEOMETRICHE

controlati
· si Trova v + 3 [D0

roforse
~

~ (- F (+ + + (r)
, w) - (z -. 5-f(z)

CHE DENTE Da le Da70 CHE

m .
n(z -1 j4

LA PARTE INTERESSANTE E CHE u E ok

Anche PER uc proprio Perche 14 C

Indipendente DA M



Tramite u E possibile DEFINI ME LE Funzioni associate

Dr LegendrE Di 20 SPECIE Or (z)

NOTA Graz ALLA simmetria A ⑨ Si possono SCRIVERE
-
-

A L+ 28 SOLUZIONI DOCHE ⑨ INVARIANTE SE

As Esempio z - - z
-u

= M ,
v -8 - v - 1 E

Tu-P ↑ ↑ con questi Cambiament

sono SOLUZIONE .



Proprieta soluzioni es
. d Legendre

In Fisica LE Equazioni TERESSAND son0 QUELLE

Con INDICE In +Er

Ze abbiamo setto che d Si

STUDIA Quando M autovalore

m =
mel Ar Lz

vediamo qualche proprietà delle soluzioni dell'ed
Di LEGENDRE

Chiamo D = Pr
v

CALCOL

m

&
F(+, - v

,
1, &

m& z d
& zu

USANDO

la prima
M

= 0

Ddef Di
L

- 7)
m

(r+m) - Vim
F(u + 1 + m

,

n + m
,

+ m
, = )

213m

= ch z
To r t i+ meTi vom)#( + + m

,

v + m
,

1 + m, z &
Ta r t i )Ti 2) m%



usando
-( -- +m) P m (z1T (V + - m)() - z2j

=

Tir+. ) Tic-2)
-

=acendo L

CONTO DELLE Ti

-
- c-my - zjpm(z)

Quind
m

· -zP(2

~ da
= ↑ (2) = c -. (mc . - 22 - ③dzm

E &WESTA E UNA Cosa ABBASTANZA importante
PERCHE Mr ACE CHE BASTA CONOSCERE

LE VERE FUNZIONI D Legendre (Con M =O)
&

(Le Sol DELL'EQUAZIONE si Legendre) per R i CAVARE
~

TUTTE LE D
In



es
mentre cercavamo D Risolvere Le .

AGL

AUTOVALOR A L2 Avevamo L P(z = coSO)

E 8 VIND Con zc[ - .. ] .

Per No - Sono EQUIVALENT E vorremmo

SCRIVERE SOLUZION CHE S . Ane regolari

ANCHE In -1
.

m

LE Forme CHE abbiamo scritto per LE D
-

ERANO To++E Funzioni DELLA Var.18E

1 -Z
- QUIND LE PERGEOMETRICIPE GRAN 3
2 S

DEFINITE In z = 9 (Foicie F(0))
S

MA SE z = - 4

Allora F(x) E so CHE L'ipergeometrica

Ha UNA SingolarTa Dr Tro log .

QUIND LA F non TRATTA In Modo uguale

z = 1 E z = - 1
.

In Pi avevaro FA++02 NELLE ESPRESSION

Di D DEL Tipo 2 .
- z2) E A VOLTE

mELIUAT A /29

Quando Calcoliamo Gli Autovalor dell'atoro
2 IDROGENO Usiamo la ⑫. poicitei

· il prefapfore È 5 rrepr co -N -

(



-c - 22)

T
2

8 LA formula 2 per MeI 2-25 va a tero

Se z- + 1

QUIND UNA VOLTA Visto Ci E
u

= m Dobbiamo

SCEGWORE una +RA 2
.

& & 1
.
2 & VALE DELLE

Due Non DVERGE SE z - = &

Per ⑳ SCELTO m > 0
/

Non DA problemi wi
-2 Pezz C i - zzym/ N L'iPErgoMETRICAN

z = 2 MA SE z = - 1 H # (P) & QUIND

S

PER AVERE UNA Funzione DEFINIPA OVUNQUE
&

E Anche N In DEVO CHIEDERE CHE LA
S

SERIE Dell'iperGEOMETR CA Si Tronchi CE
S

SUCCEDE SSE Uno +RA - + 1 + m & -v + m

E un' intero moovvero quello CHE r Da

La CONDIZIONE Ar QUANTIZZAZIONE D L



Funzione pergeometrica confluente

VED- Cosa Capita QUANDO Parto DALLIQUAZIONE

Ipergeometrica prendiamo LA Singolarita CHE c'è
S

In & E cerco 2 SPOSTARLA FING All'o

FACENDOLA "CONFLUIRE CON LA singolarità AL

Punto ALL'00
a

intuitivamente Mi aspetto Ce in z = 0 Il ComfortAMENTO

DELL'EQUAZONE E QUIND DELLE SOLUZION

rimarug REGOLARE MENTRE SUCCEDERA QUALCOSA
S

12L00
.

Cominciano
,

studiaro vieg
. diff. con 3 punti fucisioni (0

,

%
,00)

E Por FACCIAMO lin 5 - 000
.

&

6 · la scavo dall'ipergeometricaso
.

con 10,

~ ( - w)d + (c - (a + b + 1)w] - abu = 0

metto w = jz S

cos w = =+z = 6

cosi avro le singolarità -N (0,
5

, 00)



de dr = Ge

(ri) =re

QUIND ottengo l'equazione :

+(ria

moltiplico per

z 16 - z)m" + [c -
(a+ b + (z)u - abu = 00

QUIND

P(z) =
-

G
+
a-tr

z(z - 6) (z
- 6)

ELz) =

⑯
z(z - 6)



QUIND 5 può vedere che no singolarità in z
= 0

&

z = 6 E z = 00 Tutte Fuchsiane
.

Vorre VEDERE

lin P(z) E lin ACz)
6 -200 E -200

ISPOSTO LA SINGOLARITA DA E E La Faccio Coincidere

Con QUELLA In 00 S

SUCCIDONO DUE cose DIVERSE A Seconda SEMENPRE

6 -200 1 resto resta Fin/ Oppure No
I

- -

Caso
CASE

②

caso vero I-E -200

6

ab
lin Alz - lin z[zE)

= 0

&

E-zoo 6 -200

Quinar HO L'EQUAZIONE

u"z + ci = 0



- c + 1

Che e elementare
,
sol : M = Z

MS -Rovo QUALCOSA 2 Non BANALE Se Guardo il

CASO & S
FACENDO UNA Sora ar doppio Limite

&

↑Onendo 6 S AS UN parametro E Ar Mandarlo

A 80

&

6 = 6 -100

ora
,
vedo

en Palm
6 -200 6 --00

lin Ala-li
6 -000 6 -200

quindi ottengo L'equazione CHE Ottengo CHE SI
S

CHIAMA EQUAZIONE Ipergeometrica confluente es

zu" + (c - z)e - am = 0 &



Si Vede che :

⑧ Ha sow 2 singolarità : zo regolare

ze00 singolarità irregolare

d
COME PREVEDIBILI

· MA z = 0 regolare
,

Quindi VOLENDO POTRE Trovare

SOLUZION DELL'O Il SERIE D Potenze in z = 0

5R VALE In TH Di FUCHS (QUINDI Se Trovo gli esponenti

-N z = 0 So Scrivere LA Forma DELLA Serie
,

che

inserendo ~ELLEO - FA Trovare LA RELAZIONE D

ricorrenza E Rom LA sol
. ]

CERCO GLI ESPONENTI I z =0

lin z0(z) = 0

po
= lin zP(z = c 90- z +0z -20

x = 0 a QUELLI DELLICO
.

f2 + ( -

19 = 0 -

B = 1 -

2 3 E

Pergeometrica

I
NON sorprendente percità
A z = c NON CIHy

Fatto NULLA

s a . CkX so a avere come soluzion



u. v

= CZ

r = 0

uz= Z-daz
M = 0

Se ce2
-

ALLORA ra Riman Le & M2 CAMBIA

con un Termine log S
Se ce2

-

/ B30 allor

Mz 2 MANE E u
c Devo rPre log

PER Trovare LA Sol POTRE , FAR LE DERIVATE sostituirle
ECC . Pero potre ANCHE TROVARLA FACENDO W

Stess processo a LIMPE CHE Ho FA

Per Trovare L'EQUAZIONE.

scrive L SOL
,

NELLE
.

Con 3 P
.

T I FUCISIAN Ce AVEVO

oppenuto Dall'ipergeometrica villa variabile w

d
/ - = z

Scrive LE

son s

m . =
F(a

,
6

,

c, )

uz = z f(a -

c+, b - c + 1

,
2 c , )

d ↑

C starebbe mo s un

Fattore di norm
.
irrilevante



FACCIO L lin
6-300

-

line. - lin T(a)r(6)azu-
6 -200 6 -200m =ok ! (C)m fr

~ 6 ~ 6
- -

ma NOTA

le
16a

-
lin 66+...

-
(6 + r-

S &

6-o Gr 6.... 6

Quindi Rimane

(a)r - zu
=

= G (a
,

c
, z) =

m =or ! ()rzu
CHE È LA STESSA Sol che Trovere, 2 ②
SE M METTESS : A Fare ↑ -NT Con FUCHS

m
.

= La
,
c

,
z) Si CHIARA Funzione iPergeometrica

CONFLUENTE D 10 + p

& Funzione 2 Kummer

o
e
un'altro Modo 2 TROVARLA E &VELLO 2

FARE L LMIPE DELLA rappresentazione
INTEGRALE

. &



b
M permettera 2 Trovare LA

rappr INTEGRALE 2 &
S

uso

F(a
,

6
,
c. ) =

T()

Sdt -"C . -tj66 #(a)T( - a) o

DOVE Ho sfruttato In FAT

CHE 2 = 0 SONO ~tercambiabili

gu . Na

&(a ,
c

,
z) = lin Fra

,
b

,
c,

6 -200

MA NOTA

Sin ( . - 150 = e
tz

6 -200

QUINA

T()
& (2,

c
,
z) =

↑castica fot(e-
- o



rappresentazione valida se Rela Recal > o

POTEvo R CAVARLA ANCHE Usando lo stesso procedimento

Usate per Trovare LA rapp
. INTEGRALE DEL

Ipergeometrica

2
scrivo age N Termini d B

Cr
SCRITTA Come INTEGRALE

Per LA SECONDA soluzione è più semplice poicide
Avevam visto CHE

Mz = z
:

F(a - c
+,

b - c+, z - c , )

QUIND LA Mz VA NELLA 2

O

SOLUZIONE DEL

· PERGEOMETRICA

LU #6 ma : ~6 so 6-100
~ QUIND si comporta Core Fla

,
6

,c)
Z

er = linz F(a-c +,
6 - c+, 2 - c

, j)
6 -200

= z
:

(a - c+, 2 - c
,
z)

avr N-z
Naipendente DA era -cel



Quind integrale generale sarà :

u(z) = A
.
(a

,

4
,
z) + Bz G(a - c+, z - c

,
z)

Nota importante - - ck Poch per Gli Stessi
& -

Motivi Dr c
S

S CEX Allora ↳ La prima 0

LA SECONDA Danno Problem A causa au Tici
8 T(2-C) cipe COMPAIONO .

&

E Possibile una 3 Soluzione DELL'EQUAZIONE CONFLUENTE
-

C Si Pro VEDERE 3 . NCIDENTE Con La Sol
S

Stand12)
S

ovvero
,

*Esc A Trovare una RELAZIONE

2 autotrasformazione PCR LE 8 .

My(z) = 17( - a
,

c
,

- z)

VIDO CHE SOLUZIONE

mi = 2+(0 + 5)

mi = ez( + 2 + G)



SOSTITUENDO

zuj + (C - z)ui -

auz = 0

2 ( + 25 + 5) + ( - 2) + 07 - a = 0

zg" +( + 2) + ( a) = 0

QUESTA c L'88
.

Diff SODDISFATTA DA

& (2 . a
,

c
,
-2)

↳ LO VEDO daL SEGNO diverso

DEL 20 +Ern

&vindi simostrato

↑

Paro SE #2 sccoro Per Forza es E C
.

L
.

D

u
&

E erz S
MA

M3
- COSTANTE PERCIO Non
z -20 ↳quind regolare

LEGATA AD uz C14E In z -10 Non E REGOLARE AVENDO

-C

Z & vin a
S

uz = Su



Deve FISSARE S CHE Posso Fare VEDENDO COME
S

SONG FA-+ 1 Entrambi ~ELL'origine

us
- & u - & =

A = 1
z-20

&
z -20

Quind

vz = uq

=> 20
,
2

,
2) = (0 - a

,

c
,
-2)

(a kummer)

E QUA E LA RELAZIONE di autotrasformazione

dell'ipergeometrica CONFLUENTE

posso ANCORA ARE CHE LA FUNZIONE · pergereprica

CONFLUENTE CREDITA Mare delle proprieta

Dell'iperGEOMETRICA :

① a c



In GENERALE

an
· (a,

c
,
z) = latm ,

c,

① G SODDISFA DELLE RELAZIONI UNEAr CON LE

SUE CONTIGUE
,

&Si

ca ,
c

,
21

- cG(a -
,

c
,
z) - z(a ,

c +, z) = 0

5 simostrano cre &ELLE S F poicipà si

BASANO SULLE proprieta del simbolo & Pocharmer

& ci sono casi particolar :

&
Z

& La
,

a
,

z) = T + &

10

& (1 ,
2

,
z) = - z+

127
,
0

6 ~
, C

. z) = (polinomio) = Te)z

230



Equazione associata di Laguerri

zu" + (c - z)i + mu = 0

zu" + (x + 1 - z)u + u = 0

d
(x)

SOLUZIONE : L (z) -> e sistem on so (" (20 , 007)
M

polinomi 2 . LaGuerre

Come L ricavo in Mo

4(
,
0

,
3) = mz)y9m0,

4)

X(r) = u(r)v

dLe bo o

-x = e S
=> accepto solo sol con il meno



" - 0-
x = 2 + 1

Lo zero è fuclesiano e indici

Xn = - bm NON VA

BENE ~ O

00

NUOVA Hp 8 - g L(g)
wS Ju

-

gl" + ((22 + 1 + - f(t) - ( - 1 + 1) = 0

-> son : Leguso.
E regolare in 2020

P = (22 + ) + 1

13 ↑

= O

z =o

Non VAI 90 = O

S
Br == 2 -1
- considerat

& L'unica sol valida : L reg s z = 0

(2b+
z = f M

C .0 L &
SERIE a Taylor in ↳

z =0r = 0
->con ragoro 8



&

è una serve intera = expo polinomio .

Lexp non
no beneno livo gio prese prima e mi

VEREBBE un exp Crescente

POLINOMIO ~O SEGUE LA CONDIZIONEa QUANTIZZAZIONE

dell'energia

Funzione Tr
~ Lego ~ Ti incompleta

Troncato all'o LA

8 (a ,
x) = jat +* t

/
Rongo t = x y

(dt = xdy)
G

= +dy (xy) - =
+
yS

O

-jedyé + y
ja

-

C

T'(a) T'(x)
= G(a ,

a +,
- x) .

T(a + 1)

-a
T



d
USO L'autotrasformazione

*A -1 - y

Va=a



Abbiamo Studiafo Cosa sono M
, E ez sp - ck2

Ora, Vediamo core Troviamo La SECONDA SOLUZIONE

Delle SE p -cX (u .
RIMANE La Stessa)

d
ce2

ovvero troveremo la DEFINIZIONE DELLA FUNZIONE

pergeometrica confluente Ar 20 SPECIE

METOD STANDARD PER Trovare una SOLUZIONI 2

UNA 80
. differenziale e QUELLO & CERCARLA

TRAM , TE LA Trasformata 2 Laplace
,

O Dis
In GENERALE LA CERCHIAMO coME

u(z) = (dtgz U(t)
O cammino generico

--

verifico chee soluzione facendo le derivate e

Sostituendo
.

Se DERIVO u(z) Significa Tirare Giù Nell'integrale

DELLE Potenze 2 tuso s Murod . e Crisolvere

Edo A ·costant Con -L) Che aventa un'80.
ALGEBRICA su Ulti

/
CHE Posso risolvere

,
la rimetto

~ELL'integrale & & SOLVO u(z)

MA LE .

Confluente NON A coefficienti costanti e

QUESTA strategia funziona sow In PARTE



u'(z) = (dt( - t)ézu(t) u'(z = f
,

dt t :
++

N(t)
E

se le sostituisco i

Solt :*(zE- -zt - a]((t) = 0

6
-

Non È un 80
.

Algebrica N Ult)

CIDE Dipende sol an te

Numeri Come
nel casoa coeff cuse

.)

Termin CHE apendono da e li tratto per parti :

↓ Termini SONG !

- zt
ze(t- + t(U(t) = ((((( + tu(t)]

=(t(t))

=> (t)u(t)) +t((2t(U() +EU]



ORA posso mettere queste relazioni dentro lintegrale

[
*

t(t +> U(t)] + Jotett (2t + (U(t) + t(t + )Vi + ) + ( c - a)U(t)) = 0[
or

0

+A SE NON AVESSI Il Termine valutato SUL Bordo avre
SOLAMENTE Da R SOLVERE [ ... ) = 0 CHE NON un 20

.

Algebrica S
MS Ue 20

.

DIFF
.

al primo ording

(noto Da METOD P S

suppongo per ora che : Et+Ulti =o cross cre

&

SARA VERA A SECONDA a che occhè u
CS . ↓ 88

.

DIVENTA

Sotezt ((2t + 1)((t) + t(t + )V'c + ) + ( c - a)U(t)) = 0

⑧

=> t(t +. )U + (tz -c + aju = 0

=> d
-

· - E = 1 - ) ) + ca-
+ -t

--

t(t+ 1)



=>
= logU = (- lag(t + ) + (a-) lagt - ca- lagit+ + lagi

I
= x a - log(t + 1) + (a - logt + lage

=> U(t) = RE
*

" (i + 7)
--

QUINDI # Trovato Ul avendo supposto (.700 = 0 E
ORA Devo VEDERE Se Ci Sono CAMMINI -t
S . A vero [ .. ] = 0

08

Ho 2 possibilità : che compaiono in Ulti

-

Du = ( +

, 0] · Recc Rela o

VALUT t(t + )u(t)07t = kt
-

2. + 6)%57t9



-
-

Non - &

ESP30 ESP . > 0

[0) (0) -20
↓
S

Auro LA SOLUZIONE

E

u(z) = S dt o ztkt* c + t)
c - 2 - 1

- !
potrei Toglierla

visto che è una
Normalizzazione

+zt 2 - - a
- -

-Jatem- E c 1 - tjc
a - -

O ~

posso

Buppare
v - A

-fot az
+ a -

t (1 - tj
a - 1

c vedo CHE QUESTA e esattamente la rappr
INTEGRALE DELLA #

= &(a ,
c

,

z)



-6 = 10 ,
00)

VEDO Anche QUA

=
+

+( + + . )U()) = t+ % - 0 SE Re(a) > 0

e Re(z) > O

e posso scrivere

00 c - a - 1
&

S
- zt(a 1 + t)u(z) = &

e Questo e larappr.
Integrale DELLA

SECONDA

SOLUZIONE LINCARMENTE INDIPENDENTE DA &

00

S
C - a - -

4(a
,

c
,
z) = (a)82t(2 c + t)

CHIAMATA FUNZIONE pergeometrica confluentedi

20 Tipo o Funzione a Tricomi.



LA 4 Ci SERVE SE ccX Essendo L
.

I
. a

MA Se ck LA 4 devessere CL
.

Delle Z
I

SOLUZION CHE 61 Conosco
,

ossia DEV'ESSERE

↑ (a.,z) = Atla ,

4
,
7) + BE (a -c+, 2 - 2

,
z) ⑳

LA STRATEGIA per verificarlo S sempre La STESSA
S &

LE & Scrit COME SERIE CONVERGONO N Tup

K
S

QUIND r BASTREBBE CALCOLARE 110E

20 membro In DUE QUALSIAS Zo
,
Z

,
EK a

2CAVAre A E B .

Però -N GENERALE SE M
. Metro n Un Pun NON

SIGNIFICATIVO DER 4 scont Fare LA SORMA NON

E Cos BANALE L'unico CHE So z =0) ↳
O

INTEGRARE

Posse USARE un'altra Strategia
. valuto ⑧ ~ z = 0

E LA SUA DERIVATA in
zo (cosi ner Tolgo il

problema 2 Trovare Un 2 Punto)

suppongo Recc) &

CALCOLO
&

-

lin ↳2
·

Memora = LuAa
,
42) + Bz" Ga -c+,2 - c

,
z) = A

z -20t z -zot



--
RelC

&
Rell -C))0 S

QUINDI

EXP30

8 -20

NOTA E vero CHE Ho trovato linzi Membro - A
- -

NEL Caso Rell) e
S

MA A E una COSTANTE E

ANCE SE M re wN -Lt2 C ↓ risultate

&L lin NON CAMBIA

lin Pa
,
c

,
z= d

z -00
+

gooa -

y + -dFas
o

posso cambiare variabile t =
du

c2 1 + t = Tu dt =

CTw]2

C - a - 1

lin Pa, ,z) = Faldwi - wirin
z+ 0

+



i dw wa - - wi

B(a
,

1 - c)
-

T'(a)

·
Quindi O Trovato

T( - c)
1 =

T(a + - c)

Ora VOGLIO VALUTARE zz z-o
11

URA Suppongo Re() > o &
z?7"

&

~ n

lin zirebrosl
z - 0 z-20



-

. At = 0

so CHE 6 i 1 MA Con GLI ARGOMENT

SIFTATI
, QUIND & col = & COMUNQUE

= B( - c) = - B( - 1)

ca - d -
zt

linzagli + t
dzdz

z-20

d
L FACCIO con

la rapp.
integrale

- lin&

z -10

[
Dentro l'integrale

E scrivere ovunque ztposso mettere z

c - 2 - 1 C - a - 1 C - a- 1

2 dt t= + t) -> d(zt) .z . E c + t) -> dizzza
-

(ztc + t)

-> dazti (zt] (2 + zta--

Chiaro zt = S

=

> F se(z + sa



-Fase
T(C)

-
-

T (a)

QUIND Ho Trovato

-

Ty
=

= B(- - B =

( -
-(a) (C - 4) T'(a)

T( = )
= B =

#(a)

perciò d diventa

↑(a
,

c
,
z) =

T 2.-

Ela.. 7) +zFac
↑(a + 1 - c)

③



QUESTA RELAZIONE E PER ck2 &
MA SE ceX

as 4 (a,
c

,
z) E DEFINITA Es E La Seconda SOLUZIONE

E Fosso Far Vedere CIDE contiene il pezzo logaritmico

ovvero Alogz (a
,
w+, z)

d
C = m +. vvor dire Che Na a Z = 0

sono X = 0 B =
- m

d
CONDIZIONI Affinche e la prima

so2 es E LA 28 Che Non

ESISTE [D #A un pezzo log

* (srepcip) (fa+T1 BENE E Sim . LE A QUELLA FATXA

Con L'ipergeometrica CHE SCRIVENDO LA

RELAZIONE TRA F(z) E F( - z) E VALIAN

SIA PER cel 21 ck2 ED ESLE

I Pezzo lag

c = m + C m = 0
,

1
... -

S

O

lin 4(a
,
c

,
z) =

&

coME Nel caso d T
&

c --m+ 1

↳ sarcas come L



g .

-

92

-link
si(C) g .. 92/g .

(n+i ) = galm + 1)

C m + 1

QUIND PER fare L cripe Si usa de L'ipopital

E si arriva a amosprar Ci

00

Im Pla
,

c
.
z) = Adrz + Blogz R

Z
c --m + 1

R = 0

SERIE Di

-
Taylor - Clagz (a

,

m+, z)
- -

M

QUIND 14 Trovato in VALIDA SIA NEL

caso #X co cel



Studiamo Comportamento asintotico a Ra
,

2
,
z) z-100

CONOSCIAMO

↑ la, ,z) =te Reca o

E Dobbiamo Far IL Solito procedimento per Gli

Svilupp A sinto Tici
C

L parametro D ↓ Compare ALL'esponente E VIENE

Mandat A 80 (ComE AL Solito) &
DVO CERCARE L

Massimo SUL CAMMINO 2 integrazione no e = 0

E So CIPE -u L contributo DELL'INTEGRALLS
VIENE Dalla ZONA In Forno A Zero .

sviluppo la

Funzion Sor E Por in +e62 Termine A TERMINE

OTTENEND ↳ Sviluppo .

LECITY scambiare (a F poicip (2 PEZZO CHE Con PA G

VELL Intorno A zE20 S
Dove sicuramente La - CONV

.

( +
a-

S Gij Sviluppato Intorno a Zero)

80 8
ca -

= 5 (
C

")r -Ta- c + 1 +r) -ykVID ci + t) >

M =0 r = 0 ((a - c + 1) k !

r (Ca - C + +R)
↑ (a ,

c
,
z) = 5 c- - jat est fatr

--

r= E Ta lT (a-C +>R!
-



T
Z

QUIND

00

Tca ,
c

,
z ~F

2 Fla-cur +my (la +1) a - r

z-200
m = 0 TicalT(a-c+R !

* Questo Sviluppo ha Raggio a convergenza Zero

ma posso evidenziare un termine dominante e oppengo

↓
(a

,

c
,
z) - za(o + 0())

z-200

N
.

B vedrai che è vero che QuestoSviluppo VALE SE
-

Re(a) > 0 E Reizi so = langzly S MA po capiran

+E VAL OVUNQUE
,

QUIND SiA Se Zo CipE

z -- - 00
.

Noterai pers CHE GLi Andament a E saranno
&versi Se z

-- -o oppure z- + 00



Sviluppo asintotico a
E u+ LE La Sviluppo & 4 perci DerMETTE
2 calcolare lo sviluppo d.

Dovre invertire E SCRIVERE & come CL a Y

parte da

↑(a
,

c
,
z) =

Tic . -

-(a ,
4

, z) + zT (- )
Ga -c+), 2 - c

,
z)

↑(a + 1 - c) ↑ (a)

LA Uso per scrivermi Ancie

T( - C) - T()(( - a
.
2 - c

,

- z)T(c- a
,
c

,

- z) =

T(i - a)
& (c- a

,

c
,

-z) + 1- z)

↑(c - a)

L'unico problema qua e che Devo SPECIFICARE COSA

VOL DIRE -Z

2 -T

↳ definisco -z = Ze

OSSIA SCELO mz > 0
,

Poich
X

Ruoto Dr ent

T -se Inzco - T

altra -z = 28
Z



*

Z

SE Imzo

je - T
ALLORA - it & ↳

- z = 28 Ruoto de
- Z

FACCIO

↑(y- 27 -a
,
4

,

- z) +
#(1)

Z& P( - a
,
c

,
z) =

Tu -a) T(c -a)rea,
2 - c

,

-2)

-

USANDO LA onedi autotrasformazione :

&↑a
.
0

,
2) -e la& P( - a

,
c

,
z) =

Tu -a)

E &A QUA VERO CHE · 4(c - a
,
c

,
z) La Scrive

N TERMINA ALLE STESSE & CHE compaiono In

4 (a .
<

. z)
S

MA ALLORA Se LE Combino LN CARMENTE

com opportun COEFFICIENTI &trei Riuscire a Cancellare

un E DE DuE &

INFATT SE FACCIO

↑

-- P(a ,
c

,
z) + +Pacc

T( -

a)



T - c7

-Ta-a) (a+ 1
-c)

#a.. ) + ziacz
-c Ti - c)

# (a
.

2
,z)-z a-

Ta s t i- a)

↑ - N+C

= Tic - ( +x -altiati - c)

- &

·

JEca . c ,
2)

T(a)T( -a)

so Tc zTc i z )= miz

-

Tc - c)

[mi(5( - a) + e
=

nu(ta)) (a .
c

,
z)

T

Scrive L si come exp

T( - C ~(c - 2)

J

2 Tr
[& - +(c

-a)
+ ereira , eta)) (a

,

c
, 2)



& TLe, a fa ,g)
Tx- c) evita gitc , e

=

c) G (a
,

c
,
z)-

24
&

FCI-C) - ita
si (+ c) G (a ,

c
,
z)- &

T

↑

= T'ci-cléita
Titi - 2)

(a
,

c
, z)

- ita

&
=

F()
& (a

,

c
,
z)

Quind 2. ESCO AD Invertirla e Trovo

↑ (a
,

c
,

z) + 0Ea
,
c

,
2) = enta i+ c (et4( - a

,
2 c

- z)]
T(a)

⑳



Sfruttando la conoscenza dello SVILUPPO & Pla
,

c
,z)

con z
-1 +00 Riesco A RICAVARE ↳ sviluppo

2 & (2,

c
,
z) SIA CONz

-1 +00 CHE con z -2 - 00

se guardo zetoo
,
ossia Rezzo

,

tra ↑ Due TERMINI a

⑪ vince V con L'ESPONENZIALE
S

&Ling

a - C

E (a ,
c

,
z)

wo(a - x (()(z( - z)- &
z = +a

T (a)

= ez ((( e
= ja

-ca - c

Z
#(a) -

- iπ(a -c) it(2 -C)

& & - &

= e
MENTRE SE guardo ze-0o

,
assia Rezco

,
in TERMINE CON

l'esponenziale VA A Zero QUIND
&

& (a,
c

,
z) -

-

- + a +( za
7 =00 T(-a)



↑'()
- cezja
↑(c - a)

# c)
c - z)

a

-Tic- a)

Noto in entrambi i casi l'oggetto finale Che Va Ad o
-

E sempre un numero Con Parte REALE -> 0



Funzioni a Bassel

sono ANCHE Chiamate funzioni Cilindriche fach 2

PRESENTANO In problem A SIMMETRIA CILINDRICA
.

Sono LE SOLUZIONI 2 Un IQUAZIONE Differenziale

2

zu" + zi + (z - v2ju =0 ⑨

cerco 2 Risolverla COME AL SOLTO :

H A P
.
40 Singolare FUCHSiano In z = 0 & UNA

SINGOLARITA Irregolare N z = 00 (Da QUEST'ULTIMA
COSA Capisco CHE Sono FUNZIONI Parenti DELLE

↑unzioni Ipergeometriche CONFLUENTI

STUDIO z = 0 (essendo FUCISIANO Uso FUCIS)

-linzP(z) = & lin(z) = - v

2

Po
2 -20

90 -

7 -10

-> EO
.

INDICIALE 92 22 = 0 = g = = v

SCELGO Relusso -o
CS ↑ SEGN 2 S Sono

DEFINIT 1 Cor sopra

alro LLa son che Va con y È QUELLA Ce ESISTE)



2

M - Z = azm
&

n = 0

cos

~ i n - 1

e ! = Z
(n+ v)amz

m = 0

n - 2

In ~ (n+~)(n + v = )amz
u = z

&

n = 0

SE Sostituisco N ⑨ Trovo

06

Ou

-Intel +- (anz +newsdz- nanzz
-

m = 0 M = 0 m = 0 M =0

- ~m

o

o

5 anzu((w + -(n+v - ) + 1) - 22] -an zzu
m = 2

M = 0

-

(n+ 2( = m + 2m + wh

8

= ~ (n + 2)a zu + -a z = o

n = 2
m= 0

-

n = 0 =



n = 1 (1 +21)a
.

2

0

c + 2usa .
z + =(m(m +2x(am + an 2]z = 0

n = 2

COME AL Solito L'indipendenza DELLE BAS / DELLE

Ro+ENZE CE Formand UNA BASE NELLO SPAZIO DELLE
S

Funzioni Ci A cE CHE L CEFFICIENTE & Ogni
&

POTENZA DEVESSERE = O

E an - 2
~ un

# &
o DETERMINATOI an = 0

/ an =-

m(n +2r)

VIST CHE 2A RELAZIONE 2 ricorrenza LEGA
Termini Com Stessa Parita ② abbiamo messe

2
= 0

& -
sow coeff a posto pari sono NON

NULL

= u E Par

Posso & solvere La Relazione * Ricorrenza

&
2m - 2 72n - 2

Grn --

2m(2m + 2u)
==

um(m + 1)



Se pero la cosa una volta preso do Trovo

do
-

a = c - - ju
m ! (n + 2)(m - 1 + 1)

...
(0 + 1)2

= 7 . (w zzu 2m

as Ta n + i)

= ( -.)m Zu

wi((1 + v +m)2

potre scegnere dot
-ju

# dem =

Mitc + u +m)(i)
METTENDOLO NELLA SERIE Tro

2m + 1

00
&

u. = 54z) = T c- ju
mi +a + m + m)() ②

M = 0

ce s chiama funzione di Bessel di po specie



sork C NON zv CHE E LA AFFERENZA DE

2 indici
S
OVVERO LA COSA a Solit

CHE S GUARDA NEL T 2 FUCHS)

2
Guard -I Nor 2v poiché la

FUNZIONE È Par o Dispar

LA REL .
2 ricorrenza Non COLLEGA UN

Cofff
.

con L successivo & QUINDI ANCHE SE

↳Nel Fon semintero NON HO il Pezzo
-

con log
Iescussione122-min .

~ 1
,
00

. 00

DA Fuchs So CHE L'Altra soluzione Nell intorno

Di z = 0 E

az ~ (0(x)

rs In & s PALESE LA SIMMETRIA PER In Quind
S

SE ESISTE
UNA SOLUZIONE Con un INDICE +1

ALLORA LA stessa funzione, Ma cor -y E
Ancora SOLUZIONE

,
QUIND

u
=

= J
-

z) ⑤

Quina Se ~ kX & SiSTONO S . A 5 Sia J E
-1

Sono LINCARMENTE INDIPENDENT Come Si Vede

GUARDANDO - Andamento NERNO A zvo)



11 SE v = me2 m > Allora & cello visto
I

Supra NON E vero E Ju
,
J sono L

.
D

.

-1

↑+
2 - 1)

N
zn - m

J
- m

(z) = =
m! c- m + )))

m = 0

E Qui vero (come Gig ALTRE VOLTE) CHE SE m > 0

A DENOMINATORE HO una Tr Ar Un Numero

NEGATIVO
,

ALMENO FINCHE M NON È 2 2 m
L S

E QUIND ↑ Prime m - Termini SONO NULLI

c - j zu - M

-

J (z) = =
m ! T'(n - m + 1)

(E)
- m m = m

CAMBIO INDICE k = m - m
-> m = R + M

i ( - 1)
Mn + 1

I
24 + m

E

m = 0
(m +m)) (m + 1)(

2k + m

= - , ym c- yk

m =0

<++c= (2)
I (



d ↳
Ta m+R + 1) R !

= c- - ym Jm(z)

8Viva ~E DUE SOLUZIONI NON sono più L
.

I
.

E AVE Trovare il clodo 2 Scrivere La

SECONDA SOLUZIONE
.

riprendo v GENERICO E definisco Una C
.
L

.

DELLE

&UE J

↑

Y(z) = [Sie (TN)
coslovJ

--5.2z)] @

5.curamente Y (2) E SOLUZIONE DELLEGUAZIONE D

Bassch E
-

2 CHIAMA Funzione Di Besser
ar 20 SPECIE

So CHE Se FACCIO lin ALLORA In In o
n - mc]

Sono 4
.

1
.



MA · interessante (2) poicie si vede circ

Ri (z = 8
v mel

↑

E SE FACCIO DE L hopital risulta che i hi
E 38m Definito E SV . LUPDA un TERMN CHE

E A logz JmLz) CCIPE E QUELLO CNE d aspeppere

DOLLA zo Soluzione)
,

quina y Riman BEn DEFINITA-

E Indipendente DA J
~

QUANDO v --me E

posso USAra core 28 SOLUZIONE.

Nota LA amostrazione E sempre la Solita
-

ESISTONO ANCHE ALTRE SOLUZION DELL'EQUAZIONE Di

Bessel
S

CHE 8vand ~ kZ S possono esprimere

Corec C
.
L

.
D S

~
E J

. ~
Ca Song un

Base Nello Spazio DELLE Soluzioni)

In particolare : Funzioni an #ENIEL * 2
o

specie

Chiamate anche funzioni a Bessel a 3
%

e ho soccie)



H mus (50 J
-

(2)
- J (z))

- i

#(2) =

si(+ 1) (eu
+ -

Jy2z) - 5
- -(z)]

ass Potre anche INVERTIRLE E SCRIVERE 5a In
1x -Ermini a 190 ,

22

INFAT+ /

5 (2) = (H4(z + H(z))

Ya(=2 (Hcz- Hicz)
I

↑

- (+=5 - 25
. r]

= inter (2csuj - 25
- n]

it (CoscunsJn - J . 2]



NOTA Vedo CHE In ② ③ NON c'è NULLA D

-
Complesso APPARTE LA Z CE Non è specificata

MA SE zih ALLORA Jan sono Funzioni REAL

E &A Come Sono ScriptE VERO Che He
#(2) Sono COMPLESSE E SONG L'UNA L

-

COMPLESSO CONIUGATO Dell'altro
.

QUIND LE RELAZIONI scritte NELL'OSSERVAZIONE

Sopra M a . CONO CHE

Ju = Re(H) + Hm)

Y = 2 Fu (4
*

- (2)

~ -

QUIND N un Cerfe senso Fosse VIDERE
LE H -ME esponenziaL complessi & LE

-

In e Y Come L Lore Cos I su



Proprietà funzioni a Büssch

possiamo ancora vedere che tutte le funzioni a

Besser (5
,

%
,

H) Soddisfano certe proprietà:

Le indico Zu GENERICAMENTE

* relazione per le derivate

z (z) = Ez -

- Z
~ +
(z)

& Relazione 2 ricorrenza

Z
~
(z)
- ze(z) + zn

-

(z) = 0



r Cratte nel caso di J_(z))

* relazione derivate :

Ja(z) = 57 - y
~ ! Te n e n t i(

+ ~

m = 0

C
- ju

Jicz-( mitment (-
--ju

= Ju =( witwer)
-

c - y

5
+

(2) = %
ri Herer+ /2 -

k = 0

R = m - 1
08 --ym

-

& T
m = (m - ) ! +(m+ n

+
(22n

- +

moltiplico

E SiviDo c - -)m
Per M

S -
to

wiTimmers
ww

Li McP N



z (z) = Ez -

(2) - Znx ,
(z)

C
- ju

( m ! T(m + n + 1) (2) -

-
&&

--ju
-> L witur -

--

c - -)m
- (e)

onFesww
&

-

=> M

T

* relazione di RCorrenza :

I

Ja(z) = 57 - y
wi Te n e n t i s

(
+ ~

m = 0



--ju

25 = 2) ~ Tu t t i
-

c - -)m
~-

Fin2m - 1 + v

J
c -- )m

()
(- - )"(n + v)

=( ~ Te n e r e )(n--
↳ Me+ In

Z
~
(z)
- ze(z) + zn

-

(z) = 0

-pu-
o

wit commer s w
-2)



-
= m - 2 + (n +1) = m - v + (n + 2) = 0

M



Connessione funzioni a Bessel e funzione pergeometrica

CONFLUENTE

E UTILE STUD . ARE LE FUNZIONI 2 Besser Poche
corc H Gij Potuto NOTARE Sono CONNESSE
ALLE Funzioni PerGEOMETRICHE CONFLUENT

partiamo da un'
.

pergeor confluente di parametr

a = = n +
1

c = 2n + 1 E 2
L'20

.

IPERG
.

Usato
CONFLUENTE

&Wind in 8Les CASO c - a = v + -

wu"cw) + (2v + - w)u'(w) - (n+ y)u(W) = 0 &

u(w) sara UNA qualche tipo di funzione ipergeometrica

Confluente .
Mi Scrive

W/2
-
2

uws-e w ocwl-eculecus
,

le mir

Voglio Trovare L'20
.

DIFFERENZIALE Soddisfatta an o

SE u SODDISFA L'iperGEOMETRICA CONFLUENTE



Calcol

u' = 2'v + Co

ni = l'a + 2l'v' + 20

con l' = free-un --
= en ww(z - m)

e = ~) + -c) -)-
-w

=/-=
QUIND

vi = en-)2 - (v + v]
wi = em/(- + - J + wi]



↓ Nell'ed
. differenziale ⑨ OTTENGO

·Yul-u
- au+ - wel) )u + a) - ( + 2) v(w)

wwi + ( - 2r(w) - ( v + v)0 + c2v + - wi)2 - 2 +

- (2r + -w(v
:

- (r + 2)v = 0

co" + -2020 -(~&
&

-

&

T -

- ( -v) - waTr=o

-
&

Qu IND ⑧ aventa

wai + wi + )
w

-
-(+ )

- (2v+) - )v= 0

T W

-



w -2+ 1

E--u

wo + v - ( +v = 0 ②

si news E soluzione a d allora vic)

DEVE Soddisfare

pongo weziz e chiamo flz)-vlziz

=> f'(z) = 2iv

ficz = - 40
%

a E posso trovare leo. Soddisfatta ad fiz
2

ziz (f") + 28 (* + )f = 0

Moltipuc 3Er 2iz



-42 (if") + zf ( f = 0

QUIND

zf" + zf' + (22 - 1)f = 0

de E L'equazione a BesseL
.

Concludendo
,

una SOL DELL'IPERGEOMETRICA CONFLUENTE
,
M

com VARIABILE w
/

Si Puo Scrivere N TERMIN

2 UNA SOLUZIONE DELLIQUAZIONE Si BESSEL

NELLA VARIABILE z( = 2) ·

Potre , dires

· m(w) = Se f()
d 2 Funzione

costante a

D Bissen
prop



Generica Sol DELL'ID
.

① oppure VICEVERSA CONFLUENTE E A SECONDA

- 2 CH METTO OTTINGO

Dentity VALIDE O

f (w) = Beizzuu(ziz) MENG

8 vina &valungue soluzione dell'equazione a Bessel
Posso SCRIVERLA N ↑Ermini D SOLUZION DELL'ED

Ipergeometrica Confluente
.

A SECONDA 2 Ci i u ottengo funzioni a . Bessel
&verse

.

SCELO ucziz)= (V
+ 2 ,

20+,ziz)

&VIND

f (2) = Bört (r + = ,
22
+,ziz)

So CHE QUESTA fr Sara legata a Ju ,
facie

Guardando L LMIPE z -20 ↳

(2) - Bzvfr
zo

J-(z)mzozzu



& INOLTRE Quest 4 FISSA IL Valore di B E

Mi Permette A DIRE CHE Per AVERE un

Identipar DEVO DEFINIRE

↑

5 (2) = - euzG2 + 2
,
22 + 1

, 2iz)
- zvT(v + 1)

= QUIND Rcavo un'altra espressione per Ju

Juczef·22)
- iZ

No Ca RotRE . Dimostrare Sviluppando & E & CHE METTENDO

Insieme lasto un * a calcol) trovo lo sviluppo di In

Pero So che Cr Sono ALTRE possibil soluzioni

dell'ipergeometrica confluente, Rosso SCEGLIERE

er (2iz) = 4(v + = ,
2v + 1

,
ziz)

E in QUESTO CASO Trovo la funzione a Henrel

~
:(+v

2) 4(2 + E ,
22+ 1

,
2iz) @H(2)



D
-

Per &Mostrare Questa NON Faccio ↳ SVILUPPO
&

MA Fosso Far VEDERE CHE I Pezzo an

i (nv - 2) T

&
---

produce LA C
.L .

D & J
.v

M SERVE

↑(a, 4,z) =F a) a
T(a)

per poter scrivere

4(v + E , zn + 1
,
ziz) =

Tira)
( + I ,

20 + 1
,
2iz) +

Tu+ E)
T(zw)

*

Ti + I)
(nzj2fr + E ,

zu +
, 2iz)

2 scrivo Meglio

~ gr 24(2 + 2 ,
22+ 1

,
2iz)Hi(2) = 222)

~

~

(i)



- izt grgüz # (r + I ,
2v + 1

,
ziz) +

f
ri (2z52 + [ ,

zv+, ziz)]
T( + 2)

~- Z

porto sentro [ ._ ] no (212) e

-T(it giz ( + I ,

20 +,ziz) +
Tc v + 2)

f
zr( (rizj - V + 2 ,

- 20 + 1
,
2iz)7T( + z)

-
wirörert ,

V +. ziz)-Ty) S 7
T(( + 2)



usando la viso CHE Ho (1 20 Termine to re -2)

-#( V + 2)

- Tinre 52 TreJ
.~(2)]Ta v+ 2)

= 2 (r J
-

(2) + c - v)J
-
n(z) J

DOVE Ho CHIAMATO

zu ~Tiz
Tirt)cm= T( v + z)

-eros Tr a= 2 Fichtcati)

QUINA
2u

C(V) S*Titz "Tu t (+ 2)



-ST + s

-Tr
- in

=

ImmTire
E ANALOGAMENTE

-N

i

Cr -
-
-

2 site)

Er -N
QUIND Trovo

-
& ↑

e

(2) 1
↑ i

= 2

-H ( = zie-men +

zincurs
5

-2 7
=(

·



N modo analogo, ~ Sando

2iz

4(v + 2 , 20 +
,

- 2iz)u(2nz) = 2

cite anche son a
I Ottengo

~ :(tz -

2)4(v + 2 ,

22 + 1
,

- 2iz)H

DA -upTA S+A roBA Capisco CHE A partire da

QUALUNQUE SOLUZIONE DELL'iperGEOMETRICA CONFLUENTE
I

18 posso Costruire Und SOLUZIONE DELL'ED
.

A

BESSEL E In Particolare Ju -
184

,

/12



Rappresentazione ~ tegrale della funzione ar Bassel

LA RESCO A Trovare USAND LA RELAZIONE +2

Funzioni & Bassan E FUNZIONI Dergior. CONFLUENTE .

Ju (7)=2
~ zitz

- &

CHE VALE per Relais

CAMBIO VARIABILE t =

M
-> . t =

1 M

2 2

T(zu + 1)

SdecrizJacz) = effet + = -
~-

-(m) !
=C .. m2- [ 2n + 1

izud+

2



T(zu + 1)-Testici fee - =

-

#

semplifico usando la formula 2 AUPLICAZIONE

d
FL2z) =

T(z)t(z + t) 2z -

2
F

b
T(2z)

# Fizla +-

usando z = n +
E

Ho

#(2v + 1)

# +Tr+ i) (( + 1) zz

QUIND

-



Aosse ancora Osservare Che (1-m2) E UNA FUNZIONE

PAR ~ u E QUIND L'integrale PRENDE

Contributo sow DALLA PARTE Par Dall'exp
-> OssiA L cos(zu)

QUIND

5 Caus - 14 - I

Potre Ancora SCRIVERE

2
u = sin4 -0 1 -u = c

QUIND

*

5 =( 1004 corizi

QUESTA LA citiamo rappresentazione di Posson per Ju



A ~ damento asinfatico delle funzioni di Bassel

Abbiamo VISTO CE L'ANDAMENTO ASINTOTIC DELLE

FUNZIONI PERGEOMETRICHE CONFLUENT Si STUDIA Più

FACILMENTE NEL CASC Ar FUNZIONI CONFLUENT &

2 SPECI E M Ricorso

-> sorege ha
,
c

,
mi

MA ~ EL Nostro caso

↑ <a
,

c
,
z) - zah(w

,
k)z-k abbiamo a

,
C Ci

za +0 1 = 0 &Pendono a ~

& Abbiamo ANCHE Visto

m Tc a - c+ + m) /ca + r)
h(w

,i) = 2 . )
T(a -c + 1) ((a)k !

~ A Nor ↳ Abbiamo ricavato per Z-+00
, Ma Ha

Validita Pr GENERALE
S
Finche langzlay-o

Fosso RICAVARM Subito l'andamento a He H
(2)

& R

-#(2
z-to (2zeiv-z(izhir ,mi



~ eil& 'z
R

m=o(2iz)

~iistrz ha,
&

m = 0
(2izjM

2 z

~ pres ithaw ,
mi

&
m = 0 (2iz)M

e)her
T
r =0
(2iz)m

E In Modo Analogo Trovo

207

Hv (2)~·haz -2 + 0
4 =c

QUIND come AVEVAro Visfo -Ha (3) si comfortand

Come UN 2 +P CA meno su fattori Per z Grande

2x
Di -z Shiftato E h parametro ~ compare son



come uno stasamento
. (27

DAGLI ANDAMENT Di fa E H possiamo ricavare Gli

Andamenti di Ju X

5
~

= E)H (z) + Hi(z)

SE sormo H # c GLi ep chi NON pos so Raccogliere
,

MA Rosso Notare CHE SE In T Sommo ↓e par
-

OTTENGO LE 5 SE COSE N y() C ((2) 8.Wind
S

sormo Gh &p ,
Mentre SE ↑ dispar Ho La DIFF.

DEGLI 2 +
p

.

C Tutto Perch Hoc - 1jk

CH . 140 = + - z

J ~ [
iX

--opee]
~

ed in h(r ,
zm)
↳

w

-

ent , ed har
,

2+

)2mF
(2z) Z m = 0 (2zu

+ +

n = 0 d
=In

↓



MEs
se faccio i conto dur Yu(z) : /" - Hi]

d
ESSENDOCI 11 " -*

CAMBIERANNO

segni relativi tra ex
Trovo

y (2)-min-h (r) A

-

M

- cash J



SE GUARDO & Termini Dominanti devo guardare Ca

-2 Par forci E L'unica Cipe Ha ↑

TERMIN zo E O +TENGO DE Termin

-

J
-Cos ** -z)( = 0(z)

! Y
-
~ - i 2)( + 0(Tz))

z -20

QUINDI ANCHE ORA VERO CHE J
~

e Y
N

HANNO

ANDAMENT Ta funzioni trigonometriche (Come
AVENO Notato Qualche PAGINA F5)



Funzione Bessel &
2 Ar INDIC E

I

SONO INTERESSANTI PERCHE Esprimibili in termini Di

Funzioni ELEMENTARI
.

* c - - jm 2n
+ 2

Guardo J (2) = T
22 no

witime()

ricorso Tint) = (m +E)(w-) .. = w +!!
V

n + 1

2

un Dor
un Salto

21 FEDE

·

Cantic !V

-mizzu

20s ,

C- ju
2n + 1/2

J
.,
(= +

mo N ! (2m+!V

! 2+

c -- yu 2m + +2 2m + 1 g

Z 2
-- cant! - E



-
·miz

Na Do+25 . Anche ricavarno ALLA RAPP
. INTEGRALE

D Poisson

~ ~ fatti analogamente Si +A

5

5. .

USANDO LE RELAZIONI 2 Ricorrenza s mostra Cide

TUT+ E LE J Sono fatte con potenze e

utT
FUNZIONI trigonometriche .

So Z
~ -.

= z - Zu-



&Wind

Ja = J - 5 = miz-csz)

sta di solito si usano jn( = (5n+ (z)

ym(z) = VzYmx (z)
e si chiamano funzioni a Bessel sferiche



Funzioni pergeometriche generalizzate

Un Por A NOZION BASE Su COSA Su INTENDE CON

FUNZIONI PERG . GENERALIZZATE .

CONSIDERIAMO

u(z) =
ar zu

p . gen-

reo sia !

I S = 1

00 calm(a)m ... Capla m

- T
(C . (m(2]m ... Cam K !

Z

M = 0

QUIND È UNA SELE * potenze "Tipo QUELLE
CHE Abbiamo visto COMPAGNO NELLA FUNZIONE

IPERGEOMETRICA E IperGIOM
.
CONFLUENTE

.

Si VEDE che la serie converge se psqti

L RAGGIO 2 convergenza e : do se paqt
Fin , po s p =

g + 1

Infatti ↑

lin A- le catrs ... captri
T

r -200 Ar Rzoo
(C .

+ R) . - (Cq + R)



P
&
lin

q + 1

M -200 K

A u(z) Si Chiama funzione iPergeometrica

GENERALIZZATA E LA INDICE Come

pfq(br ,
Cs ,
z)

E RACCHIUDE L significato do funz
.

Ipergeometrica

E Perg . Confluente porcip
S

# (2
..
%2

,

C
,
2) = 27o

(6
+, an ,

c
,

z)

d
sarebbe 6

#(a .

c
,

z) = F
,
(a

,
c

,
z)



MA LA DEFINIZIONE CONTIENE ANCHE ALTRI COSE
,

POCHE Posso VEDERE

In

·
Folz1 = gz

00
-2

-Fo(z) = T canza
= (1 - z)

R !
M = 0

D QUESTE FUNZIONI PERGEOMETRICHE NE Posso

DAR UNA Rapp INTEGRALE ricorsiva

F Car ,

a
, C , 4,z) =

I C
Sdt

*

(t) Far . C .

zt)
(p +) (q +) Tr a sT'c -a)

C

Ma QUESTA E una Cosa Che INCONSCIAMENTE NO

6 . As USATO

↑2) c - 2 - 1 - a
infat

-Fila ,

a
,
7) = Tantica 2 - 4)

-

c +2)

↳Fo


