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Prefazione

In questo documento voglio raccorgliere le mie note rispetto gli appunti rela-
tivi al corso di "M ECCANICA QUANTISTICA I" svolto dai professori
L. Magnea e S. D. Badger e seguito all’ Universita degli studi di Torino nel-
la.a. 2023-2024 aggiungendo eventualmente i riferimenti a vari libri (piu o
meno utili a seconda della volonta di approfondire). Questi appunti sono un
integrazione degli appunti presi in aula (basati sulle lezioni [1]) con i vari
libri. Durante il corso é stato seguito prevalentemente il [5], ma per qualche
argomento ¢é stato necessario usare altri testi (indicati al fondo). Libro fan-
tastico sotto molti punti di vista ¢ il [4] (anche se & un libro con un approccio
un po’ vecchio stile). Le immagini presenti sono tutte prese dagli appunti |1].

L’ordine degli argomenti non ¢& perforza quello dei libri, ma seguo quello
fatto in aula o comunque quello che secondo il mio modo di ragionare é piu
lineare (ho cambiato l'ordine rispetto [1] solo di un paio di capitoli). Ho
ritenuto utile aggiungere al documento anche la parte di esercitazioni (anche
se a volte solamente ¢ il riferimento a che esercizio vedere di [2]), e soprattut-
to un capitolo interamente dedicato alla composizione di momenti angolari
e uno alla matrice densita, perché argomenti fondamentali della Meccanica
Quantistica .

Chiaramente sono da intendere come degli appunti personali scritti in
bella, eventuali sviste, errori o inesattezze sono dovute alla mia ignoranza,
ma soprattuto ho scritto questi appunti in modo da "spiegare” a me stes-
so 'argomento, quindi alcune parti potrebbero sembrare troppo prolisse o
troppo superficiali per alcuni. In ogni caso fa piacere se possono aiutare
qualcun’altro. Sono un mio primo esperimento di scrivere appunti di un in-
tero corso direttamente in IATEX in modo un po’ piu formale ed aggiungendo
anche tutte le relative fonti, ma spero in ogni caso di esser riuscito a scrivere
un documento chiaro e ben strutturato.

Ho ritenuto utile inserire in fondo un rapido formulario (ho fatto una
lista di esercizi consigliati presi da [2| e [6]) riguardante tutti gli argomenti
trattati.



ii PREFAZIONE

Alcune volte posso non far riferimento ad un particolare testo o corso
passato, in questi casi mi sto riferendo ai MIEI appunti riguardanti quell’ar-
gomento.Una mia collezione di appunti é presente nella mia pagina personale
di GitHub: gCembalo.github.io.

Qualsiasi errore/refuso puo essere inviato alla mia mail personale:
gabriele.cembalo02@gmail. com.

Concludo questa forse inutile prefazione dicendo che il mio primo approc-
cio alla Meccanica Quantistica ¢ stato traumatico, e 'unica cosa che mi ha
confortato é stata una frase di Niels Bohr che disse:

Se non sei confuso dalla Meccanica Quantistica allora non
Uhai capita davvero.

il secondo approccio é stato intrigante, il terzo mi ha fatto pensare e forse
solo dopo una quarta o quinta volta che ho sentito certi concetti li ho effet-
tivamente interiorizzati, ma credo non li capird mai veramente, dopotutto
Feymann disse:

Credo di poter dire con sicurezza che nessuno capisce la
Meccanica Quantistica.

Ultimo aggiornamento: 08,/06,/2025 ‘
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Capitolo 1

Crisi della Fisica classica

FEinstein nel 1940 parlando del rapporto tra Fisica sperimentale e teorica
disse:

La scienza rappresenta il tentativo di far corrispondere la
varietd caotica della nostra esperienza sensibile a un siste-
ma di pensiero logicamente uniforme. In questo sistema
le singole esperienze vanno correlate alla struttura teorica
i maniera tale che la coordinazione risultante sia unica e
convincente.

Cio che noi chiamiamo fisica comprende quel gruppo di
scienze naturali che fondano i loro concetti nelle misure e
1 cui concetli e proposizioni si prestano a una formulazione
matematica. Il suo dominio & di consequenza definito co-
me quella parte del complesso delle nostre conoscenze che
& suscettibile di venire espressa in termini matematici.

Einstein prosegue identificando lo scopo della fisica teorica nella ricerca
di basi comuni e nella unificazione delle leggi dei vari fenomeni naturali:
si pensi alla conquista di Newton — le leggi della meccanica celeste sono le
stesse leggi della meccanica dei gravi — oppure all'unificazione tra elettrologia
e magnetismo, ora proseguita nell’unificazione con le interazioni deboli.

Si puo allora dire che obiettivo della fisica teorica & quello di realizzare la
massima economia di pensiero nel descrivere il pit vasto campo disponibile
di fenomeni naturali.

Nel 900’ ci sono state due rivoluzioni scientifiche nel primo quarto di
secolo: la Relativita Ristretta e la Meccanica Quantistica (in seguito poi
incorporate). Molte volte si tende a ridurre la Meccanica Quantistica a
contesti in cui si parla di cose piccolissime, ma € riduttivo. La sua importanza



2 CAPITOLO 1. Crisi della Fisica classica

si vede soprattutto in:

e la stabilita della materia (se utilizzassi un modello classico per un e~
che orbita attorno al nucleo, questo decarrebbe quasi istantaneamente)

e l'indistinguibilita degli atomi (se utilizzassi un modello classico sareb-
bero tutti diversi)

e la tavola periodica (la chimica)

e la fisica dello stato solido (microchip, transistor, Al, telefoni)
e fisica atomica

e superconduttivita e superfluidita

Cominciamo con una collocazione storica della nascita della Meccanica
Quantistica . Entriamo nel 900’ con due grandi teorie a nostra disposizio-
ne, la meccanica dei corpi materiali e I'elettromagnetismo classico. La fisica
corpuscolare (quella di Newton, Lagrange, Hamilton ...) ha portato a grandi
successi, quali, moti planetari, teoria cinetica dei gas, scoperta dell’elettro-
ne (Thomson 1897) visto come particella newtoniana. L’elettromagnetismo
classico non € da meno in quanto a successi visto che ha portato all’uni-
ficazione dell’ottica, la comprensione dell’elettricita e del magnetismo, ma
soprattutto delle proprieta ondulatorie della luce. Opinione diffusa pero alla
fine del XIX secolo era che i principi fondamentali della fisica fossero gia stati
scoperti.

Dopututto si aveva una teoria che descriveva bene la materia, composta
da elementi microscopici dotati di massa e un’altra teoria che descriveva i
mezzi continui (che non possiamo approssimare come un sistema composto
da moltissime particelle, dato che esistono mezzi senza alcun substrato ma-
teriale). In ogni caso, secondo la fisica classica, sia le particelle che i campi
ubbidiscono a leggi deterministiche del moto, siano esse in forma di equa-
zioni differenziali ordinarie o alle derivate parziali, che coinvolgono variabili
dinamiche misurabili, in linea di principio, con precisione grande a piacere.

Tutto cio perd comincia a venir messo in discussione a seguito di alcuni
esperimenti che hanno evidenziato la non completezza della teoria classica,
la cui contraddizione fondamentale risiede proprio nella separazione concet-
tuale tra particelle, dotate di un numero finito di gradi di liberta, e campi,
dotati di un numero infinito di gradi di liberta. Questa profonda disparita
della descrizione classica rende problematica, se non del tutto impossibi-
le, la stabilitd della materia di fronte alla radiazione. Infatti I’esperimento
che si studia per introdurre la Meccanica Quantistica é proprio lo studio
dell’assorbimento della radiazione da parte di un corpo (nero).
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1.1 Lo spettro del corpo nero

Come gia detto uno dei primi esperimenti in cui si € evidenziata la crisi della
fisica classica ¢ stato lo studio della radiazione elettromagnetica assorbita e
riemessa da un corpo.

Si parte dal fatto empirico: i corpi riscaldati emettono luce, con frequenze
tipiche (emettono su tutto lo spettro, ma con dei picchi su determinati colori)
crescenti con la temperatura.

Possiamo definire due parametri

e sia (v, T) 'emissivita e rappresenta 'intensita (quantita di energia)
della radiazione emessa dal corpo alla frequenza v e alla temperatura
T per unita di superficie e tempo.

[E(V, T) dy] = L£2t

e sia a(v,T) la frazione dell’energia della radiazione incidente sul corpo
che viene assorbita
[oz du] = numero puro

Per capire meglio posso pensare ¢ circa come il vettore di Pointing e «
come un oggetto che mi dice quanta energia assorbe il corpo al fronte dell’e-
nergia fornita. In piu ¢’¢ un teorema di Kirchhoff (1859) il cui eneunciato &
che la quantita
e, T)

a(v,T)

I(v,T) =

¢ universale (e quindi non dipende pit dalla sostanza). Quindi I ¢ di gran-
de interesse poiché se nota io posso caratterizzare come un corpo scambia
calore, ma ovviamente c¢’é un problema. Per conoscere esattamente I dovrei
misurare sia € che «, cose in genere difficili.

Ci viene incontro un particolare corpo che assorbe tutta la radiazione
incidente (chiamato corpo nero in ricordo a quello imparato dallo studio
della luce nella fisica classica) e che ha a(v,T) = 1 e di conseguenza mi
permette, misurando e(v, T), di caratterizzare bene il suo comportamento.
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Realizzazione pratica: abbiamo un corpo
con un piccolo foro, in modo da sfruttare le
riflessioni della luce senza che fuoriesca.

|

e Tutta la radiazione in ingresso viene assor-
bita dopo molte riflessioni parziali

e La radiazione in uscita ha una distribuzione
data da I(v,T). Figura 1.1: Corpo nero

Osservazioni
Nonostante tutto le pareti riemettono e assorbono, pero in realtd tutto viene
assorbito perché il raggio riflesso non esce quasi mai, mentre quello emesso
(rosso) si.
Il teorema di Kirchhoff ha basi termodinamiche, quindi universali. Se I di-
pendesse dal corpo in esame diventerebbe possibile trasferire energia tra due
corpi neri alla stessa temperatura (si rompe il II principio della TD).

Com’¢e noto la teoria completa per lo studio del corpo nero é stata for-
mulata da Planck, ma prima di arivarci ¢ doveroso parlare delle teorie pre-
cedenti.

Di solito al posto di utilizzare (v, T") (= I(v,T) se a(v,T) = 1) si considera
la densita di energia nella cavita p(v,T) di cui si trova facilmente il le-
game con I(v,T).

Dimensionalmente
D] =1z D] =5 = U] =7

= I(v,T) xcp(v,T)

abbiamo messo c¢ visto che é I'unica velocita in gioco. Posso trovare il legame
preciso per una radiazione isotropa chiedendomi quanta energia esce dalla
piastrella per l'esistenza di p

Figura 1.2: radiazione isotropa

All’energia che passa attraverso la superficie dA nel tempo t contribui-
scono tutti 1 dV a distanza r < ct (se r > ct la luce non esce), allora se
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considero la radiazione isotropa e in equilibrio e se faccio un integrale ango-
lare normalizzato (divido il 47) in avanti (quindi non integro su un angolo
solido, ma su un emisfero)

ct dQ
AFEq4(t) :/ dr/4p(y, T)dA cosf
0 s

1 2 1
= ctp(v,T) dA/ dcosf COSG/ dy =
0 0

s
= Ep(y,T) dA -t
=I(v,T)dA-t

— | I(n,T) = gp(l/,T) (1.1.1)

Ora passiamo a parlare delle leggi (empiriche) gia note prima della teoria
di Planck.

Legge di Stefan-Boltzmann (1879) mette in gioco il potere emissivo
del corpo nero

&(T) = / I, T)dv=0T" |, o0~567-1008W m2°K™*
0

(1.1.2)
Legge di Wienn (1893)

fit dei dati a grande v

I(v,T) =af(%) e’ exp{—b%} (1.1.3)

Sulla legge di Wienn si possono fare alcune osservazioni importanti:

e Wienn = Stefan-Boltzmann (se si integra I ponendo v = zT)

e Se I(v,T) ha un massimo per v = vy, siccome il fattore v3 & sempre
crescente, la coordinata € determinata da f e vedo che dipende da %

T
(vedendo 4 = cv2e?/T(3 — by/T)). Dunque

Vn;x = costante (~ 5.9-10° Hz/°K)

e vedo che la frequenza di massima emissione é oc T

e Nella forma con exp{—b%}7 la legge di Wienn implica l'esistenza di

una nuova costante universale con le dimensioni %, che ipotizzando
T — kpT sono le dimensioni di un ENERGIA x TEMPO = AZIONE
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1.1.1 Legge di Rayleigh-Jeans

Il pezzo subito precedente alla teoria completa di Planck é la legge classica
di Rayleigh-Jeans (~1900), che portera sulla strada giusta per una teoria
soprattutto grazie ai suoi aspetti critici (catastrofe ultravioletta).

E una legge che prende in considerazione il modello classico per la densita
di energia p della radiazione elettromagnetica di frequenza v, nella cavita,
che ¢ un sistema di onde stazionarie (siamo in equilibrio termico).
Scriviamo in generale

p(v)dv = E(v,T) - n(v) dv (1.1.4)
dove:

e E(v,T) & l'energia media di un’onda stazionaria di frequenza v alla
temperatura T

e n(v)dv ¢ il numero di onde stazionarie nella cavita per unita di volume,
con frequenza tra v e v + dv

Calcolando E(v,T) ed n(v)dv riesco a trovare la legge. 11 calcolo di n(v)
¢ puramente geometrico.

Posso fare prima un piccolo controllo dimensionale: se considero N (v)dv

il numero di onde stazionarie di frequenza v nel volume V = L3 (un cubo),

¢ chiaramente un numero puro, ma proporzionale ad L3 e 1'unica possibilita
che ho ¢

2dv

N(v)dv « LgcT — [N(v)dv] =L

3 T7°

373

dunque vedo che dovro ottenere un risultato del tipo
W) dv = LN v = L d
nv)dv==Nv)dv x — dv
1% c?

Si puo chiaramente fare un calcolo esatto banalmente imponendo le con-
dizioni di stazionarieta nello spazio.

caso d=1 la condizione di stazionarieta su un tratto lungo L &

A 2 2
L:nlgznliﬁnﬂl/):%L—) n(y):%

caso d=—2
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So che se voglio un’onda stazionaria devo ave-
re un numero intero di proiezioni di nodi su
ogni lato (cioé multipli di A\/2). Vedo

L
01+ 62 = z .
2 el

)\ B =

AB — = AB' cos; = AB" cos 0y /
Apgl\ ¢
A1 A1 N\
—AB == . AB" ==
2 cos 64 2 cos 09

cos? 0 + cos® 0y = cos® 0y +sin? 6 = 1

e quindi imponendo le condizioni di stazionarieta per ny ed ng trovo

, ,, A1 A1
L= nlAB = ’I’LQAB — L = nlgicos 01 = 7125(:08 92
2 ) 2
—=n = N cost)y ; ng = ~ cos 09
5 o AL 4PL2
:>n1 + Ny = v = T

che ¢ la somma dei quadrati di cio che ho trovato in una dimensione.

La somma dei coseni direttori fa sempre 1 e si trova nel caso di d generica

42
2 2
=1
caso d=3
422
ni +n3+ni= =2 (1.1.5)

posso vedere che ¢ un’equazione di una sfera nello spazio di n (n interi)
e rappresenta il numero di onde stazionarie tra v e v 4+ dv che é uguale al
numero di punti a coordinate intere nell’ottante positivo di una corona sferica
di raggio r = % e di spessore dr = %dy, il quale se L > X é proprio il
volume dell’ottante (a parte effetti di bordo) e posso usare la sua espressione
per trovare n(v)dv.

Integro solo un’ottante (fattore 1/8) per la superficie della sfera (47r?) per

lo spessore. Trovo

1 ovL\? 2L
N(v)dv = ¢ -4 <Vc> S
:47TI/2L3dV
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considerando le due polarizzazioni possibili e indipendenti trovo:

2
n(v)dv = s dv (1.1.6)

c3

A questo punto manca solo da determinare ’espressione del valor medio
dell’energia associata ad un’onda stazionaria di frequenza v alla temperatura
T. Classicamente questo valor medio é vincolato da due teoremi:

e [l Teorema di equipartizione in meccanica statistica che mi dice il valor
medio dell’energia cinetica ((K) = 1k,T)

e Il Teorema del viriale che eguaglia i valori medi di energia cinetica e
potenziale ((K) = (V)

(per vederli bene ci sono le dispense del corso di MAS [11] oppure di
M3C [12]). Nota che ¢ lecito utilizzarli poiché 'energia di un campo EM ¢
Ex [ AV (|E|? 4 |BJ?) e puo essere riscritta come una somma oo di oscilla-
tori armonici e quindi ogni "modo normale" (frequenza) porta un "energia
cinetica" media pari a %ka e altrettanta energia potenziale.

Il punto cruciale del modello é che classicamente ’energia ¢ proporzionale
al quadrato dell’ampiezza dell’onda e per qualunque v sono possibili TUTTE
le energie, quindi lo spettro dell’energia ¢ 0 < F < co Vv. Il valor medio lo
calcolo usando la distribuzione canonica di Maxwell-Boltzmann meccanica
statistica:

pry= BB ]
T dE e P ’ BT
d o0
=—— ln/ dE eBE]
"
_d [m 1]
g | 8
_1
p
=|kT

Nota che il valore trovato é indipendente da v. Arriviamo cosi alla legge
di Rayleigh-Jeans:

2
v
p(v)dv = 87rkac—3 dv (1.1.7)

I problema qui ¢ che la densita di energia nella cavita diverge (cosi come
il potere emissivo) poiché dipende da 1% e quando la integro tra 0 < v < oo
mi aspetto di essere investito da una fortissima emissione di raggi .
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A questo punto (storicamente parlan-
do) siamo arrivati a tre leggi classiche bS e

che descrivono lo stesso fenomeno, ma R3[| DAT
ciascuna con i propri problemi. Pe- 5// \
r6 abbiamo una descrizione buona a \
grandi v con la legge di Wienn e a ’
piccoli v con Rayleigh-Jeans (quindi \,
risulta chiaro che una corretta teoria / Ty
stara in mezzo alle due).

T h'\hakv

1.1.2 Ipotesi di Planck

Finalmente giungiamo alla teoria di Planck che propose la sua espressione
per p(v, T)dv, dapprima come semplice interpolazione tra legge di Reyleigh-
Jeans e poi fornendone una nuova derivazione mimando quella passata e
sulla base di un’ipotesi per I’epoca paradossale per due motivi. Il primo ¢
che introduce una nuova costante fondamentale di natura chiamata costante
di Planck

h~6.63-1073 J-s

e il secondo motivo € che fa dipendere il valor dell’energia dalla frequenza e
di conseguenza rompe il teorema di equipartizione.
Ipotesi: Non tutte le energie sono possibili per le onde EM alla frequenza
v, ma solo multipli interi di un’energia fondamentale proporzionale a v
E — E, =nEy = nhv
Nota che anche con quest’ipotesi il conteggio delle onde stazionarie non

cambia essendo solo un conto geometrico.

Quindi ora per I'energia media si ha

I
|
|
5

d 1 d o
Z‘ln[l_e—/ﬂw] =]

hye Phv hv

T l—e B B

Dunque la formula di Planck risulta

82 hv
p(v, T)dv = 3 T 1 dv (1.1.8)
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Osservazioni

e Si puo scrivere in termini di lunghezza d’onda (A = )

8mhc 1
PAT) AN =~ — 7 W

e Riproduce la legge di Rayleigh-Jeans per piccoli v (basta ricordare
e/(kT) 1 4 %>
b

e Riproduce la legge di Wienn per grandi v.

e Si puo ricavare la legge di Stefan-Boltzmann

f(T)—/OOOdV I(V,T)_i/ooodl/ p(v,T)

c8rh [*° V3
= -_—— d]j —_—m
43 ehv/(kyT) _ 1

0o 3 _,—Bv
v-e
=A dv 5
0 1 —e bV
0o
— / dv VSe—Bu E :(e—By)n
0 n=0

:A/ dv 1/3 Z(G—By)n—i-l

0 n=0

= AZ/ dv v3e B
n=1 0

1 1 [ ,
—A—) — dz 23e™®
34;1”4/0 v 2be

AT(4) 6A
= 4) =
B4 () B4 90
2 . k!
_ 4 _ 5 Np
=0T" = |o= 1—571' 32

e Interpetazione (tardiva): la radiazione EM si presenta sotto forma di
QUANTTI INDIVISIBILI DI ENERGIA (i fotoni). Solo dopo parecchi
anni e altri esperimenti la realta dei fotoni come "particelle", o meglio
come quanti del campo EM, sara accettata (o meglio compresa).

Ma a questo punto se I'energia ¢ divisa in quanti sorge una domanda pit
che spontanea, ossia, perché non ce ne accorgiamo? La risposta é perché
ce ne sono tanti. Prendendo una lampadina da 10W con A ~ 600 nm
(giallo-arancione) ho un energia per singolo fotone pari a:

_he  3-10°m/s

hw=—=""""7.66-10%*Js~3.3-1079J
YN T 6-100"m 5
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e vengono irradiati ~ 3 - 10! fotoni al secondo.

1.2 Evidenze sperimentali per i fotoni

1.2.1 L’effetto fotoelettrico

I stato un esperimento studiato da Einstein verso il 1905 e grazie al quale ha
vinto il premio Nobel. I fatti sperimentali non sempre spiegati con la fisica
classica erano:

e Una lastra metallica illuminata da radiazione EM monocromatica di
frequenza v pud emettere elettroni

o Il numero di elettroni € proporzionale all’intensita della luce incidente

e Al di sotto di una frequenza critica vy (che dipende dal metallo) non
vengono emessi elettroni a prescindere dall’intensita della radiazione

e L’emissione ¢ istantanea (nei limiti sperimentali)

e La massima energia cinetica raggiungibile dagli elettroni dipende dal
metallo, ma non dall’intensita della radiazione

Alcuni fatti sono spiegabili anche classicamente, mentre altri sono assurdi
per la fisica classica, ma ora so che la radiazione EM puo cedere solo pacchetti
di energia multipli di Av. Einstein da la seguente spiegazione:

o Gli elettroni sono legati al metalli da un potenziale di ionizzazione —Vj

e La radiazione EM viene assorbita non in modo continuo, ma in pac-
chetti discreti di energia F = hv

e Si ha emissione solo se hv — Vi > 0 e in tal caso vy > %. Dato che ¢
effettivamente indipendente dall’intensita della radiazione.

e L’eneriga cinetica massima vale K = hv — V). E massima poiché
I’elettrone puod perderne in collisioni all’interno del metallo. In piu si
ipotizza e si verifica che 'evento di assorbimento di piu di un fotone
da parte di uno stesso elettrone sia raro.

1.2.2 Effetto compton

Questo fenomeno é stato studiato dallo scienziato da cui prende il nome al-
I'incirca nel 1920 (anche questo meritevole di Nobel). Il processo considerato
é la collisione tra un fascio di raggi X ed un fascio di elettroni. Il dato spe-
rimentale si spiega solo se ipotizzo i raggi X come fotoni e non usando le
equazioni di Maxwell.
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Figura 1.3: Schema scattering

Classicamente mi aspetto che gli elettroni assorbano e riemettano la stes-
sa radiazione, ma sperimentalmente si osserva che la A dipende con che in-
clinazione osservo la diffusione.

Trattiamo il problema come uno scattering relativistico, ossia usando il

quadrimpulso
E
P = —DP
c
sapendo che si conserva e conoscendo le espressioni per le energie (anche da

Planck). Per il fotone

he B o E hv
Evzh’/zjz‘pﬂczﬂpﬂ:%:?:

> 3

e per l'elettrone
E. = \/|pe|?c? + m2ct
Imponendo la conservazione di P* totale ottengo:
E,+E.=E, + E,
Dy + Pe = p/»y +pe
Mi metto nel sistema in cui ’elettrone é a riposo, ovvero, in cui

]5;:0:>Ee:mec2

dalla seconda riga posso ricavare:
p,e = ﬁ’Y _p,’y == ‘p,e|2 = |ﬁ’Y _pl'y’2

= |ﬁ'y‘2 + |p/'y|2 - 2|}7’Y| ’ ’p/'y|

= |51 + 1/ 1P = 215, ||| cos 0

e lavorando solo sulla prima vedo

E,=E,-E, + mec?
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che posso equagliare alla definizione

Ej = \Jm2ct + [P 22
e+ 7,7
= \/m2ct + B2 + (E})? - 2B, B cosf
= (Ey — E, + mec®)? = mlc* + EX + (E.)* — 2E,F/ cos §

E2 + (EL)? + mic" — 2E,E) + 2Eymec® — 2E.mec® = mic'+
+ EZ + (E.)? — 2E,E! cosf

2mec®(Ey — E) = 2E,E/ (1 — cos 0)
he  he\ h2c?

2
—MeC <)\ — )\/> = W(l — COS 0)
N —A h
meC <>\)\/> = W(l — COS 9)

h

MeC

=\ - A= (1 —cosb) Formula di Compton

Quindi si vede che i valori della A dipendono da 6, in accordo con
I’esperimento. Si pud definire il parametro rilevante che é
h

Ae = ~24-1072m Lunghezza d’onda di Compton
MmeC

L’effetto fotoelettrico e Compton sono stati fondamentali perché sono state
le prime evidenze sperimentali che hanno verificato che la radiazione EM ¢
quantizzata: costituita da pacchetti indivisibili di energia che in oppurtune
circostanze si comportano come particelle relativistiche.

1.3 Spettroscopia e modelli atomici

Il fenomeno:

e Se si produce una scarica elettrica in un gas (ad esempio I'H della foto
sotto) questo emette luce (visibile, UV ...), ma non con uno spettro
continuo. Solo certe lunghezze d’onda sono presenti

e Se un gas viene illuminato con una radiazione a spettro continuo (mo-
nocromatica) il gas assorbe solo la luce di quelle stesse frequenze, che
riemette (spettri di assorbimento)

Guardando la luce con un prisma si ottengono immagini del tipo:
Ricorda che la spettroscopia ha bisogno di strumenti tecnologici non ba-
nali e sviluppati solo nel tardo '800. Si é anche evidenziato che in realta
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et
51

Figura 1.4: Spettro assorbimento H

le linee hanno una struttura interna (osservando con maggiore precisione):
sono multipletti di linee (quella che si chiama struttura fine).

Il continuo sviluppo della spettroscopia ha portato a

1 1 1
= % =R (n% - n%) Formula di Rydeberg (Balmer) (1.3.1)

che sostanzialmente mi dice dove stanno le righe dello spettro. I numeri
n1,Nny sono numeri naturali e t.c. n; > no e a seconda di cosa prendo
ottengo serie diverse (ng = 2 ed ny = 3,4... & la serie di Balmer).

1.3.1 Modelli atomici

Ovviamente come si sa dalle scuole superiori il modello atomico pitl coerente
con la realta, seppur semiclassico, é quello di Bohr, ma prima di arrivare a
lui ci sono stati principalmente due modelli degni di nota.

Modello di J.J. Thomson (1907) La scoperta dell’elettrone mostra la
presenza di cariche negative puntiformi negli atomi, che devono necessaria-
mente essere bilanciate da cariche positive (la materia ¢ neutra). Quindi il
modello é il classico modello a panettone, ossia, gli elettroni si muovono in
una distribuzione continua di carica positiva.

Modello di Rutherford (1911) E un’evoluzione del modello di Thom-
son, poiché a seguito degli esperimenti con Geiger e Marsden (diffusione di
particelle «, ossia di particelle come nuclei di Elio con 2 neutroni e due pro-
toni, su fogli sottili) Rutherford osserva che la carica positiva e la massa del
nucleo sono necessariamente concentrati in un volume piccolissimo. Quello
che facevano negli esperimenti era sparare queste particelle o contro fogli
(d’oro) e queste ci passavano attraveso, ma poche volte rimbalzavano, il che
voleva dire che la probabilita che particelle « (cariche +) incontrassero masse
con stessa carica era molto bassa, il che contraddiceva il modello a panettone
che ipotizzava una distribuzione di carica positiva in tutto l’atomo.

Il modello di Rutherford ¢ il cosiddetto modello planetario, in cui gli elettroni
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orbitano intorno al nucleo carico positivamente, pitt massiccio e localizzato.
Cruciale l'osservazione che questo modello é classicamente instabile, visto
che le cariche accellerate irradiano energia, quindi gli elettroni classici deca-
drebbero in tempi brevissimi sul nucleo (107!s). Altre due note sono che il
modello non spiega le righe spettrali e I'identita di atomi dello stesso tipo.

Quindi arrivati a questo punto sembrerebbe che la fisica classica sia in

grado di darci dei modelli atomici intuitivamente corretti, ma profondamen-
te sbagliati secondo i dati sperimentali. Pero attenzione, perché nonostante
non siano i modelli definitivi non si vuole implicare che la teoria classica
fallisca su tutti i problemi fisici alla scala atomica, ma che essa, nell’ottica di
FEinstein ricordata nell’introduzione, non sia di fatto in grado di fornire una
descrizione unificata e consistente per tutti i fenomeni osservati.
Il problema del modello di Rutherford é che descrive una materia fortemente
instabile. Perd sembra essere consistente con la realtd, quindi, per trovare la
teoria atomica corretta (anche se sara ancora semi-classica visto che non si
considera l'indistinguibilita degli atomi) basterebbe giustificare uno stato di
equilibrio dinamico tra particelle cariche che fin’ora nessun modello basato
sull’elettrodinamica riesce a riprodurre (cariche in interazione elettromagne-
tica in moto quasiperiodico attorno al loro centro di massa sono soggette
a continue accelerazioni e quindi come sappiamo bene dalla teoria classica
devono irraggiare energia sotto forma di onde EM).

1.3.2 Modello di Bohr

Nel 1913 Niels Bohr propone un modello atomico basato su quello di Ruther-
ford, ma con la correzione che gli elettroni che orbitano attorno le cariche
positive percorrono orbite stazionarie in cui non irradiano energia e in cui
sono obbligati a stare. Si ha radizione (o assorbimento) solo nei passaggi da
un’orbita all’altra.

Bohr per descrivere questo modello detta due regole (le quali spiegano
quali siano effettivamente queste orbite stazionarie e le righe spettrali):

a) Regola di selezione (che utilizza la variabile Azione della meccanica
classica)

%pi dg; = nih (1.3.2)

b) gli elettroni possono rimanere sulle orbite date da 1.3.2 senza irraggiare,
oppure effettuare un salto ad un’altra traiettoria permessa emettento
(o assorbendo) un quanto di radiazione con frequenza

c E., — Ep,

= C _Im— o 1.3.
var = 1 ; (1.3.3)
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Il modello di Bohr ¢ giustificato solo a posteriori visto che fornisce un
buon accordo sperimentale con lo spettro di emissione dell’idrogeno, ma &
palesemente inadeguato dal punto di vista teorico (vedi motivazioni detta-
gliate sul [10] a pag. 77). Il modello di Bohr & stato utilizzato per un primo
studio delle diverse serie che si possono osservare nello spettro di emissione
degli elementi chimici. Bohr fornisce la regola per calcolare la v che si os-
serva per una particolare transizione energetica dal livello nq al livello no,
e possiamo appunto definire particolari serie (Liemann, Balmer, Pashen ...)
in cui raggruppiamo transizioni caratterizzate da punti di partenza (livelli
energetici) diversi, ma stesso livello di arrivo (Liemann va da # — 1, Balmer
da # — 2 e Pashen # — 3); a "Struttura della materia” vedrai tutto meglio.
La teoria di Bohr é nota come vecchia teoria dei quanti ed & chiaramente su-
perata dalla Meccanica Quantistica , di cui costituisce un’approssimazione
in regime quasi-classico (il termine quasi ¢ d’obbligo perché la teoria classi-
ca non riesce a rendere conto dell’esistenza di stati stazionari per sistemi di
particelle classiche).

Possiamo effettivamente vedere che cosa comportano le regole di Bohr
analizzando il caso pitt semplice che ¢é lo spettro degli atomi idrogenoidi.

Consideriamo orbite circolari in un potenziale A

Vir)y=—— 7 = numero atomico o

$ ! Xa -  J ‘{:
Sappiamo che per orbite circollari |7| = cost e | /
in pitt prendiamo la cordinata lagrangiana B il

q=p —dg=rdy

cosi utilizzando la regola di selezione troviamo

h
%qu_fprdﬁp—%m?” = 2mmur = QWLzEnh:>LZ:n2—
T

che se definisco la costante di Planck ridotta h = % ottengo il risultato

strano

ovvero, vedo che il momento angolare ¢ quantizzato. La cosa curiosa é che non
si sa bene come interpretare il risultato visto che L é un vettore nello spazio
e sto dicendo che Vv una sua componente non pud variare con continuita,
ma avere solo certi valori multipli di una certa costante. Per di piu che cosa
stanno facendo le altre due componenti?

Ma accantoniamo il problema e facciamo finta di nulla (¢’é un capitolo pit
avanti dedicato solo al momento angolare) e cerchiamo di capire quali sono
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le energie (classiche) che avrebbero queste orbite

2
9 Je

n—

1
EFE—FE,=-mv
2 Tn

(1.3.4)

ma essendo nel caso di orbita circolare so che ’accelerazione € solo centripeta,
quindi

= . Ze? v o Ze?
F = ma e T = — = m’l)n = —
T Tn Tn

uguaglianza che messa dentro la relazione 1.3.4 mi dice

1 Ze?
E,=—— 1.3.5
" 2 r, ( )
a questo punto possiamo usare la quantizzazione del momento angolare per
trovare

nh

mry

mupry, = nh — v, =

e in questo modo riesco a trovare un’espressione per 7,

5 Ze? n?h?  Ze? o,
muv, = — = =— =7, =

_ —n
Tn m2r2 Tn mZe?

che inserendola dentro ’espressione 1.3.5 dell’energia troviamo:

mZ2%e* 1

En =m0 2

(1.3.6)

che & un’espressione che nonostante sia stata ricavata da un modello semi-
classico si rivelera corretta anche facendo i conti in Meccanica Quantistica
(vedi capitolo atomo di idrogeno), ma soprattutto ci permette, usando la
seconda regola del modello di Bohr, di fare una predizione per la costante di
Rydberg. Per una transizione dal livello n; a no

2 2
ny g

Vo1 = +— = =

c B, —E,, 1 1 mz2%* (1 1
_— — _ = —
)\21 h 1.3.6 )\21 hc 2h2

che ponendo Z =1 ¢ la formula di Rydberg con

m€4

Ry ="
B = yrhde

Chiudiamo questa piccola sezione con un breve dizionario.
¢ Raggio di Bohr

h2
rL=ag = o ~ 0.053 nm
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e Costante di struttura fine (governa la distanza delle sottolinee
spettrali e mi dice quanto sono forti le interazioni tra particelle cariche)
21

~ —

137

Q
I
S

e Equivalente energetico della massa dell’elettrone

mec® ~ 0.511 MeV = 0.8-10713J

e in termini di queste quantita posso scrivere

2

9 e“ 1 _ o}

Tn = agn ; E,=—--—— ; Ry =
2a0n drag

ed ¢é utile conoscere il valore di minima energia di un elettrone

e? me? o?
Bl=— = = ——m® ~—13.6¢eV
P T A ‘

1.4 Esperimento di Stern-Gerlach

Quello che sto per dire é un qualcosa di fatto molto male e approssimati-
vo, ne riparlerd nel capitolo relativo alla composizione dei momenti angolari
(oppure vedi 'esempio 4.4 del [5]).

E stato un’esperimento svolto circa nel 1922 ed ¢é stata una dimostrazione
della predizione che il momento angolare fosse quantizzato fatta dal modello
atomico di Bohr. L’apparato sperimentale era il seguente

Quello che in sostanza succedeva ¢é che partivano da una qualche sorgente
di atomi neutri (servono neutri perché quello che voglio misurare ¢ p, mo-
mento magnetico, e se avessi delle particelle cariche so dall’EM classico che
dovrei considerare anche un campo elettrico) che tramite un collimatore ve-
nivano fatti passare in due magneti. Questi magneti erano stati preparati in
modo da avere un campo magnetico in una sola direzione (cosa che in realta
sarebbe impossibile per via di V- B = 0, ma per semplicita prendiamola per
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buona) e non costante lungo la stessa. Alla fine di tutto ¢’é uno schermo che
raccoglie tutto.

So che il momento magnetico interagisce con B esterno con un’energia
potenziale
0B,
0z

e in un modello semi-classico so (elettrone orbitante)

[ioc[_:

dunque, mi aspetto che la direzione di ji sia casuale non avendo fatto nulla
per selezionarla e che abbia una distribuzione (continua) sullo schermo.
Chiaramente non succede questo, ma viene verificata la predizione della
quantizzazione di L di Bohr, poiché si osservano un numero finito di picchi
isolati, stretti ed equidistanti

AN BN
AN )
AR i |
SN |

]
; SHURRS S SRR
|

i) H\ €N CaT T

Ovviamente per l'invarianza per rotazioni é preservata e se ruoto il ma-
gnete ottengo lo stesso risultato anche per L, ed L,. La cosa sorprendente
di questo esperimento ¢ che se seleziono una direzione di L, (ossia prendo un
singolo picco e quindi conosco quanto vale quella componente) e metto altri
due magneti in sequenza che misurano ad esempio L, io mi aspetto che dopo
lo schermo dove vedo i due picchi per la componente x se ne selezioni uno
allora ho una completa conoscenza di due componenti di L (x e z), ma invece
quello che succede é che se rifaccio la misura con B, riottengo i due picchi
distinti. Quindi quello che ¢ successo ¢ che nonostante io conoscessi il valore
di L., nel momento in cui faccio una misura di L, perdo tutto quello che
sapevo della componente z. Questo succede perché pur non sapendolo Stern-
Gerlach stavano misurando le componenti di spin delle particelle e come si
scoprira in futuro le componenti di momento angolare non sono osservabili
compatibili, ossia, una misura di una influenza una misura sull’altra.

1.5 Ipotesi di De Broglie

Per spiegare la regola di quantizzazione che esce dal modello atomico di Bohr,
nel 1924 Luois De Brogli propone un ipotesi rivoluzionaria:
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cosi come la luce ha una natura duale (onda e particella), an-
che le particelle materiali, come ’elettrone, dovrebbero mo-
strare una natura ondulatoria oltre quella corpuscolare.

Sappiamo gia (usando le equazioni per la luce) come collegare grandezze
corpuscolari (intendo l’energia o I'impulso posseduto da un corpo) con gran-
dezze ondulatorie.

h
hv T hw ; (1.5.1)
h
— E=pc=hv= 76 (1.5.2)
h

Queste due equazioni, oltre ad essere importanti, implicano che se a delle
particelle materiali di definito impulso, che suppongo percorrano orbite cir-
colari, ci associo delle lunghezze d’onda, allora riprendendo la quantizzazione
del momento angolare di Bohr

h
L, = 2mmur = pL = nh :1>53X£:nh=>

vedo bene che le orbite degli elettroni individuate da Bohr corrispondono ad
ONDE STAZIONARIE (che so gia essere quantizzate) per le onde associate
agli elettroni. Quindi questo suggerisce che le altre orbite siano instabili per
auto-interferenza distruttiva.

{ i~}
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Osservazioni

e Le tipiche X individuate dall’ipotesi di De Broglie sono sub-microscopiche.
Infatti facendo i conti guardando gli ordini di grandezza:

accelero un elettrone con AV =100V
1
— E~1071"J= §mv2

— v~ [1071710%°) 2 /s ~ 100 m /s
h 1073

m
— mu~1002 Kg— ~ ~ ~
mv I "X A

e Dal punto di vista teorico perd a questo punto si deve trovare un’equa-
zione che descriva la dualitd e occorre anche dare un’interpretazione
della natura dell’onda

— A~10""m

e Dal punto di vista sperimentale invece dev’essere possibile individuare
entrambi i comportamenti, ossia, devo riuscire a vedere sia fenomeni
come interferenza, diffrazione... ma anche fenomeni tipici dei corpi
materiali.

1.6 L’esperimento delle due fenditure

Chiudiamo il primo capitolo parlando dell’esperimento piii famoso e cruciale
per la nascita della Meccanica Quantistica . E anche Pesperimento in cui si
incontra la difficolta concettuale piti dura da accettare in Meccanica Quan-
tistica .

I1 miglior testo per capire questo esperimento ¢ il |9], ma cerchero di farne
un riassunto, completo e chiaro gia io.

SoREGENTE PARETE Scn€to
Con FENDITUNLE € aVvELATORE

Figura 1.5: Apparato sperimentale

L’apparato sperimentale e lo svolgimento dell’esperimento sono piuttosto
semplici. Abbiamo una sorgente di oggetti, posizionata ad una certa distan-
za da una parete su cui sono praticate due fenditure, poste ad una certa
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distanza, e in successione mettiamo pit in l& uno schermo dove raccogliamo
le informazioni che ci servono grazie ad un rilevatore libero di muoversi. Le
condizioni in cui ci mettiamo sono che [,1’ > d.

Abbiamo gia notato che le ipotesi di De Broglie ipotizzano la duplice na-
tura dei corpi e di conseguenza noi dovremmo essere in grado di misurare
entrambi i suoi comportamenti quando facciamo un’esperimento, quindi, ci
conviene prima di sparare elettroni attraverso le fenditure vedere quali sono
i due comportamenti che ci dobbiamo aspettare usando particelle classiche
e onde.

Particelle newtoniane Per svolgere la prima parte dell’esperimento util-
lizziamo dei proiettili. Come sorgente possiamo prendere un cannone non
troppo preciso sulla scala angolare (altrimenti spariamo proiettili solo in una
direzione e non otteniamo nulla). Cominciamo a sparare proiettili sulle fen-
diture e misuriamo P(z) che ¢ la probabilita per l'arrivo del proiettile in z
e visto che qui parliamo di probabilitd a causa di imprecisioni strumentali
abbiamo ’espressione

numero proiettili raccolti tra z e z + dz
P(z)dz = P

numero totale di proiettili

Misuriamo le probabilita Pj(z) e P2(z) che sono quelle quando é aperta solo
una delle due fenditure, ma prendiamo anche la probabilita totale Py (z).

SORGENTE PAleTE Sen€ahe
Con FENDUTUNE € ewveLATORE

Figura 1.6: Caso classico

In questo caso quello che osserviamo ¢ quasi banale. Vediamo che 'arrivo
dei proiettili ¢ un fenomeno discreto, ossia arrivano solo proiettili interi e
localizzati (vuol dire che se penso ad un rilevatore che emette un suono
ogni volta che misura qualcosa, allora in questo esperimento sento sempre
lo stesso suono con la stessa intensitd e potrei anche pensare ’esperimento
come un deposito di energia sullo schermo), ma soprattutto possiamo vedere
che quando entrambe le fenditure sono aperte i proiettili arrivano in un certo
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z o passando per la fenditura 1, oppure per la fenditura 2, quindi vale

Piot(2) = Pi(2) + Py(2) (1.6.1)

Onde classiche Per la seconda parte dell’esperimento si utilizzano delle
onde in senso classico e ora ’energia é trasportata da esse attrverso un mezzo
continuo e so gia che dal rilevatore non mi aspetterd nulla di discreto. Lo
svolgimento e ’apparato € uguale al caso di particelle classiche, ovvero

' Oz
I ; A
i1 i N
i | \ 7y
E ) L. (2)
. 1 ol /
. o [
. it | e
U [ [\ T \
i [N )
2 | P \
1} P J
L, il /
= ¥ — i»-m - | ‘ / };‘ :,ﬁ \
A ! /’ “
! i,
SoRGENTE PARETE SenEaho

Con FENDITUNE € aveLATORE

Figura 1.7: Caso onde

In questa parte oltre alla condizione [,1’ > d mi metto con I > X\ (do-
ve prendo A circa le dimensioni delle fenditure) in modo che partendo dalla
sorgente con onde monocromatiche arrivo alle fenditure che ho circa onde
piane. Dal corso di Fisica III so che ho interferenza e se considero A(z)
I'ampiezza dell’onda in z allora l'intensita & I(z) = |A(2)|? e di conseguen-
za la quantita di energia depositata tra z e z+dz ¢ E o I(2)dz = |A(2)|* dz.

Posso ricordarmi la geometria delle frange di interferenza:

La differenza di cammino ottico tra r; ed r9 é |
d=dsind ~d-0 ‘
I massimi di interferenza costruttiva sono a Ei
0, t.c.d-0, =n\ d&‘ 8

la spaziatura tra le frange é

A A
A~ " = Az~ T2
O~ 5= Azl
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(se vuoi mettere dei numeri: con d ~ 5-10"4*m, A ~ 600nm , I’ ~ 1m
hai Az ~ 1073 m = 1mm).

Sperimentalmente misuriamo di nuovo le ;(z) quando solo una fenditura
¢ aperta e la I (2) che ¢ quella totale. Osserviamo che I’energia depositata
in questo caso ¢ una variabile continua (tutte le energie sono possibili), ma
soprattutto vediamo immediatamente che I'apertura della seconda fenditura
per effetto dell’interferenza diminuisce I;,¢(z) per alcuni valori di z e in questo
caso, visto che l'intensita € il modulo quadro dell’ampiezza dell’onda, non
vale che

Liot(2) # 11 (2) + I2(2)
ovvero, non ¢ vero che 'onda passa o dalla fenditura 1 o dalla fenditura 2.
E vero invece

Liot(2) = |A1(2) + As(2)|2 = [1(2) + In(2) + 2Re{A%(2)A2(2)}  (1.6.2)

e quindi non so dove passa in realta ’onda.

1

Particelle quantistiche In questo caso utilizziamo degli elettroni.

i
.
|
. /
- /o
| y
i /

o

SORGENTE PAfeTE ScvEane
Con FENDITUNE € cve LATRE

Figura 1.8: Caso elettroni

Usando e~ cominciano veramente i problemi, perché sperimentalmente
osserviamo cose strane:

e GIli elettroni arrivano individualmente (sono interi e localizzati) dal
momento che come nel caso classico sentiamo un segnale sonoro sempre
uguale e di stessa intensita. Quindi potremmo pensari di utilizzare una
distribuzione di probabilita del tipo 1.6.1

L¢i sarebbe un piccolo appunto da fare, perché in realta un esperimento del genere ¢
complicato da fare poiché con A ~ 1071%m il reticolo di diffrazione deve avere dimensioni
atomiche (reticolo cristallino), ma quello che vediamo noi & pit un esperimento concettuale
verificato poi da esperimenti veramente svolti. Vedi il libro di Forte-Rottoli per un discorso
dettagliato su come fare effettivamente I’esperimento.
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e Pero se guardiamo lo schermo quando entrambe le fenditure sono aper-
te osserviamo interferenza, quindi non vale la relazione classica 1.6.1,
ma ponendo

Py(2) = lgi(2)]?

abbiamo una distribuzione di probabilita del tipo ondulatorio 1.6.2,
ossia

Pioi(2) = le1(2) + 92(2)” = Pi(2) + Pa(2) + 2Re{p] (2)2(2)}

Quindi gli elettroni si comportano come particelle classiche perché le mi-
suro individualmente, ma la loro distribuzione di probabilitd si comporta
come la distribuzione di intensita di un’onda e quindi non so da quale fendi-
tura sia passato realmente.

Per spiegare questo comportamento strano si sono provate a dare spie-
gazioni che pero si sono rivelate tutte sbagliate.

e Gli e sono delocalizzati (ossia, la loro massa non ¢ concentrata in un
volume infinitesimo) = falsa perché misuro sempre elettroni interi

e Il moto degli elettroni é piu complicato di quello che si crede (non
va in linea retta partendo dalla sorgente) = falsa, non c’¢ nessuna
spiegazione dimanica, nessun campo esterno e il risultato sperimentale
& semplicissimo.

e Si tratta di un effetto collettivo perché in relata gli elettroni intera-
giscono tra loro durante il cammino e si ottiene questo risultato —-
falsa perché posso diminuire I'intensita della sorgente fino a sparare un
elettrone per volta e ottengo lo stesso risultato

e Per comprendere meglio basterebbe osservare da quale fenditura pas-

sano gli elettroni, che sembra un obiezione sensata, quasi banale, ma
la cui risposta risulta profonda e sorprendente.
Per vedere dove passano devo in qualche modo illuminare il loro cam-
mino, quindi, metto una lampadina in ciascuna fenditura (con luce
diversa) e sapendo dalla teoria classica che gli elettroni assorbono e
riemettono radiazione, in base alla radiazione che da fuori capisco do-
ve & passato l'elettrone.
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Il problema ¢ che conosco le relazioni di energia f ;
ed impulso date da De Broglie, ossia 1.5.1 ¢ 1.5.3
e quindi capisco che se illumino un elettrone con
una luce con alta v (piccola \) gli sto buttando
addosso tanta energia e disturbo il suo cammino,
mentre invece se utilizzo una lampadina con una
v piccola (A grande) disturbo poco 'elettrone.

Quindi ¢é logico che in base alla luce che utilizzo osservero risultati di-
versi.

Se uso una v grande allora identifico esattamente il percorso di tutti
gli elettroni, quindi i fotoni che ho hanno una A abbastanza piccola
da individuare I’e™ ma anche un’energia abbastanza grande da distur-
barlo, infatti, complessivamente la figura di interferenza scompare (e
posso usare la relazione 1.6.1). Quindi gid da questa cosa capisco un
particolare aspetto della Meccanica Quantistica , ossia, che il processo
di misura influenza il risultato.

Se invece cerco di diminuire I'intensita, mantenendo fissa A trovo che
alcuni elettroni non incontrano nessun fotone e la distribuzione di pro-
babilita totale ¢ un interpolazione tra quella classica (data dagli elet-
troni che vengono individuati con la lampadina) e quella ondulatoria
(data dagli elettroni che non vengono disturbati dalla lampadina).

Se ancora provo a diminuire la v e quindi aumento la A, quando d ~ A
non é pitl possibile individuare da quale delle due fenditure é passato
'elettrone e di nuovo al diminuire di v la P(z) interpola tra quella
classica e quella di interferenza.

Quindi riassumendo possiamo dire che: una misura sperimentale che
individui la traiettoria (la fenditura) distrugge 'interferenza (potrebbe essere
gia visto come una relazione di indeterminazione) e in generale non esiste un
apparato sperimentale in grado di determinare la fenditura senza distruggere
I'interferenza. Tutto questo in realta si applica anche ai proiettili classici,
ma per via della piccolezza di i non osservo I'interferenza:

h
p=x m=103Kg , v~1lm/s=p~103Kg-m/s

A~ 10—34Js-103K S 1073,

quindi le oscillazioni di Py (z) sono del tutto invisibili e quello che vediamo
é la media su un numero enorme di cicli.



Capitolo 2

Equazione di Schrodinger

In questo capitolo, avendo imparato che la materia ha una duplice natura,
possiamo cominciare a cercare la funzione che associamo al moto di qual-
siasi particella e possiamo anche cercare quale sard 1’equazione differenziale
fondamentale della Meccanica Quantistica , ma nota bene che le equazio-
ni fondamentali della fisica non vengono derivate, bensi, vengono postulate
sulla base dell’evidenza empirica, dell’eleganza, della generalita e in seguito
verificate sperimentalmente.

Se facessimo meccanica classica e avessimo per esempio un corpo di massa
m, che si muove sull’asse x ed ¢ sottoposto ad una forza F(z,t), allora il
nostro scopo sarebbe quello di determinare la sua equazione del moto x(t)
che mi descrive la posizione della particella in ogni istante di tempo e con
cui posso calcolare tutte le osservabili del caso (v = %, poi p = muv oppure
K= %va). La strategia che seguivamo era quella di applicare la seconda

legge di Newton F' = ma che ipotizzando di avere un sistema conservativo®
ov

possiamo scrivere F' = — = e quindi ottenere un’equazione differenziale
d?x oV
m— = ——
de? Ox

che risolvendo, grazie ad opportune condizioni iniziali (posizione e velocita
iniziale tipicamente), ci restituisce x(t).

In Meccanica Quantistica funziona circa uguale. Nel senso che dobbiamo
trovare un’equazione differenziale, 1I'equazione di Schrodinger che gioca un
ruolo analogo alla seconda legge di Newton, che risolvendo (sfruttando la
condizione iniziale ¥(x,0)) restituisce una funzione per ogni tempo futuro ¢,
che chiameremo funzione d’onda ¥(z,t) e che descrive la nostra particella
di interesse.

LChe fortunatamente sono gli unici sistemi che si verificano a livello microscopico, vedi

[5].

27
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2.1 Interpretazione di Copenhagen ed equazione di
Schrodinger per la particella libera

Dal capitolo precedente abbiamo imparato delle cose fondamentali:

e Dall’esperimento delle 2 fenditure abbiamo visto la duplice natura della
materia e quindi che ad ogni particelle é associata un’onda

e Dalle relazioni di De Broglie 1.5.1, 1.5.3 abbiamo imparato che ad
oggetti di definito impulso ed energia sono associate onde di definite v
e A

Quello che dobbiamo fare ora pero é risolvere alcuni problemi che aprono
queste evidenze. Che interpretazione diamo alla funzione che associamo al
moto delle particelle? Se contiene la duplice natura del corpo, che informa-
zioni fisiche possiamo tirarne fuori? Onde di definite v e A sono onde che si
estendono su tutto lo spazio e hanno durata infinita (non ho unsa soluzione
in un unico punto dello spazio), so gia dall’EM classico che non sono fisi-
camente realizzabili, quindi, dev’essere possibile, proprio come facevo nella
fisica classica, interferire onde con diverse v e A (quindi p ed FE) cosi da
costruire pacchetti d’onda e localizzare le soluzioni (entro qualche limite).
Devo cercare un’equazione lineare, cosi che valga il principio di sovrepposi-
zione.

La risposta alle prime due domande é I'interpretazione di Copenha-
gen? la quale associa alla particella materiale di massa m una funzione

U(7, 1) Funzione d’onda

che interpreta come ampiezza di probabilita di posizione. Interessa
anche il suo modulo quadro

p(7t) = | (7 t)|? Densita di probabilita di posizione
e in questo modo si ha l'interpretazione della quantita
p(7.1) dr = [W(7 )

che ¢ la probabilita di trovare la particella nel volume d3r all’istante
t, che ovviamente si porta dietro la condizione

/ drp(7,t) =1 Normalizzazione
\%4

Quindi ora la nozione di probabilita é intrinseca nella teoria e non pit asso-
ciata a limitazioni dell’apparato sperimentale.

Nota tutte le cose scritte sopra sono scritte nello spazio tridimensionale, ma
ovviamente sono identiche se siamo in uno spazio unidimensionale.

2Se vuoi vedere delle alternative (che si sono rivelate errate) puoi leggere il primo
capitolo di [5].
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2.1.1 Equazione di Schrodinger per la particella libera uni-
dimensionale

Concentriamoci per prima cosa sul problema pit semplice possibile, la par-
ticella libera (non relativistica) in una dimensione.
Abbiamo delle informazioni sia dalla teoria classica che da De Broglie:

e (Classicamente

1 2
pP=mu ; E:fmv2:p—
2m
e De Broglie
h
p:X:hk ; E=hy=hw

Conoscendo ora l'interpretazione di Copenhagen sappiamo che dobbia-
mo cercare un’equazione differenziale soddisfatta da W(z,t), ma per via di
tutti i discorsi fatti prima chiediamo che sia un’equazione linare in ¥ (cosi
che valga il principio di sovrapposizione), con coefficienti indipendenti dai
parametri del moto p ed E (cosi che onde con caratteristiche diverse sono
soluzione della stessa equazione) e che riproduca le relazioni di De Broglie
sulle soluzioni.

Possibili candidati (con p ed E fissati) sono:
Uy (x,t) = Ajcos (kx — wt) ; Uy(x,t) = Agsin (kx — wt)

U,y (x,t) = By exp{ti(kz — wt)}

dove come al solito il segno relativo in (kz — wt) corrisponde alla propa-
gazione in avanti.
Possiamo gia intuire che Wy 5 siano ipotesi sbagliate poiché difficilmente nor-
malizabili, ma il professore gli ha voluto dare una chance, quindi facciamo
il primo tentativo e vediamo se ’equazione delle onde di D’alembert ha le
giuste caratteristiche

o A 5
o2 " o2 v 770

Ora, indipendentemente se uso ¥1,¥s 0 W osservo che

0*v 9 0*w
— =Wl —— = kU
ez~ ' Oa?

o’V 9P 5 5
— o fy—axQ = —wVU = —~k*U
e B

k2 p? Am2
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Non va bene, visto che faccio la richiesta che i parametri dell’equazione
non dipendano dall’onda. Pero non si perde mai, o si vince o si impara e da
questo tentativo andato male impariamo che

— xXxwx FE ; — x k x

ot o P
ma sapendo che E o p? allora devo per forza avere che ad una doppia inte-
grazione nello spazio corrisponda una singola integrazione nel tempo perché
altrimenti non riuscirei mai a semplificare i termini p ed E.
Ci tornera utile trasformare il legame tra E e p in un legame tra k ed w

2 h2k? hk?
PR N

= (2.1.1)
2m 2m 2m

I1 secondo (e definitivo) tentativo che facciamo & I'equazione del calore

oV 9*U
ot | ox?
vedo bene che ¥y 5 non sono soluzioni perché

0?1 5

= = 4wl = —k*U
It wWo 1 ; 922 1,2
Quindi mi rimane solo da usare W4, che si dimostra soluzione, infatti
ov . 0*Wy 2
— = v ; = —k*V
ot FrwW ) 912 +
cosi
oV 9Py
ot ox2
= Fiw = (—k?)
iw hk% 1 ih
7 K2 o211 2m k2 — |7 2m

che é un parametro che ci piace perché non compaiono caratteristiche del-
I’onda, inoltre vediamo che ¢ un parametro che introduce variabili complesse
e implica che in generale la funzione d’onda sia una funzione complessa®.
Scegliendo arbitrariamente tra ¥, e W_ (¢ indifferente visto che U} = W)
ipotizziamo allora I’equazione di Schrodinger per la particella libera

in una dimensione

OV n? 0?0

3Che non & un problema visto che quello interesante ¢ il suo modulo quadro. Discorso
diverso era in meccanica classica in cui una equazione del moto complessa non aveva
significato fisico.
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che ammette soluzioni di fissati A, v (quindi p ed E):

e

\I/p,E(x;t) _ Aei(kzx—wt) 7 _ o

Siamo riusciti quindi ad ottenere un’equazione differenziale che soddisfi
le nostre richieste, ma restano comunque dei problemi aperti e soprattut-
to dobbiamo fare delle richieste sulle soluzioni affiché siano fisicamente
accettabili:

e U(x,t) sia ovunque continua (potremmo chiedere differenziabile, ma
come vedremo in casi particolari solo la continuita ¢ richiesta)

e U(x,t) (funzione complessa) dev’essere monodroma, ossia, una funzio-
ne ad un sol valore (il valore della probabilita dev’essere univoco)

e L’interpretaione probabilistica richiede che ¥(z,t) sia al quadrato in-
tegrabile sul volume rilevante V'

(x,t) € LX(V) ; Py(dz) = |¥(z,t)* dz = / da |¥(x,t))? =
L

Ma, appunto, I'interpretazione probabilistica e la normalizzabilita della
funzione d’onda pongono due problemi (uno concreto ed uno formale):

e Problema concreto: le funzioni che rappresentano particelle di defini-
to impulso ed energia (onde piane) hanno |¥(x,t)|?> = cost, per cui
rappresentano particelle completamente delocalizzate nel volume ac-
cessibile (la probabilita di trovare la particella & uguale ovunque). Non
¢ un problema insormontabile perché si risolve costruendo pacchetti
d’onda (quindi sovrepponendo cose con A diverse) localizzati, grazie
alla linearita dell’equazione di Schrodinger.

e Problema formale: nel limite in cui il volume accessibile vada ad oo
(significa che non mi preoccupo di cosa succede ai bordi del volume, e
succede quando lavoro in laboratori molto pit grandi rispetto i corpi)
le onde piane non sono normalizzabili, ma appunto, questo é solo un
problema che richiedera molta cura formale (matematica), ma non ¢é
limitante poiché bisogna sempre tenere presente:

-+ Tutti i laboratori hanno estensione finita
-+ Tutti i processi di misura sono di fatto discreti
quindi i problemi del limite continuo e del volume co sono puramente

matematici, ma che non intaccano I'interpretazione fisica.(Vedi [10] per
una trattazione formale.)
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Un cambiamento radicale che si ha con la meccanica quantistica & che
quando bisogna fare una misura di una certa osservabile fisica su una par-
ticella, agiamo con un’operatore differenziale? direttamente sulla funzione
d’onda, ottenendo cosi un’equazione agli autovalori (la funzione d’onda ¢
autofunzione dell’operatore) e 'autovalore ¢ proprio il risultato della misura
che volevamo fare.

La nostra soluzione di definiti p ed F &

U, g(z,t) = Aexp{i(kx — wt)} , p=hk , E=hw

e possiamo notare ’agire di 3 particolari operatori

oWy (1) = (i)W (2, 1) = Ny (1)
) L
—zh%\PP,E(%t) = —ih(ik)Vp,p(x, 1) = p¥p (2, 1)
Rz 92 P
~om g2 V@ = 5 p(e,0)

Detto in parole, gli operatori

0 - n? 02
p = —ih— K=——
Ox 2m Oz2
estraggono esattamente I'impulso e 'energia cinetica (che sono gli autovalo-
ri) della particella e vedo esplicitamente che ¥, p(x,t) ¢ autofunzione degli

operatori. Vedo anche che 'equazione 2.1.2 di Schrodinger impone (egua-
gliando la prima e la terza riga) che £ = % e posso vedere che ’evoluzione
temporale di W, (x,t) ¢ determinata dall’azione di K

K\IJP’E(x, t) = ih%\l’p,E(Cﬂ, t)
che sembra essere un osservazione di poco conto, ma in realtd se ti vai a
vedere quali saranno i principi fondativi della Meccanica Quantistica vedrai
che c’¢ la richiesta che ’evoluzione temporale del sistema sia data dall’a-
zione dell’hamiltoniana sul sistema stesso, ma tu sai che ’hamiltoniana é
H = K + V|, che in questo caso, avendo una particella libera (V' = 0), ¢
esattamente H = K.°

4l fatto che sia un’operatore differenziale piuttosto che un’operatore che agisce mol-
tiplicativamente dipende dallo spazio in cui ci troviamo, vedi la continuazione del
capitolo.

SDiscorso fatto pitt in dettaglio (e sicuramente pili corretto e completo) & fatto da
Landau nel paragrafo 8 del capitolo 2 (pag. 43) di [8] e spiega come la funzione d’onda
U(z,t) determina in modo completo (proprieta e comportamento ad ogni istante di tempo)
lo stato del sistema fisico che si considera. Spiega anche perché in generale scriviamo
ih% = HV con H proprio 'operatore hamiltoniana.
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Nota che questa é solo la derivazione dell’equazione di Schrodinger nel
caso di particella libera. Il caso generale di particella interagente lo tratte-
remo tra pochi paragrafi.

2.1.2 Soluzione generale per la particella libera e pacchetti
d’onda

Possiamo cominciare a studiare il problema di costruire soluzioni localizzate
sfruttando il principio di sovrapposizione. Le costruiamo seguendo lo stesso
procedimento fatto nel’EM classico (ricorda i pacchetti d’onda fatti a Fisica
III), ossia sfruttando una trasformata di Fourier.

Poniamo

U(x, 1) = \/12? /+°o dk A(k, £ (2.1.3)

dove consideriamo A(k, t) la soluzione piu generale per tutti i possibili numeri
d’onda k e di cui non facciamo ipotesi sull’andamento temporale. Inoltre per
il momento non ci facciamo problemi di convergenza (le guardiamo dopo),
ma assumiamo solamente ¥ € L?(R) (che per i teoremi dell’analisi di Fourier
varra anche per A).

Se ¥ soddisfa ’equazione di Schrodinger, allora possiamo provare a mettere
quest’espressione all’interno e vedere ’equazione differenziale soddisfatta da

Ak, t)

v 1 [T A
h =—— dk == the
"ot \/ﬁ/ ‘
h2 82 +oo h2 o ke
S \/%/ dk A(k t)( 2m> (=k%)e

/m ke E%Jr—thQA =0
\/277' ot 2m a

—iw(k)A = % = —iw(k)dt

875 2m 2.1.1

A(k,t) = A(k,0)e @kt (2.1.4)

cosi abbiamo trovato 'andamento temporale della funzione dei numeri d’on-
da e possiamo scivere la soluzione generale (che é 1’espressione che poi effet-
tivamente utilizziamo nei problemi) dell’equazione di particella libera in 1
dimensione

+oo .
U(a,t) = \/127 / dk A(J)eithe (b)) (2.1.5)

soluzione che é determinata dalla condizione iniziale

W(z,0) = \/1277 /_ T 4k A e (2.1.6)



34 CAPITOLO 2. Equazione di Schrodinger

Per come I’abbiamo costruita la soluzione generale ¢ intesa come sovrappo-
sizione di onde piane con diversi k (quindi diversi p) e con ciascun k pesato
dal peso A(k). Ma non avendo fatto altro che una trasformata di Fourier
possiamo utilizzare tutti i teoremi noti dall’analisi armonica e in particolare
il teorema di Plancherel® che per funzioni d’onda normalizzabili ¢

A(k) = \/127 / " 4r (e, 0 (2.1.7)

- /m dz | ()| = /m dk | A(k)[? (2.1.8)

— 00 —00

e che quindi suggerisce di interpretare A(k) come un’ampiezza di proba-
bilita per numeri d’onda (e quindi per impulsi). Di conseguenza

|A(K)|* dk = probabilita di osservare un numero d’onda (e quindi impulso p)

in un intorno di larghezza dk dal valore k

Quindi data una distrubuzione di probabilita posso averla di posizione

piuttosto che di numeri d’onda "semplicemente" facendo una trasformata (o
antitrasformata) di Fourier.
Nota anche che proprio per aver utilizzato una trasformata di Fourier ottieni
una relazione di indeterminazione del tipo AzAk = 3 (o meglio AzAp = %)
esattamente come quando costruivi pacchetti d’onda in EM classico’, quindi
se voglio costruire una funzione di localizzata ad una certa x devo mischiare
tante A (e quindi p). In generale pero (come si vedra meglio in seguito)
questo € un primo suggerimento che in realta il famoso principio di indeter-
minazione di Heisenberg, che prende I'indeterminazione di z e p, non sia un
vero e proprio principio, ma piuttosto una conseguenza di come si € costruita
la Meccanica Quantistica 8.

2.1.3 Valori medi in termini di ¥ ed A

Appare chiaro, pero, che le informazioni codificate da ¥(z,t) sono ugual-
mente codificate da A(k,t), ma abbiamo appena visto che lo step che separa
queste due formulazioni della stessa informazione ¢ una trasformata (o an-
titrasformata) di Fourier, quindi, se determinati risultati li calcolo in uno
spazio (spazio delle 2 se uso ¥ e spazio delle k se uso A) piuttosto che in

5Vedi bene [14], ma sostanzialmente dice che per una funzione in L*(R) esiste la
trasformata di Fourier, appartiene anch’essa a L*(R) e la norma quadra integrata & uguale.

“In quel caso avevi una relazione del tipo AvAt = 1.

8 Attenzione pero che quello che ho detto vale se seguiamo il modo in cui nos stiamo
costruendo la Meccanica Quantistica , ma ci sono anche costruzioni che partono consi-
derando il principio di indeterminazione come principio fondativo e poi tutto quello che
diciamo noi ¢ una conseguenza (ad esempio Dirac ’ha fatto).
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un altro avro chiaramente lo stesso risultato, ma la differenza sta nel calcolo
che devo fare per ottenerlo. E interessante vedere come vengono codificati i
valori medi nelle due formulazioni.

Le definizioni nei due distinti spazi sono:

e Nello spazio delle x

+o00
(x) :/ dz x|V (z,t)?

—00

e in generale per una funzione della posizione

+oo
<ﬂww3/ Ao f(2)|0(a, 1)

—00

e Nello spazio delle k

+oo
(p) = h(k) = h/ dk k|A(k,t)[?

—0o0

e in generale per una funzione dell’impulso

+o00
@@»zh/ dk g(p)|A(k. 1) ?

—00

ma come possiamo codificare il valor medio di p nello spazio delle = (o
analogamente di x nello spazio delle k)? Ovviamente usando la trasformata
di Fourier:
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(p) = h/m dk k|A(k,t)[?

—0o0

A +00 +0o0o ) “+o0o )
= — dk k:/ dzx \Ii(x,t)e_zkx/ dy U*(y, t)erv

21 J_ - n
A(k’t) A*?%,t)
h +oo +o0 A
= or do dy \I/(x,t)\Il*(y,t)/ dk ke~ ik(@—y)
T ) oo N
h +oo +o0 ) '
— P . dz dy U (z,t)¥*(y,t) /_OO dk i%e—lk(x—y)

integro per parti nella variabile x, cosi sposto la derivata

suppongo che non ci siano effetti di bordo essendo ¥(z,t) € L*(R)

heo[reo oo 0 "k e—ika—n)
:277/—00 dy ¥ (y,t)/_oo dz <_Z<9:U> \I/(a:,t)/_oo dk e

2w (z—y)
+o0 o
= / dz U*(z,t) <_m8$> U(z,t)

—00
M
p

quindi come avevamo giad accennato, nello spazio delle z I'impulso &
rappresentato dall’operatore differenziale

h= —mai (2.1.9)

e con un calcolo esattamente identico si mostra che nello spazio delle k la
posizione ¢ rappresentata dall’operatore differenziale

&= ihé?k (2.1.10)

Pacchetto d’onde gaussiano

A questo punto in aula abbiamo visto tutto quello appena visto fin’ora appli-
cato ad una caso specifico, ma ho deciso di non inserire tutti i conti espliciti
per alleggerire il tutto, visto che é un puro esercizio, perd attenzione che é
comungue un caso interessante, quindi scrivo testo e risultati e se vuoi vedere
meglio tutti i passaggi e conti puoi vedere la Lezione 6 di [1].
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Esercizio Considera la condizione iniziale
22
U(x,0) = Nexp ——
(z,0) p{ > }

Studiare:

a) le classi di soluzioni che rappresentano una particella localizzata
b) i momenti e la relazione di indeterminazione

¢) l'evoluzione temporale del pacchetto

Soluzione

a) Imponendo la condizione di normalizzazione si trova

9 \ /4 9 \1/4 22
N = <7m2> = U(z,0) = <7m,2) exp{—(ﬂ}

puoi utilizzare la relazione 2.1.7 per determinare 1’espressione

2 1/4 2a2
A(k,0) = <> &t
T 2

A questo punto potresti fare 1’osservazione che avresti potuto intuirla
a partire da W(z,t) (x — k, a — 2). Il che ti dice che la trasformata
di Fourier di una gaussiana di semilarghezza a é una gaussiana di se-
milarghezza 2/a (fatto noto).

Ora utilizzando 'espressione 2.1.5 della soluzione generale puoi trovare
(con qualche conto)

v = —— ; Azg = - B* = Axj+—
(x,t) I exp{ 4B2} : To=5 :L‘0+2mt
b) I momenti li puoi calcolare con le definizioni e trovi
2
=0 . =7 = Ae=V@)-(P=3
1 h
<p> ) <x > a2 == p a
h
Ar-Ap — =
T Ap=

¢) Puoi calcolarti

2 1/2 22
0= (1) ool -aaa
Ax 72 / h2t?
— N2220 v - _rr
p(z,t) =N Az, exp{ Z(Aact)Q} con Axy = Axgy[1+ Im? AL
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Vedi bene [1] per i conti dettagliati e per le varie osservazioni, ma in generale
trovi che il pacchetto gaussiano si allarga nel tempo, che ¢ un comportamento
che é comprensibile se si pensa che la gaussiana é stata ottenuta sovrapponen-
do onde con diversi numeri d’onda, dunque diversi impulsi, e quindi diverse
velocita classiche che essendo diverse fanno evolvere le varie onde in modo
diverso e 'effetto complessivo é I'allargamento.

2.2 L’equazione di Schrodinger

Ovviamente quello che abbiamo visto nella sezione §2.1.1 riguardante la par-
ticella libera é un caso particolare e quello che osserviamo generalmente ¢
una particella (o un sistema) interagente con ’esterno tramite un potenziale
V(x,t). Ora, ci preoccupiamo di determinare 1’equazione di Schrodinger nel
caso generale di particella interagente.

Forse ¢ passata un po’ inosservata 1’osservazione che 1’equazione di Schro-
dinger 2.1.2 la scriviamo come

ih— - = 1V (2.2.1)

dove H ¢ I’operatore hamiltoniana, che nel caso visto prima é rappresentato
dalla sola energia cinetica. Il punto di questa cosa é che 2.2.1 ¢é la forma pit
generale possibile dell’equazione di Schrodinger? e che in base al problema
che mi ritrovo a risolvere determinando la forma di H allora trovo I’equazio-
ne di Schrodinger che poi mi dara la ¥(z,t).

E opportuno notare che ¢’¢ un parallelismo tra quello che stiamo dicendo e la
meccanica classica da cui arriviamo. Ci ricordiamo da insegnamenti passati
che 'evoluzione temporale di un’osservabile classica O(q,p,t) & strettamen-
te legata con l’energia totale del sistema, ossia 'hamiltoniana, tramite la
relazione

d 00
aO((bPﬂf) =

dove {-, -} p.p. sono le parentesi di Poisson. Se non ricordi vedi [13].

+ {O,H}p,p. (2.2.2)

L’hamiltoniana so che é data dalla somma di energia cinetica ed energia
potenziale. I’energia cinetica di una particella la possiamo determinare (lo fa
nel paragrafo 17 del capitolo 3 (pag. 73) di [8] sfruttando [7]) partendo dalle
condizioni generali imposte al sistema fisico dall’omogeneita e dell’isotropia
dello spazio (ho invarianza per rotazioni e chiediamo che tutte le direzioni
siano trattate simmetricamente) e dal principio di relativita di Galilei (forma
delle equazioni del moto identica in tutti ; S.R.). Queste due condizioni in

p

meccanica classica portano a F = K = 7 e scrivendo I'hamiltoniana in 3

9vedi la nota a pié di pagina numero 5 in cui ti rimando a [8] per capire meglio il perché.
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dimensioni abbiamo ]
H = o~ (5 + 5, + 2)
ma in Meccanica Quantistica abbiamo detto che usiamo degli operatori,
quindi ricordando la definizione 2.1.9 dell’operatore impulso otteniamo
72

H=——A 2.2.3
5 (2.2.3)

Nota se scrivi 2.2.3 in 1 dimensione e lo metti in 2.2.1 trovi 'equazione di
Schrodinger gia vista 2.1.2. A questo punto per ottenere un’equazione valida
per una particella interagente basterebbe semplicemente aggiungere un ter-
mine di interazione V (7, ¢) all’hamiltoniana se fossimo in meccanica classica,
ma non € cosi scontato che valga anche ora visto che stiamo facendo Mecca-
nica Quantistica , pero se ci ricordiamo che abbiamo notato che funzioni di
p agiscono come operatori differenziali, mentre funzioni della posizione agi-
scono moltiplicativamente (nello spazio delle Z), allora, ¢ lecito comportarsi
come nel caso classico (visto che il potenziale lo consideriamo solo in funzio-
ne di = ed eventualmente t) e quindi ottenere I'espressione dell’operatore
hamiltoniano

h2
H=——A+V(rt 224
che ci permette, mettendola in 2.2.1 di ottenere
oV h? - . . .
zha = —2—A\IJ +V(Ft)¥ Equazione di Schrodinger (2.2.5)
m

2.2.1 Derivazione dell’equazione di Schrodinger in modo al-
ternativo

Voglio tenere traccia anche di un’altro modo di ricavare I’equazione di Schro-
dinger, anche se potrebbe risultare pitl strana o addirittura insensata se ¢é la
prima volta che si legge qualcosa riguardo 'argomento. E il procedimento
che mesi dopo il primo approccio alla Meccanica Quantistica mi sembra il
piu lineare da seguire e piil in linea con i procedimenti che si seguiranno in
teorie successive (QFT). E un procedimento breve e che forse implica delle
conoscenze pregresse su come sono fatti e come si comportano alcuni ope-
ratori, ma reputo che sia comunque il procedimento piti semplice. Le note
che seguiranno fanno riferimento ai testi: Capitolo 2, paragrafo 15 del [3];
capitolo 6, paragrafo 1 del [18].

L’idea generale é quella di partire da una relazione classica ben nota e fare
quella che si chiama prima quantizzazione, ossia, si prendono osservabili
classiche e si promuovono al ruolo di operatori, che in Meccanica Quantistica
sono associati proprio alle osservabili fisiche.
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Partiamo dall’equazione classica ben nota

P’
E=T+V=—+V (2.2.6)

2m
in cui ’energia totale del sistema la associamo all’hamiltoniana del sistema.
A questo punto promuoviamo le osservabili E, p'e V al ruolo di operatori,
ovvero facciamo

N 0 - N
E—E=ihg : §—p=—ilN V=V

e risostituendo dentro I’equazione sopra otteniamo esattamente

0 R
h—=——+4+V 2.2.7
ot 2m + ( )

che ¢ 'equazione di Schrodinger completa.

2.2.2 Interpretazione probabilistica

Seguendo quello detto all’inizio della sezione §2.1 sull’interpretazione di Co-
penhagen possiamo determinare in 3 dimensioni

P(V) = /Vd3r [T (7, )2 (2.2.8)

che rappresenta la probabilita di trovare la particella nel volume V
se si effettua una misura di posizione al tempo ¢.

Ovviamente possono capitare casi in cui si hanno n particelle interagenti ,
in quel caso si otterra una funzione d’onda

\I/(Fl, e ,Fn;t)

che rappresenta un’ampiezza di probabilitd di posizione congiunta in uno
spazio di dimensione 3n e posso calcolare

P(Vl,...,Vn):/ d3r1---/ &, (U7, st
Vl n

¢ un integrale in 3n variabili e mi dice la probabilita di trovare la particella
1 in Vi, la particella 2 in V5 e cosi via. Se volessi conoscere solamente la
probabilita di trovare la particella ¢ nel volume V; allora basterebbe ignorare
gli altri n — 1 integrale, ma facendo statistica, ignorare vuol dire integrarli
su tutto il volume a disposizione (ossia —o00, 00)!Y.

nota che stiamo facendo una cosa totalmente diversa rispetto che considerare |¥|* una
distribuzione di materia, poiché altrimenti avremmo [ = n.
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2.2.3 Conservazione della probabilita

Abbiamo gia visto che 'interpretazione probabilistica richiede la normaliz-
zabilita, ossia

/ & [U(F )2 = 1
‘/tot

e chiaramente sarebbe un problema se io imponessi la normalizzazione al
tempo t = 0 ad esempio, ma passato un certo tempo ¢ questa non sia piu
rispettata, salterebbe tutta I'interpretazione che diamo alla Meccanica Quan-
tistica . Quindi diciamo che la normalizzazione dev’essere preservata
dall’evoluzione temporale e possiamo vedere come esprimere questa cosa
in matematica.

Calcoliamo 5 5 90 U
9P _ 9um a2 — g
ot~ or VOF =V Y
da 2.2.5 si ha:
ov ih 1 ov* ih )
— = —AU - -V : = ——AU" + _VU*
ot~ 2m A e M

e dunque inserendola

ih i ih i
=0 —AV - VU —— AV 4+ VI U
(Qm hV > + ( 2m + hv >
ih
=3 (UFAY — AU YD)

m

a questo punto si puo sfruttare 'uguaglianza:
Ve (0V) = VOV 4 UAY — AT =V - (V) - VI Ve
I’altra é analoga. Si ha quindi

- V. [— ;h (\I/*Wf _ \W\p*)}

2m
Posso definire il vettore (reale) dentro la parentesi quadra:
. . h
JF) = -2 (w*v\y - wvw*) - Re{—;\I!*V\II} (2.2.9)
m

che chiamo densita di corrente di probabilita e con cui posso scrivere

- +V-J=0 Equazione di continuita (2.2.10)

e ci dice che la probabilita non viene né creata né distrutta (non ci sono
sorgenti al 2° membro), ma varia da punto a punto solo in quanto trasportata
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da J,
Possiamo calcolare la variazione nel tempo della probabilita di trovare la
particella nel volume V' al tempo t

9 _ 9 [ Broro= [ a3 2P
atP(V,iE)_at/Vd rp(r,t)—/vdrat

:_/diﬂrﬁ.j:_/ J.hds
174 oV

e vedo che la probilita contenuta in V' varia solo a causa del flusso uscente
dovuto a J.
Se faccio lo stesso calcolo su Vi, pero vedo

0 0 .
EP(WOt,t) - a{l} =0= —/6wotj‘nds

come volevo.12

Per Vi, = R® ogni ¥ normalizzabile deve essere nulla sulla sfera all’oco,
ovvero, deve valere

lim U(r,t) =0
|7 —o0
ma in generale ¥ dev’essere al quadrato integrabile, quindi, deve tendere a
0 quando xz — oo piu velocemente di 1/+/z.

2.2.4 Linearita e sue conseguenze

La richiesta principale che abbiamo fatto costruendo ’equazione 2.2.5 di
Schrodinger ¢ stata quella che fosse un’equazione differenziale lineare in W.
Questa richiesta si traduce in matematica nel principio di sovrapposizio-
ne che mi dice che se

W,;(7,t) sono soluzioni = {1,...,n}
n
= Z a; V(7 1) , (av; € C) ¢ anche soluzione
i=1

detto in altre parole: le soluzioni dell’equazione di Schrodinger (corrispon-
denti ai possibili stati del sistema quantistico) formano uno spazio vettoriale
su C, che in generale ha dimensione co. Dato che richiediamo alle ¥ di essere
normalizzabili, questo spazio vettoriale ¢ lo spazio L?(V;) delle funzioni al
quadrato integrabili su Vi (che approssimeremo ad R per semplicita)'3.
Possiamo notare che:

1 Osserva inoltre che ¢ analoga a quelle note dell’elettromagnetismo classico e della
dinamica dei fluidi.

12Vedi §1.4 del [5] per vedere in modo preciso che le derivata totale rispetto al tempo
di P(Vior,t) = 0.

13Nei prossimi paragrafi vedremo quando le soluzioni sono una base di questo spazio e
che cosa questo implica.
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e Lo spazio L? & uno spazio unitario, cio¢ dotato di prodotto scalare (che
si porta dietro le sue solite proprieta, quali, linearita, simmetrico con
una complessa coniugazione e con norma definita positiva)'4, quindi

Wl e L2, (W) = [ BT
— Vo ecl? | (T,0) =Y :/d3r |T(7, 1)) > 0

e l'interpretazione probabilistica impone ||¥|| =1 V¥

e Dando l'interpretazione di Copenhagen é evidente che le funzioni d’on-
da che differiscono per una costante moltiplicativa o una fase defini-
scono lo stesso stato fisico, dato che la quantita osservabile & |¥|2.
Diciamo in generale che gli stati fisici corrispondono biunivocamente a
raggi nello spazio L?, modulo fasi. Sto dicendo che esiste una relazione
di equivalenza L?/C tc

U~ Ce'?

Spiegando un pochettino meglio, la condizione

—+00
/ d3r U (7, 1) =1

— 00

richiede oltre al fatto che la funzione sia al quadrato integrabile (quindi
dentro L?(R?))!® chiede anche che il suo integrale sia 1. Noi sappiaa-
mo che una funzione d’onda ¢ tale se risolve 'equazione di Schrodinger,
quindi, potrebbe capitare che un sistema fisico é descritto da una ¥ che
risolve I'equazione 2.2.5, ma che non soddisfa la condizione |¥]| =1 e
quindi non mi permette di dare un’interpretazione probabilistica. Nes-
sun problema perché possiamo mettere davanti I'espressione della W
una costante a piacere C' e quindi far valere l'interpretazione di Cope-
nhagen. Ma mettendo la costante C' la W risolve ancora ’equazione di
Schrodinger, quindi, la nostra costruzione della Meccanica Quantistica
, ossia fondata sulla 2.2.5 e sull’interpretazione probabilistica, non crea
interferenza tra le due ipotesi che imponiamo e siamo tutti contenti.'®

e Abbiamo gia visto nella sezione §2.1.2 che esistono descrizioni alterna-
tive dello stesso spazio L?, legate a diverse osservabili fisiche. Abbiamo
visto infatti che la TF A(E, t) contiene le stesse informazioni di W.
Torneremo su questa osservazione in piu dettaglio quando parleremo
dei principi fondativi della Meccanica Quantistica .

Yvedi [16] per discorsi dettagliati.

5Discorsi relativi a ¥ che sono distribuzioni temperate (quindi banalmente il caso di
particella libera) le ignoriamo tranquillamente e le teniamo per il corso di Meccanica
Quantistica 2, ma possiamo soltanto dire che poco cambia e che tutto funziona lo stesso.

16Questo discorso ¢ fatto nel capitolo 1 paragrafo 4 del [3].
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Queste osservazioni sono una sorta di anticipazione di quelli che poi enun-
ceremo come Principi fondativi della Meccanica Quantistica , ma per il mo-
mento accontentiamoci di questi punti, un po’ approssimativi e prendiamo
per buono che stiamo lavorando con lo spazio L? che & uno spazio unitario
completo (ossia uno spazio dotato di prodotto scalare e che ¢ uno spazio
metrico!” in cui ogni successione di Cauchy & convergente) e separabile (os-
sia tale da ammettere una base numerabile).

Uno spazio unitario completo é detto di Hilbert.

Osservazione

E doveroso puntualizzare che in realta gia I'equazione d’onda della particella
libera non appartiene allo spazio delle funzioni al quadrato sommabili, ma
é in realta una distribuzione temperata. Questa cosa verra trattata meglio
nel corso di Meccanica Quantistica 2. Basta sapere perd che per ¥ € L2
si ottiene uno spettro energetico discreto, mentre per funzioni d’onda nello
spazio delle distribuzioni temperata ¥ € S’ si ottiene uno spettro energetico
continuo'® (Vedi meglio [17]).

2.2.5 Valori medi e loro evoluzione temporale

avevamo gia visto in §2.1.3 come scrivere i vari valori medi di diverse osser-
vabili fisiche nelle diverse rappresentazioni che potevamo avere e abbiamo
inoltre visto che, nello spazio delle funzioni d’onda, funzioni dipendenti dalla
posizione avevano la definizione

Py = / & ()01

mentre funzioni dell’impulso

—

(9w = / & U (7, 1) g(—ih¥) W (7, 1)

Ma in tutta generalitd possiamo scrivere

(F(F,p)) vy = /d3r U*(F,t) F (7, —ihV) U (7, 1) (2.2.11)

che é la definizione piu generale di valor medio dell’osservabile F'.
In generale, quando dobbiamo calcolare un valor medio mettiamo ’operatore
(che sara differenziale o moltiplicativo a seconda dello spazio in cui mi trovo)

vedi [16]. Uno spazio metrico ¢ un insieme dotato di una distanza che gode di certe
proprieta.

18Spettro energetico perché mi sto riferendo ad una funzione d’onda che & autofunzione
per ’hamiltoniana, ma & una cosa applicabile in generale. Un qualsiasi autostato di un
certo operatore restituisce spettro continuo/discreto di quella specifica osservabile fisica.
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in mezzo alla funzione d’onda e al suo complesso coniugato'?.

Possiamo ora vedere un teorema molto importante della Meccanica Quan-
tistica il cui eneuciato dice che I’evoluzione temporale dei valori medi (z) e
(p) seguono le relazioni classiche.

Teorema di Ehrenfest

d, \ (pa)
Slw) = (2.2.12)

m

%@ _ <_Z‘;> (2.2.13)

Facciamo subito la dimostrazione operativa (il teorema ha l'ipotesi che il
potenziale V' non dipenda dal tempo):

e Operatore di posizione

d d [ .
— = — A
dt(:c) dt/d r Uy
ov ov*
_ 3 *, 2 F 3 .
—/drlll:cat—i—/dr T A
da 2.2.5 si ha:
ov ik i o 1
ot " m VTR S T A VY
dunque
ik 7 ih 7
— [ &3 |ve ( Zav—Ltyvw AV 4+ Lyt 2w
/ r[ :c(zm 5 )—i—( o —i—hV )x}
=T By (wrpAw - AT )
2m

a questo punto devo integrare per parti il pezzo con A¥*, ricordando
che le funzioni d’onda e le sue derivate si annullano ai bordi.

_Qm/d r (qz zAT + VT -V(x\lf))
= e (AT — U A D)
- 2m

Nota che ¢ una definizione che andrebbe raffinata perché operatori che dipendo-
no sia da z che da p, ad esempio, soffrono di un’ambiguita di ordinamento dato che
Ip. ¥ = —ihx%—f, ma P2V = —iha%(m\ll). Questo problema ¢ legato al principio di inte-
derminazione e a tutto un discorso sui commutatori, ma per il momento puoi accantonarlo
e pensarci tra un paio di capitoli.
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osserva che:

0? 82 82

2 2 2

= sﬁ(x\lf) + ;2(33\1/) 882 ()

0 (\If+ 6\P>+ 62\I/+x827\11

~ oz 0 Oy? 072

=8E+8£+x82 —1—1382 +xa2\1}

Oxr  Ox Ox2 Oy? 022
ov

e dunque si conclude che:

_ L e (wreaw — 207 2Y _ granaw
om ox
1
_ [, - = / d3r o (—z’ha) o
m ox m ox
_ (pe)
m

quindi il valor medio della posizione é legato al valor medio dell’'impulso
dalla relazione classica. |

e Operatore impulso

d d [ 5 eV

Ut ow Y
= —ih/d3r <88t ngtqf*gtgx)
riuso le equazioni per %—%’ e 8\11 da 2.2.5, cosi
= —ih/d3r [(—thf* ;V\IJ> g‘i’ + \11*6(1 <2ZZA@ — ;W)]
= /d3r K—hmf* +V\I/*) A (hQ AT — vw)]
2m ox ox
integro per parti due volte il termine con AU*, cosi

2
:/d3r { e —U*A (3‘P> +v\11*a—\1’ +h—\1f* 0 AV — T+~ 0 (pr)]

2m ox or 2m Oz ox
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ricordo che le derivate commutano
ov 0
= [ &r v (V— - (VT
/ " ( Ox 8.%‘( )>
noto che vale:

0 oV ov 2% ovr 0

- /dgr o (-?ﬂj) v
()

e di nuovo ho verificato che anche per I'impulso vale la relazione clas-
sica. |

quindi

Nota che se hai delle forze conservative allora vale
Sip = (~9V) = ()
at -

A lezione sono stati segnalati 2 esercizi sul |5] notevoli:

Es. 1.15 Vedi che non solo la norma ||¥|| é conservata nel tempo, ma anche i
prodotti scalari (U, W) se Wy e sy sono soluzioni dell’equazione di
Schrodinger.

Es. 1.17 Vedi che viene violata la conservazione della probabilita (particelle
instabili) se si introduce un potenziale V' complesso.

2.3 Sistemi conservativi e separazioni delle variabili

Fin’ora abbiamo visto diverse caratteristiche dell’equazione 2.2.5 di Schro-
dinger generale, ma per fare fisica, ovviamente, dobbiamo risolverla per poter
conoscere la funzione d’onda ¥ che ci da informazioni sul comportamento
del corpo.

In questa sezione vediamo il caso in cui abbiamo un potenziale che non
dipende esplicitamente dal tempo t*° V(7,¢t) = V(). Classicamente con

2
potenziali di questo tipo sappiamo che l’energia totale £ = % +V(r) e

conservata (% = 0 anche nel caso in cui p'= p(t) e ¥ = 7(t)), ma quello che

interessa a noi ¢ il caso della Meccanica Quantistica , in cui fortunatamente

20Nota che questo sembra un caso particolare, ma in realtd per quasi tutto il corso
consideremo potenziali di questo tipo.
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nel caso di potenziali indipendenti da ¢t abbiamo un’equazione di Schrodinger
leggermente piti semplice da risolvere.
Partiamo dall’equazione che conosciamo

ov h?
h— = —— AWV r) W
T 2m + V()
adottando la tecnica delle separazioni delle variabili, quindi definendo
U(F, 1) = u(F) (1) (23.1)
segue che
ov df
— =u(r)—= ; AV = Au(7
= =uS 7 Au()

sembra che sia un metodo un po’ forzato di risolvere I’equazione e potremmo
sospettare che le soluzioni che otterremo siano un po’ restrittive e che siano
in realta un sottoinsieme di tutte le possibili soluzioni, ma in realta quello
che otterremo sara di grande interesse e in realta saremo in grado di scrivere
le soluzioni pitt generali banalmente facendo combinazioni lineari di quelle
che troveremo con il metodo delle separazioni delle variabili.
Se mettiamo le derivate dentro ’equazione di Schrodinger otteniamo

df h?

ihu(r)== =

S FOAU) + V() (1)

Crdf R
thg = mu(d Au(7) + V(T)

visto che ho le due diverse e scorrelate dipendenze separate a destra e a
sinistra allora affinché sia risolta I’equazione differenziale entrambi i membri
devono essere uguali ad una costante. Chiamiamo la costante E osservando
che ha le dimensioni di un’energia®! e otteniamo due equazioni differenziali:

ih df _

f(t)yde
2
- ;—mAu(F) +V(AulF) = Bu(f)

La prima é facilmente risolvibile

ih df df i df i
Foa P T RO = T =k
f) _ _ i

21

ihdf] _ azione [df :EN.~tm:
[f dt] g {dt} g = ENBRGIA
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concludendo quindi, partendo dall’equazione di Schrodinger 2.2.5 rimaniamo
con due equazioni

£(t) = £(0) exp{—;Et} (2.3.2)

hZ
g Bu() + V (Pu() = Bu(7) (2.3.3)

Da notare che il comportamento dell’equazione 2.3.2 & universale, mentre
I’equazione 2.3.3 va risolta caso per caso a seconda del potenziale V' che
abbiamo e viene chiamata Equazione di Schrodinger stazionaria.

Da questo inizio di sezione ci portiamo a casa che ’evoluzione temporale
della funzione d’onda (a definita energia E) la conosco sempre e se consosco
la parte che si evolve con le coordinate spaziali, allora ci poggio affianco un
pezzo del tipo 2.3.2 e ho la funzione d’onda completa che mi interessa; le
soluzioni fattorizzabili sono dunque della forma

U (7, 1) = up(7) exp{—;Et} (2.3.4)

Oltre ad essere belle da scrivere, perché possiamo separare le variabili, le fun-
zioni d’onda nel caso di potenziali stazionari si portano dietro fondamentali
prorieta e caratteristiche:

1. Rappresentano stati stazionari
pE(7,t) = [Vu(F 0 = [u(@®|* = p(7)

quindi la densita di probabilitd ¢ costante nel tempo. Questo impli-
ca che le densita di probabilitd delle altre osservabili che dipendono
solamente dalla posizione siano anche costanti. Inoltre la trasformata
di Fourier di ¥ al tempo t & determinata dalla trasformata di Fourier
di u(7), dunque anche la densita di impulso (e delle osservabili che ne
dipendono) ¢é costante.

2. Sono stati di definita energia.
In meccanica classica sappiamo che l’energia totale ¢ rappresentata

dall’hamiltoniana )
=2 1v
2m
che in Meccanica Quantistica si traduce nell’operatore hamiltoniano

2.2.4 gia visto
. K2
H=—-——A4+V(r
- (™)
e posso notare che 'equazione 2.3.3 la posso scrivere come un’equazione

agli autovalori di H
Hu(7) = Eu(T)



50

CAPITOLO 2. Equazione di Schrodinger

ma posso aggiungere il pezzo oscillante con la dipendenza da ¢ e con-
tinua ad essere un’equazione agli autovalori di H

HUp = EVy

e posso verificare che nello stato descritto dal Vg il valor medio dell’e-
nergia ¢ F ed ¢ a varianza nulla:

(H)y, = / &y W (7 ) FT (7 ) = / & 0(7) Bup(7)
Y

_ /d3r W (F) Eup(F) = B

(HY)y, = / Br UL(F ) H? U (7, t) = / r why(7) H Hug(7)
Bu(7)

_ E/d3r W (F) Fup(7) = B2
———
Y

AH = \/(H%) — (H2 =0

ma ricorda che se la varianza ¢ nulla, allora ogni elemento del campione
deve avere lo stesso valore. Concludiamo che una soluzione separabi-
le ha la proprieta che ogni misura dell’energia totale restituisce con
certezza il valore E.

quindi

. La soluzione generale dell’equazione di Schrodinger completa puod es-

sere espressa come combinazione lineare di stati stazionari.

Questa cosa la verificheremo in esempi concreti, ma in generale vale che
risolvendo 'equazione stazionaria possiamo trovare un’infinitd nume-
rabile di soluzioni {u,us,...,u,} con associata a ciascuna un valore
di energia F {E1, Es, ..., E,} e che risolve un’equazione agli autovalori

quindi ¢’é per ciascuna una funzione d’onda diversa per ogni valore di
energia

Ui(F. 1) = () exp{—;Eit}

e come si pud verificare una combinazione lineare di queste funzioni
d’onda risolve 'equazione di Schrodinger 2.2.5 completa??. Scriviamo
la soluzione pitt generale come

U(r,t) = chun(f’) exp{—;iEnt} cn€C (2.3.5)

n=1

22Non risolve quella stazionaria perché combino diverse energia e abbiamo visto al punto
sopra che una soluzione di quella stazionaria ha definita energia.
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NOTA questa cosa verra postulata meglio in un prossimo capitolo in
cui parleremo dei principi fondativi della Meccanica Quantistica, .

Faccio un breve riassunto di quello detto fin’ora in questa sezione.

I1 nostro fine ultimo ¢ quello di determinare la funzione d’onda ¥(7,t) del si-
stema che consideriamo risolvendo ’equazione di Schrodinger. Ci viene dato
un potenziale indipendente dal tempo V' (7) e la condizione iniziale ¥(7,0).
Per raggiungere il nostro scopo e da ¥(7,0) determinare la funzione d’onda
in ogni istante successivo, avendo V() risolviamo l'equazione di Schrodin-
ger indipendente dal tempo e troviamo un insieme di soluzioni {u, } ciascuna
con il suo valore di energia F,. A questo punto cerchiamo di scrivere W(7,0)
come una combinazione lineare delle soluzioni stazionarie

T(F,0) =) cntun(f)
n=1

e per costruire W(7,t) basta moltiplicare ogni termine che abbiamo nella
combinazione lineare per il suo specifico fattore oscillante, cosi otteniamo la
soluzione 2.3.5.
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Osservazioni

e Nel punto 1 delle caratteristiche delle funzioni stazionarie abbiamo
detto che la probabilita e i valori attesi sono indipendenti dal tempo e
appunto li chiamiamo stati stazionari, ma attenzione che una funzione
d’onda scritta come combinazione lineare di stati stazionari (la funzione
2.3.5) non rappresenta uno stato stazionario.

Ad esempio

!
o

~—
I

clul(F) + CQ'LLQ(F)
c1u1(_’)6_%E1t + C2UQ(F)6_%E2t

-
(U7, )2 = p(7,£) = e1 [l ()7 + ez uz (7))

+2e{ |cieni () expd (B2 - B} ||

o
~

~—
I

quindi ¢’é una dipendenza dal tempo e la probabilita di posizione oscilla
con una frequenza angolare wo; = %(Eg — Ey).

e Gli autovalori dell’equazione
HY, = E, U,

sono reali. Cosa non sorprendente visto che diamo l'interpretazione
fisica dell’energia totale alla costante E e se dessimo all’energia una
parte immaginaria la normalizzazione degli stati stazionari non sarebbe
conservata (la densita cresce nel tempo):

2T
E, — E, +il,, = |V, (7, t)\2 = un(f’)|2exp{—hnt}

Anche quest’osservazione che gli autovalori di osservabili fisiche debba-
no essere reali verra vista meglio nei principi fondativi della Meccanica
Quantistica .

e Possiamo dare un’interpretazione statistica dei coefficienti della com-
binazione lineare 2.3.5. Quando nella sezione §2.1.2 abbiamo sovrap-
posto stati di definito impulso (numero d’onda) tramite la trasformata
di Fourier abbiamo assegnato al modulo quadro |A(k, t)|? il significato
di densita di probabilita di numero d’onda. Anche ora possiamo fare
la stessa cosa visto che stiamo sovrapponendo stati di definita energia,
quindi interpretiamo i coefficienti ¢, come ampiezza di probabilita
per l’energia e diciamo che se si effettua una misura di energia su
un sistema descritto da 2.3.5 allora possiamo ottenere il valore E,, con
probabilita |c,|%.
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I problema in questo caso é che quando lo facevo con A(k,t) avevo a
disposizione i teoremi dell’analisi armonica, mentre ora la condizione

oo
>l =1
n=0

non € gratuita, ma verificheremo in seguito che ¢é vera.
In piu da adesso abbiamo due modi per calcolare il valor medio dell’e-
nergia (quello della Meccanica Quantistica e quello statistico):

(H) = / ErvHY = |en* By

2.3.1 Problemi unidimensionali stazionari

Sfruttando ’equazione stazionaria in una dimensione 2.3.3 siamo in grado di
risolvere una serie di problemi caratterizzati da potenziali definiti a tratti.
Prima di fare cid perd vediamo delle proprieta di 2.3.3 che alla fine ¢ un’EDO
di secondo ordine.

a. Per fissata energia E e generico V(x) allora la soluzione la posso
scrivere genericamente come una combinazione lineare di 2 soluzioni
particolari linearmente indipendenti

Ug(x) = Aug(x) + Bug(z)

b. Date due soluzioni ad E fissato possiamo vederne il Wronskiano
/ /
Wg(x) = ugpvg — upvy

che in realta ¢ costante in z, quindi Wg(x) = Wg (si domostra calco-
lando %). Dal Wronskiano si vede se due soluzioni sono linearmente
dipendenti, infatti & condizione necessaria e sufficiente affinché due so-
luzioni siano linearmente dipendenti che Wgr = 0 (metti Wgr = 0 ed

integra).

c. Pero bisogna anche notare che per soluzioni normalizzabili si pud con-
cludere che gli autovalori dell’hamiltoniana F,, sono non degeneri, il
che vuol dire che u, ed v, sono proporzionali. Infatti se le soluzioni
sono normalizzabili, allora devono tendere a 0 per x — 00, ma so
che W, & costante in z, quindi se deve annullarsi in +o0 allora ¢ nullo
ovunque.

d. Come in meccanica classica possiamo individuare delle regioni permes-
se e proibite in base ai valori di E e V(z).
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DE‘G\OFE
PQo1B.TA

Denotiamo le regioni in cui E > V(z) le regioni classicamente per-
messe ¢ quelle con V(z) > E come classicamente proibite. Questa
distinzione vale anche in Meccanica Quantistica , perché se scriviamo
I’equazione 2.3.3 come

U'(x)  2m
U(z) B2

(V(z) - E)

possiamo vedere che: nelle regioni permesse W é oscillante in quanto
il segno tra ¥ e ¥” & opposto. Nelle regioni proibite invece ¥ e ¥
hanno stesso segno e questo implica che se £ < V(x) Vz allora la ¥
non puo essere normalizzabile, quindi, in questa situazione non ci sono
soluzioni accettabili, come suggerito dalla situazione classica.

e. Nel caso dovessimo avere potenziali simmetrici V(z) = V(—x) allora
anche le soluzioni normalizzabili hanno parita definita, cioé¢ ¥, (z) =
+W,, (—z). Infatti se ¥,,(x) ¢ soluzione di Schrodinger allora

72 AW, (x)

“om da? + V(2)¥y(2) = BV, (2)

e se faccio © — —ux allora ottengo I'equazione

7 W, (—a)

V() = B

in cui pero posso scrivere V(z) = V(—=x) e quindi anche ¥, (—z) ¢ solu-
zione. Ma sapendo che per soluzioni normalizzabili a fissato E,,, lo spa-
zio delle soluzioni ¢ unidimensionale (FE,, non ¢ degenere), dev’esserci
una sola soluzione, quindi

U(zr) =c¥(—z) = /daz|\If(x)|2 = |02/d:1: U(—z)> =1=¢
—c==*1
3

quindi ¥ o & pari oppure dispariZ®.

Come gia detto si puo utilizzare I’equazione 2.3.3 per risolvere una serie di
potenziali costanti a tratti in una dimensione. Nota che la maggior parte dei

23Questa cosa & esprimibile meglio in termini dell’operatore P di paritd, ma vedi meglio
gli appunti [17] del corso di Meccanica Quantistica 2
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problemi di questo tipo sono risolti nelle lezioni di esercitazione del professor
Badger o se vuoi vedere in [2|. Pero in generale sono casi in cui

Hrr,...xn} / V() =V, per z <z <ziqq

e generalmente si distinguono due casi

. — — Buca
Boiuuana i | 2=

e prima ancora di iniziare a parlare di cose specifiche possiamo vedere
degli aspetti generali:

a. Chiediamo sempre la continuita della funzione d’onda ¥ e della sua
derivata ¥’ per potenziali discontinui. Ma la discontinuita di V(z) va
considerata come una modellizzazione di un potenziale rapidamente va-
riabile (vedi figura sotto). Possiamo vedere che partendo dallequazione

stazionaria
d®W(z) 2m
Tde? = Il [V(x) - E] V()
zotd 42y qU dw om  [Toto
:>/ ws=T -3 =3 dz [V(z) - E]¥(z)
z0—5 z T pg+6 L\ go—5 zo—6

Da cui noto che se V(z) & limitato in x allora il limite § — 0 esiste e
la derivata ¢ continua, mentre una discontinuita V' (x) — oo non mi fa
imporre la continuitd della derivata di ¥, ma mi rimane quella di .

S,

Le condizioni che in generale dobbiamo imporre alla funzione d’onda e
alla sua derivata derivano da quello che richiediamo alla funzione d’on-
da (ricorda cosa abbiamo detto in 2.1.1) ossia che sia monodroma (non
c’entra con quello che stiamo dicendo) e continua in tutto lo spazio.
Affinché la funzione d’onda sia continua in tutto lo spazio dobbiamo
ovviamente richiedere la sua continuita e pure quella della sua derivata
che devono esserci anche sulle superfici su cui il potenziale presenta
delle discontinuita. L’unico caso in cui non possiamo richiedere la con-
tinuita di ¥’ & quando abbiamo discontinuita infinite del potenziale (lo
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abbiamo visto appena sopra), ma in questo caso la particella quanti-
stica non pud penetrare all’interno di regioni in cui V' = oo, cioé in
queste regioni deve valere ¥ = 0. La continuitd di ¥ in questi casi
impone che ¥ si annulli sulla superficie di queste discontinuita.?*

b. Consideriamo il caso ad esempio 0 < E < V (z)

in cui
V=0 per —L<z<L
V=V per|z]>L
Classicamente mi aspetterei che una particella con quella energia ri-

manga indefinitivamente dentro la buca, ma proviamo a vedere in caso
quantistico. Vediamo cosa ci dice ’equazione di Schrodinger nelle varie

regioni
d?v 2
T -Fr=0 8= h—?(%—E)>O per —L<z<L
d?v 2mE
@—i—kz\llz() k= % per |z| > L
che porta alle soluzioni
Ur(z) = CeP”

\I/[](w) = Aethz + Be ik
\I/[[[(x) = De P2

in cui si é gia imposta la condizione di normalizzazione (¥ — 0 per z —
+00), ma a cui manca ancora da imporre le condizioni di continuita di
U e ¥ in o = £L. Piu avanti faremo i conti ma per ora basta sapere
che la forma generale di W sara del tipo:

24Un discorso dettagliato sui vari valori dell’energia FE nelle varie regioni in cui il po-
tenziale U assume valori diversi (anche infiniti) & fatto da Landau nel paragrafo 18 del
capitolo 8 (pag. 75) di [8]. E un discorso molto teorico & forse un po’ troppo per questo
corso, sard fatto bene con le relative dimostrazioni al corso di Meccanica Quantistica 2,
vedi [17].
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in cui noto una cosa particolare della Meccanica Quantistica , ossia
che la funzione d’onda non si annulla per valori |x| > L, quindi la
probabilita di trovare la particella al di fuori della buca, quindi al di
fuori dalla zona classicamente permessa, non € nulla. Questo si chiama
effetto tunnel.

2.3.2 Buca di potenziale infinita

Ora, vogliamo risolvere il problema della buca con pareti infinite e ci mettia-

mo in una configurazione asimmetrica, ovvero, V =0 per 0 < x < a che per

alcuni aspetti semplifica il problema, ma oscura totalmente la simmetria®>.

S—— ?;a ¢

Rifacendo quello che abbiamo accennato nel punto b. della pagina
precedente abbiamo le soluzioni

Ur(x) = CeP? + Fe P”

Urr(x) = Aeth® 4 Be~ ke

\Ifjjj(x) = Eef® + De= P
in cui se imponiamo la normalizzazione troviamo F' = E = (0 ottenendo come
prima

Ur(z) = Ceb®

\I/[](l‘) = Aetkr + Be ik

\I’[[](l') = De_ﬁx

Z5Per ora il fatto che non vediamo la parita della funzione d’onda non ci interessa, ma
quando cominceremo a parlare di ICOC sara importante essere in grado di individuare
tutte le osservabili del problema per eleiminare la degenerazione. Per ora ignora tutto cio.



58 CAPITOLO 2. Equazione di Schrodinger

ma se ricordiamo che
2m
=15z V- E)
allora vediamo che nelle regioni proibite I e II] 8 — oo e quindi ¥; — 0
per x — —oo e ¥rrr — 0 per x — +o0o. Quindi otteniamo che la funzione
d’onda si trova solamente nella regione I e per semplicita scrivo solamente

U;r = WU e mi conviene scriverla esplicitando gli esponenziali complessi e

2mE
U(x) = Asin (kx) + B cos (kz) con k= M

Occorre ancora imporre le condizioni di continuita in x = 0 e x = a di V.
Solamente di ¥ e non della derivata perché abbiamo gia visto che se V' — oo

scirvere

non possiamo imporla. La imponiamo in x =0
U(0)=¥;0)=0 = B=0 = V(z)=Asin(ka)

e se la imponiamo anche in z = a

U(a)=VUr(a) =0 — ka=nr = kokn="2 n=1,2...
a

Nota che n # 0 poiché implicherebbe ¥ = 0, ovvero, 'assenza della parti-
cella. Nota che le soluzioni sono onde stazionarie (di probabilita) e che la
seconda condizione al contorno non mi fissa la costante A, ma quantizza il
numero d’onda e quindi ’energia

nmw 2mE n2n? 2mE h2m2n?
hin = — = 2 d 2 T 12 En = 2
a h a h 2ma
(2.3.6)

che sono tuttle le sole energie possibili. Le energie presentano uno spettro
discreto perché la particella & confinata.
Posso fissare la costante A imponendo la normalizzazione

/]\I/(w)|2d:c:1 — ]A\Q/ sin2(k:na:):\A|2% = A= 2
0 0

a

cosi ottengo anche l'espressione per la funzione d’onda nel caso di buca

infinita
2 . /nmw
U, (z) = \/;sm (733) (2.3.7)

Facciamo alcune osservazioni su questo problema.

e Come previsto gli autovalori E,, non sono degeneri (ho una sola ¥,, per
ogni E,)
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e Come detto in generale parlando dell’equazione stazionaria, le auto-
funzioni ¥,, hanno parita definita rispetto al centro della buca (se fai
il cambio di coordinate si vede ancora meglio). In questo caso Wg, ¢é
dispari rispetto a/2, mentre Wy, 11 ¢ pari.

e La funzione d'ondahan+1nodiin0 <z <a

e [’energia minima F; non € zero, questo perché se confino una particella
dentro una buca, questa non rimarra mai ferma, se lo facesse violerebbe
il principio di indeterminazione (se la x va a zero, I'impulso deve essere

grande)?0,

) ns (P)ns (P00 155 %0, ("TM)Q] allora

3
puoi verificare che AzAp > § per ogni ¥, [%F3] (nota che (p) = 0

poiché ¥,, contiene entrambi i termini p = +hk).

Se ad esempio ti calcoli (x)y,

NS

e Possiamo anche vedere in questo caso la proprieta che i caso classico
é sempre una media del caso quantistico, quando n — oo. Noi non
vediamo che le energie sono discrete poiché

h2n? 9 9 h27?
Eny1—E, = a2 [(n+1)"—n’] = " [2n + 1]
ma
En+1 - En ~ l
E, n

che tende a zero se n — oo. La densita di probabilita classica & una
media su tanti n del caso quantistico

v A

Possiamo anche fare i conti:
Az dz
so Az =vAt = At=— = dt=—
v v
e so calcolare il tempo che ci mette la particella per andare da 0 ad a
ossia

quindi

dt drv dx

chlassica(x) = pclassica(l')dx = T7/2 - Ta = 7

26Cosa analoga succedera per loscillatore armonico visto che il suo potenziale &
comunque infinito, ma solamente di forma diversa (parabola).
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nel nostro caso vediamo )
1.\ T) = —
pei.(z) .

ma potrei anche vedere che

2 . /nw
pn = |¥n(z)> = = sin (—x)
a a

che mediato mi da esattamente 1/a.

Possiamo anche sfruttare questo caso particolare per verificare 'or-
tonormalita e la completezza degli stati ¥,,. Ci aspettiamo (per le
considerazioni dette per 'equazione stazionaria) una soluzione gene-
rale dell’equazione di Schrodinger completa come una combinazione
lineare delle ¥,, con 'opportuna dipendenza da t:

gcnn eht

scirvendo questo in sostanza ci aspettiamo che le ¥,, siano una base
spazio vettoriale (L%(0, a)) delle soluzioni (degli stati fisici realizzabili).
Possiamo effettivamente verificare che le ¥,, sono una base dello spazio
fisico, vedendo l'ortonormalitd e successivamente la completezza.

Ho ben definito il prodotto scalare in L?(0,a)
(U, 0,) = / da W, () W (1)

[ HESTES
R G R

Sfruttando il teorema di Dirichlet (analisi armonica) posso dire che
VU(z,0) € L*(0,a) Hen} / V(2,00 =) ¥

e in questo senso posso dire che le ¥,, sono una base ortonormale nello
spazio di Hilbert degli stati fisici accessibili.

e Data una specifica ¥(x,0) & possibile determinare tutti i ¢,. Ho

0) => cnTn()
n=1
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e segue che

(U, U) /Olz dz ¥ (z)¥(z,0)

— Zlcn/o dz \I/in@?)q/n(x)

n=
)

= g Cn(sn,m =Cm
n=1

e in pit per soluzioni normalizzate posso vedere:

/ dz [0 (z, )2 —/ dz [U(z,0)[2 = 1
0

x

=> > cm/o da U2 ()W, (z)
nozol m=1
Z Z cncm n,m — Z |cn’2
n=1m=1

che legittima I'interpretazione di |c,|? come probabilita di trovare E,
effettuando una misura di energia sullo stato descritto da W.

o Effettivamente vediamo che il valor medio dell’energia nello stato de-
scritto da ¥ & correttamente rappresentato dai cy,:

(E)y = /0 dz U (2, ) FT (1)

= Z c cm/ dz U* (z) HY,, (2 )e_%(Em_E")t

%/—/
n,m=1 —Em‘lfm( )
0 .
_i _
= E Ceme 7 (Em E”)tEm(Fn,m
n,m=1

[e%S)
=D Enlenl”
n=1

come mi aspetterei dalla definizione statistica.

In sostanza data una qualsiasi condizione iniziale io posso fare i prodotti
scalari con le funzioni stazionarie per trovare i ¢,, una volta trovati posso
scrivere la ¥(z,0) come combinazione lineare, ci appiccico affianco la di-
pendenza temporale corretta e ho risolto completamente il problema, poiché
posso anche calcolarmi tutte le probabilita di tutte le osservabili al tempo t.
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Capitolo 3

Una nuova notazione

Questo & un capitolo sulla notazione (solo inizialmente), ma contiene con-
cetti fondamentali, motivo per cui non é da saltare.

Intorno agli anni 30’ del ventesimo secolo Paul Dirac ha trovato un for-
malismo per trattare la Meccanica Quantistica in modo decisamente pit
compatto e semplice, talmente tanto che questo formalismo é rimasto an-
che per le teorie successive (vedi QFT). Prima di trattare questo formalismo
completamente nuovo ricapitoliamo fin dove siamo arrivati con lo studio della
Meccanica Quantistica e le domande aperte che abbiamo lasciato.

e Abbiamo sempre associato delle ossevabili classiche, quali impulso,
energia, posizione, con operatori quantistici

~
A~ ~

T — ; p—p ; F—-H
e questa corrispondenza dovremo renderla pitl precisa e rigorosa.

e Abbiamo notato, anche se non ci siamo soffermati molto, che opera-
tori associati ad osservabili classiche hanno autovalori reali e autovet-
tori organizzati in basi ortonormali. Dovremo capire meglio questa
situazione.

e Abbiamo notato che alcuni operatori hanno autovalori in uno spettro
discreto (energia) mentre altri in uno spettro continuo (impulso e po-
sizione) e forse con un piccolo cenno abbiamo visto che autovettori di
operatori con spettro continuo sono funzioni d’onda non normalizzabili
(vedi il caso di particella libera). Dovremo capire meglio come trattare
queste funzioni, come interpretarle statisticamente e quando ¢é lecito
considerarle!.

LQuesto sara uno dei primi argomenti del corso di Meccanica Quantistica 2.

63
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e Abbiamo visto, anche solo nel caso della particella libera, che lo stato
di una particella quantistica pud essere rappresentato in modi molti
diversi (ad esempio ¥(x) , A(k), {¢,}), ma che comunque in tutti i
casi I’evoluzione temporale la determiniamo sempre con ’equazione di
Schrodinger. Come possiamo generalizzare lo stato di una particella e
come mettiamo in relazione le possibili rappresentazione.

Gli appunti che seguiranno riprendono molto, se non in modo totale le
note delle lezioni [1], ma si ¢ scelto il piu delle volte di essere molto sintetici
su concetti o conti banali. Se si vogliono vedere appunti dettagliati si vedano
le lezioni 12, 13, appunto, di [1].

3.1 Brae Ket

Come modo di unificare le diverse rappresentazioni dello stato fisico, Dirac
trova un modo per indicare un generico vettore nello spazio (di Hilbert) degli
stati che rappresenta. In questo modo si generalizza il tutto e al posto di
dare una specifica forma dello stato (¥ nello spazio delle x, A nello spazio
dei numeri d’onda, etc.) lo si indica genericamente e poi si "proietta" (in
seguito vedremo che significa) nello spazio che ci interessa al momento che
ci € piu conveniente.

Poniamoci in una situazione in cui sono note un certo insieme di proprieta
{a;} con i = 1,...,n sullo stato fisico. Denotiamo questo insieme con « e
supponiamo che sia massimale, cioé¢ che identifichi univocamente il vettore
e che dato questo insieme io riesco ad identificare tutto quello che mi serve
(¢ una lista di proprieta indipendenti). Indichiamo il vettore con il seguente
simbolo

|a) KET
pero, noi sappiamo che lo spazio degli stati fisici € metrico, ossia ammette
un prodotto scalare, noto il prodotto scalare possiamo definire che cos’é
I'applicazione duale (per definizioni dettagliate vedi [16]) e quindi i vettori
duali, interpretabili sia come vettori riga (ossia i ket trasposti) sia come
applicazioni lineari dallo spazio di Hilbert allo spazio C. Definiamo i vettori
duali come

(8|  BRA

che essendo definiti dal duale sono appunto per definizione:

Bl : H—C | V|)eH
la) € H— (Bla) € C

e nel nostro caso (Bla) = ({Bla))" e {ala) > 0.
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Nota che definendo |a) come un generico vettore in cui identifico un
generico stato, questo unifica le varie possibilita:

U, (z) ; Ay (k) : el

n

e che il prodotto definito operativamente come sopra non cambia se cam-
biamo rappresentazione. Vediamolo facilmente prendendo |a) = U, (7) e
(B| = Wj(r), conseguentemente si ha

(Bla) = /d% W () W () (3.1.1)

perd potremmo utilizzare la relazione 2.1.5 che mi porta nello spazio delle k
ed ho

(Bla) = (2i)3 / Bk 3K Br AL () Aa(F) e 1 F =R (3.1.2)
= / &Pk Pk AG(K) Ao (k) 5(K — k) (3.1.3)
= /d%A;;(E)Aa(E) (3.1.4)

che ¢ la stessa definizione che avremmo trovato se avessimo considerato |a) =
Aq(k) e (B] = Az(K'). Se invece nella 3.1.1 introduciamo

o (r) = Z nga)q/n(F) ) Up(r) = Z ngﬁ)\pn(f‘)
n=1 n=1

otteniamo

<

()" el / & T (7) T, (7) (3.1.5)

(c(6)>* (o) On,m (3.1.6)

-3 (Cgﬁ))*cga) (3.1.7)

che & quella che mi sarei aspettato se avessi preso gli opportuni |a) e (f].

A questo punto si potrebbe fare un riassunto di cose gia viste in GAL
I, ma utilizzando il linguaggio dei Bra e dei Ket. E proprio ora che quello
che accennavo prima avviene. Potrei risultare un po’ frettoloso o sommario
in alcuni tratti di questa parte, per questo motivo se vuoi una trattazione
completa rivedi [1].
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Un insieme di vettori {|¢)} in uno spazio normato V' di dimensione d ¢
una base O.N. sse:

d
VipyeV =Y ali aeC

=1

(ilj) = di
ne segue che:
d d d
ViyeV (o) =Gl D el =) e lili) =) by =c

j=1 j=1 j=1

La prima condizione della base O.N. implica la completezza:

d d d

d
vy =Y e liy =Y (ilv) i) =Y |i) (ilv) =| D Ii) (il = Laxa
=1

i=1 =1 i=1

questa ¢ la relazione di completezza, sarda fondamentale per tutta la trat-
tazione della Meccanica Quantistica , ma nota che questa ¢ una notazione
in dimensione finita e in uno spettro discreto, noi avremo a che fare con
dimensioni infinite e anche con spettri continui.

3.2 Operatori Lineari

Continuiamo il ripasso di GAL I parlando anche di operatori lineari. Avendo
richiesto la validita del principio di sovrapposizione avremo a che fare solo
con operatori lineari, che nel caso di dimensione finita d sono rappresentabili
come matici d X d (nel caso infinito saranno matrici potenzialmente infinite)
la cui azione é definita come

‘v'> = M |v)
M (alor) + Blos) ) = aM [or) + BM [v3) = a[v]) + 5 [v)

si pud vedere cosa sono gli elementi di matrice con il linguaggio dei Bra e
Ket:

d d
V)= D0 1) = Mv) = Mzm = (M10)
=1 = i=1
d d
=>v3-ﬁ<j\v’>=<j|(Zvi(M'“)) D i M) ZMW
=1

=1
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dunque gli elementi di matrice dell’operatore M nella base O.N. {|i)} sono
dati da

M;j = (il M |j) (3.2.1)

quindi piu avanti quando avremo a che fare con operatori in Meccanica Quan-
tistica , bastera prendere una base, fare il prodotto scritto sopra, quindi far
agire I'operatore sul ket oppure sul bra e anche se sappiamo solo com’¢ fat-
ta ’azione di un certo operatore riusciremo a scriverlo come una matrice.
Attenzione il prodotto scalare scritto in 3.2.1 pud essere interpretato sia
come l'azione di M su |j) sia come 'azione di M a sinistra su (i|. Questa
cosa la possiamo fare a cuor leggero pero solo in alcuni casi, ossia, quando
gli operatori sono hermitiani, altrimenti I’azione a sinistra di un operatore é
leggermente diversa®. Definiamo:

MT /M j) = (jIMT i) Vl]i),|j)  Trasposto di M
diciamo che M ¢é Simmetrico se
M =MT ovvero (i|M|j)= (j|Mli) VIi),|j) ovvero M;; = Mj
Definiamo inoltre
M/ G MGy = (Gl MT )" Vi), 1) Aggiunto di M
diciamo che M é Hermitiano se
M =M" ovvero (i| M|j) = (j|M|i)* VI]i),|j) ovvero M = M;
Nota che in dimensione finita le definizioni di operatore autoaggiunto ed her-
mitiano sono equivalenti, ma quando si va in dimensione infinita si devono
fare discorsi relativi ai domini degli operatori, lo vedremo in seguito®.
Parliamo ora dell’equazione agli autovalori di un operatore. Attrezzo
fondamentale poi per tutta la trattazione della Meccanica Quantistica . Nella

notazione dei Bra e Ket scriviamo

M |m) = m |m) dove m € C (3.2.2)

2vedi nel capitolo relativo all’oscillatore armonico nel caso algebrico l'azione degli
operatori a e at.

3Brevemente e malemalente si puo dire che in dimensione finita il dominio di un opera-
tore & ancora uno spazio vettoriale e 'operatore M & un omomorfismo tra V e il dominio e
lo spazio di arrivo, quando si va in dimensione infinita il dominio dell’operatore potrebbe
avere natura diversa dallo spazio vettoriale di partenza V. Molte volte il dominio é lo
spazio V' piu la sua chiusura, succede ad esempio con 'operatore derivata. Se interessato
vedi capitolo 2.1 di [16] in cui fa discorsi sull’argomento.
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se prendiamo una base O.N. {[i)} e ci ricordiamo la relazione di completezza,
possiamo "proiettare"* su (i

(i| M |m) = m (i|m)
= 2 M) (jlm) = m (ilm)

=D Mij(17); = m(im);

abbiamo trovato la notazione pre Bra e Ket, in cui compare I'elemento di
matrice M;; e le componenti i e j del vettore m.

Vediamo delle proprieta fondamentali di operatori hermitiani:

e Gli autovalori di un operatore hermitiano sono reali. Sappiamo

M m) = m [m) M= M
allora®
(] M |m) = m (m|m)
(m| M fm) = (| MY [m))” = ((m| M [m))* = m* ((mlm))*
—sm {mlm) = m* (mfm)* = m* (m|m)

—m=m"

Gli autovettori di un operatore hermitiano appartenenti ad autovalori
diversi sono ortogonali. Prendiamo

M{mi) =mi|ms) 5 Mlmj) =m;[m;)
e sappiamo che M = M. Possiamo vedere 'elemento di matrice
(mi| M [mj) = m; (mi|m;)
(il M mg) = ({mg| M i) = (G| M i) = m ((mylmi))*

=mj (mi|my) = m; ((mj|m;))* = m; (mi|m;)

=>(m; —m;) (mi|m;) =0
e affiché sia verificata la condizione dell’ultima riga occorre che

(milmj) =0 se m; # m; (3.2.3)

4Molto spesso si fa questa cosa in Meccanica Quantistica , ora, io non ricordo se nel

corso di GAL si usasse gia questo termine, ma sostanzialmente si fa un prodotto scalare
con un Bra a sinistra dell’oggetto in esame.

5Per calcolare ’autovalore facciamo sempre il valor medio dell’operatore nell’autostato

corrispondente all’autovalore che ci interessa.
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ovviamente nel caso in cui m; = mj; si ha (m;|m;) = ||m;) |* e I'equa-
zione € soddifatta. Nota pero che noi possiamo costruire una base di
vettori ortogonali per cui si ha la condizione (m;|/m;) = 0 per i # j e
non € necessario che gli autovalori siano diversi e dunque puo succede-
re che m; = m; pur soddisfando la condizione. Questa situazione in
cui pitt autovettori hanno stesso autovalore si chiama degenerazione.
Non ¢ una situazione molto felice per la Fisica, ma nel capitolo dei
postulati della Meccanica Quantistica vedremo come risolverla.

e In dimensione infinita prenderemo come postulato della Meccanica
Quantistica che gli autovettori degli operatori hermitiani formano insie-
mi completi e sono delle basi O.N. nello spazio vettoriale di riferimento.

3.3 In dimensione infinita

Come gia detto pitt volte quello che interessa a noi in Meccanica Quantistica &
il caso in cui lo spazio di riferimento ha dimensione infinita. In uno spazio del
genere il prodotto scalare € definito in termini di integrale e non di matrici.
Nel nuovo formalismo scriviamo

(nfm) = [ AV w3779,
(alpim) = [ av w3 (~in9) w;,(7)

I forse il caso far notare che alcuni libri (tra cui [5]) utilizza una notazione
per I'azione di operatori leggermente diversa. Quella che si segue &

(f1Qlg) = (gl Q") (3.3.1)

che non modifica i ruoli dei Bra e Ket detti fin’ora e ’azione degli operatori.
Vediamo subito due esempi cruciali di operatori hermitiani.

Hermiticita dell’operatore impulso definito (per semplicita in una di-
mensione)

p= —ihaax (3.3.2)

Vediamolo. Conosciamo la definizione:
. . 0
(a|p[B) = /dx U (z) (—zh(%) Us(x) (3.3.3)

Verifichiamo che utilizzando p! troviamo la stessa espressione.

pr/Va, B ¢ (BB |e) = (a]p|B)*
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calcoliamo {a|p|B)* e verifichiamo che sia uguale alla definizione 3.3.3.
. « L 0 :
(a]p|B)* = [/ dz ¥} (x) <_m8$> \I/[g(x)]

— / dz Uy () (z’hi) ()

posso integrare per parti

- / dz U(x) (—z’hi) Vo ()
= (B|p|a)

A

—p=p

Possiamo inoltre vedere ’hermeticita dell’operatore posizione Z che per
definizione agisce moltiplicativamente. Rifacciamo le stesse cose fatte per
I'impulso.

(o] 18) = / de W7 ()20 5 () r€R (3.3.4)

' /Yo, B8 (6[@* lo) = (o] Z|B)"
calcoliamo (a Z|3)*

*

(al1)” = | [ arwiaws(o)
_ / A W ()0 ()

posso spostarli come voglio essendo moltiplicati
_ / Ao W ()W o (2)
= (Bl Z]a)

=i =3l

Osservazione
Queste derivazioni formali presuppongono che gli integrali esistano sempre
(non potrei fare le intregrazioni per parti con leggerezza) e che I'integrazione
per parti sia possibile senza termini di bordo. In generale se ¥ € L?(V) non
& detto che p¥ e 2V siano pure in L2(V). Ad esempio

eOéT' dq] eOéT'
U~ —el?R)=— — ~
r € L°(R) dr r2

¢ L*(R%)

ed & per questo motivo che bisogna distinguere tra operatori hermitiani ed
autoaggiunti in dimensione infinita e fare dei discorsi (gia accennati sui do-
mini di questi operatori). Questo problema che ’azione di operatori con



3.3. In dimensione infinita 71

spettro continuo non rimanga nello spazio di interesse ¢ oggetto del corso di
Meccanica Quantistica 2, ma possiamo fare qualche cenno molto abbozzato.

Il dominio di un operatore M in uno spazio di Hilbert H ¢ definito come:
DM)={la)yeH / |y =M|a) e H} CH
La definizione di aggiunto dell’operatore M &
Mt (el M) = (B M |a)
il cui dominio €&
DMt ={18) € /3la) €H = ¥) € DM) , (1| MPIB) = (3]a)} € H

e nota che in generale i due domini non coincidono, ma possiamo avvalerci
di un teorema in dimensione infinita che dice:

D(M)C DM CH

Osservazione
In dimensione finita si ha:

D(M) =DM =H

Definiamo operatore hermitiano (i matematici lo chiamano simmetrico)
se
(BIM |a)" = (a| M |B) V], |B) € D(M) (3.3.5)

cioé se M = MT in D(M).

Definiamo operatore autoaggiunto se vale la 3.3.5 ma in piti chiediamo
che
D(M) = D(M")

Dunque ¢é ovvio che tutti gli operatori autoaggiunti sono anche hermitia-
ni, ma non il viceversa.

La distinzione tra hermitiano ed autoaggiunto in realta ci tocca poco,
ma é giusto menzionarla e ritengo utile riportare un esempio per vedere la
differenza. Situazioni in cui € rilevante coinvolgono la scelta di condizioni al
contorno, oppure casi in cui V(7) presenta singolarita. Prendiamo ’esempio
della buca rettangolare infinita di larghezza a in cui imponiamo le condizioni
al contorno:

il dominio di p é:
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con questa definizione p é hermitiano, poiché integrando per parti i termini
di bordo sono nulli. Lo abbiamo dimostrato poche pagine fa. Pero possiamo
vedere che non ¢ autoaggiunto. Lo si puo vedere dalla definizione di dominio.
Vediamo che

813" 10) = lalpls) = | [ wwwio) (=in ) wa(o)]

0

¢ immediato vedere che il dominio di p impone che ¥g(0) = Vg(a) = 0,
ma posto questo l'integrazione per parti non chiede nulla su ¥, e il tutto
funziona anche se ¥,(0) = ¥,(a) # 0, dunque il dominio di p ¢ l'intero
L%(0,a).

3.4 Operatori con spettro continuo

Abbiamo gia visto nel caso di particella libera che non abbiamo vincoli sui
valori dell’impulso p e analogamente non abbiamo vincoli per i valori am-
missibili della posizione . Puoi immediatamente vedere che funzioni corri-
spondenti ad un fissato p(k) non sono normalizzabili in R (sono banalmente
onde piane). Nota che questo in realtd non & un problema, una costruzione
matematicamente piu formale dei postulati della Meccanica Quantistica (ve-
di [17]) contempla esistenza di queste autofunzioni non appartenenti allo
spazio delle funzioni al quadrato integrabili (purché siano delle distribuzioni
temperate) ed & proprio agli operatori corrispondenti a cui assegnamo uno
spettro continuo piuttosto che discreto. Il tutto é lecito poiché 1. sono fun-
zioni pitt comode per fare i conti, 2. in realta tutte le misure hanno una
risoluzione finita (ogni laboratorio ha dimensione finita) e possono in realta
essere ricondotte ad uno spettro discreto.
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Sulla retta reale discretizzata, I’operatore posizione & ha spettro discreto.

Capito che ¢ lecito utilizzare operatori con spettro continuo allora pos-
siamo analizzarli meglio.

3.4.1 Operatore impulso

Vediamo prima per semplicita le cose con il linguaggio delle funzioni d’onda.
Vediamo le autofunzioni di p

dw i
p¥,(x) = p¥py(z) = —ihcﬁgm) =p¥,(z) = V,(x) = Cert?®
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notiamo appunto che W,(z) non & normalizzabile, ¥,(z) ¢ L?(R). Le au-
tofunzioni soddisfano tuttavia una relazione di ortonormalita generalizzata
(vedi [5]). Si sceglie per convenienza:
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dunque

+oo 1 oo i /
/ dx \I’;(l‘)\llp/ (ZL‘) / dz e_ﬁ(p_p )z = 5(p — p,)

o ~2rh )
che ¢ I'analogo di fj_:oo dz ¥ (2) ¥, (x) = 0pm per lo spettro discreto.

Le ¥, (z) soddisfano inoltre una relazione di completezza generalizzata.
Infatti, sebbene ¥, (z) ¢ L*(R), qualunque ¥(z) & L?(R) puo essere espressa
come combinazione lineare continua delle ¥,,(x) (& la trasformata di Fourier!)

VU (z) € L*(R), 3C € L*(R) /| U(x) = /+Oo dpC(p)¥,(z)

—0o0
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da paragonarsi in questo caso a 3¢, / V(z) = > ¢, Uy () del caso discreto.
Calcoliamo i coefficienti come al solito usando 'ortonormalita generalizzata

+o0 i
[ apcpein

+oo +oo +oo
(U, T) = / Ao W () U () = / Ao W () 