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Prefazione

In questo documento voglio raccorgliere le mie note rispetto gli appunti re-
lativi al corso di "INTRODUZIONE ALLA TEORIA DEI CAMPI"
svolto dalla professoressa M. Boglione e seguito all’ Universita degli studi di
Torino nell’a.a. 2024-2025 aggiungendo eventualmente i riferimenti a vari li-
bri (pitt 0 meno utili a seconda della volonta di approfondire). Questi appunti
sono una riscrittura degli appunti presi in aula, quindi la fonte principale so-
no le note della professoressa, ma i libri sono fondamentali per una completa
comprensione degli argomenti. Durante il corso sono stati consigliati diversti
libri (indicati in Bibliografia), cerchero di indicare i vari riferimenti biblio-
grafici all’inizio di ogni capitolo.

Personalmente per la stesura degli appunti, oltre alle note della profes-
soressa, sono stati utilizzati maggiormente i testi di Peskin e Schroeder [6] e
Srednicki [10]. Menzione a parte la merita il Lancaster e Blundell [5] che, pur
non essendo un testo troppo tecnico e teorico, é stato un testo fondamentale
per tutta la parte interpretativa, di concetto e per capire i motivi per cui si
fanno determinate cose.

Gli appunti sono cosi organizzati: nel capitolo §1 analizzeremo i problemi
di relativizzare la Meccanica Quantistica come la conosciamo dai corsi della
triennale e introdurremo il procedimento che seguiremo durante il corso per
costruire una nuova teoria; nel capitolo §2 ho scritto, oltre ad un breve ripas-
so della Relativita Speciale, una parte, piuttosto lunga (e spero completa),
di tutti i concetti essenziali riguardanti la teoria dei gruppi (questa sezione
I’ho ampliata leggermente rispetto quello fatto in aula, comunque ci sono
segnate tutte le fonti); nel capitolo §3 cominciamo finalmente a fare nuova
fisica (per noi) e cominciamo a definire il concetto di campo locale e come
esso si trasformi; il passo successivo ¢é il capitolo §4, in cui, utilizzando le
proprieta di trasformazione dei campi locali, il teorema di minima azione e
il teorema di noether determiniamo le equazioni del moto per i diversi tipi
di campi; nel capitolo §5 analizziamo nel dettaglio I’equazione di Dirac, che
¢ una delle equazioni fondamentali della teoria; nel capitolo §6 facciamo la
procedura di seconda quantizzazione per i diversi tipi di campi, riuscendo
ad avere un’espressione, oltre che un’interpretazione, per i campi; il capitolo
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§7 ¢ una breve panoramica delle simmetrie discrete della teoria di Dirac; nel
capitolo §8 analizziamo la teoria che ci permette di studiare I’evoluzione spa-
zio temporale dei sistemi in QFT, ossia la teoria del propagatore; il capitolo
§9 é dedicato ad un primo approccio alle teorie di gauge e alla teoria elet-
tromagnetica quantistica, mettendo gid i primi mattoncini per una futura
costruzione della QED; il capitolo §10 & dedicato alla teoria interagente e
perturbativa, ma anche ad un primo approccio ai famosi diagrammi di Feyn-
mann. Al fondo ho aggiunto diverse appendici, richiamate opportunamente
nel testo, che completano i concetti; in particolare, I’Appendice A & un rie-
pilogo di tutti i risultati principali ottenuti nel corso.

Il corso dev’essere visto come la prima parte di un corso riguardante la
QFT, per cui ci si fermerd ad un certo punto per continuare, con il corso di
Fondamenti di Teoria dei Campi. In particolare, nel corso che faremo suc-
cessivamente riprenderemo alcuni argomenti (soprattuto il capitolo §9 e 10),
ma con un approccio diverso. Infatti, in questo corso vedremo ’approccio
della quantizzazione canonica, che ¢ una ricetta per costruire la QFT piutto-
sto semplice, ma con il difetto che non funziona per tutte le teorie fisiche; a
fondamenti adotteremo ’approccio con i path integral, che sara un metodo
molto piul potente e generale.

Chiaramente sono da intendere come degli appunti personali scritti in
bella, eventuali sviste, errori o inesattezze sono dovute alla mia ignoranza,
ma soprattuto ho scritto questi appunti in modo da "spiegare” a me stes-
so 'argomento, quindi alcune parti potrebbero sembrare troppo prolisse o
troppo superficiali per alcuni. In ogni caso fa piacere se possono aiutare
qualcun’altro. Spero in ogni caso di esser riuscito a scrivere un documento
chiaro e ben strutturato.

Alcune volte posso non far riferimento ad un particolare testo o corso
passato, in questi casi mi sto riferendo ai MIEI appunti riguardanti quel-

I’argomento. Una mia collezione di appunti ¢ presente nella mia pagina
personale di GitHub: gCembalo.github.io.

Qualsiasi errore/refuso puo essere inviato alla mia mail personale:
gabriele.cembalo02@gmail. com.

Ultimo aggiornamento: 12/06 /2025\
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Capitolo 1

Introduzione

In questo corso, come si capisce bene dal titolo, si vuole riuscire a studiare
e descrivere la Teoria Quantistica dei Campi, ossia, la teoria che unisce la
Meccanica Quantistica e la Relativita Speciale. II punto di partenza ovvio
per costruire una teoria che sia quantistica e al tempo stesso relativistica é
la Meccanica Quantistica non relativistica, i cui postulati sono:

e Lo stato di un sistema é rappresentato da un vettore nello spazio di

Hilbert H.

e Le osservabili fisiche sono rappresentate da operatori herimitiani, i cui
autovettori forniscono una base ortonormale di H.

e La misura di un’osservabile da come risultato uno dei suoi autovalori
(con una certa probabilita).

Come gia sappiamo, la Meccanica Quantistica ¢ una teoria probabilistica e
non deterministica a differenza della Fisica classica. Dire che esiste un siste-
ma in un certo stato vuol dire che ci sono diversi sistemi identici preparati
allo stesso modo.

Determinare i possibili valori di una misura si riduce nel diagonalizzare
I’operatore associato. Infatti, diagonalizzando un’operatore trovo autovalori
ed autovettori.

Il postulato della misura dice che quando viene fatta una misura, quindi
applico 'operatore allo stato, il sistema collassa nell’autostato corispondente
all’autovalore misurato.

Come ben noto esiste anche il postulato dell’evoluzione temporale, che
afferma che un sistema evolve nel tempo seguendo I’equazione di Schrodinger:

L0 -
i 1), = H W), (1.0.1)

in cui H é 'operatore hamiltoniano.
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Nonostante la Meccanica Quantistica sia una teoria bellissima e con infi-
nite conferme sperimentali anch’essa ha delle limitazioni. Il pitt grosso punto
critico é che non é una teoria relativistica, il che é un problema poiché stu-
diando sistemi microscopici (che sono quelli trattati dalla MQ) essi, pitt sono
piccoli e pitl si muovono velocemente. Inoltre, la Meccanica Quantistica non
relativistica non puo essere utilizzata per studiare sistemi con molte parti-
celle, o detta diversamente, sistemi con molti gradi di liberta (N — oo). Ad
esempio la MQ non tratta i campi elettrico E e magnetico B. Un’ulteriore
limite della Meccanica Quantistica € che una volta cominciato a trattare un
sistema con un certo numero di particelle, quel numero non pud cambiare,
infatti, Schrodinger ne descrive I’evoluzione, ma non permette di aggiungere
o togliere particelle ad esempio. Noi sappiamo bene che pero in natura l'e-
nergia si conserva sempre, ma non il numero di particelle.

La Meccanica Quantistica non é dunque la teoria definitiva e ha senso
studiare una teoria quantistica di campo, che sia relativistica, con la quale
si riescono a superare le criticitd della Meccanica Quantistica.

1.1 Cosa vuol dire teoria relativistica?
Cominciamo con il rispondere alla domanda:
Cosa vuol dire che una teoria é relativistica?

La risposta immediata €: é una teoria che rispetta i postulati della Relativita
Speciale. Dunque una teoria relativistica ¢ una teoria per cui un fenomeno
fisico ¢ lo stesso per ogni sistema di riferimento inerziale. Come metrica dello
spazio di Minkowski prendiamo per convenienza:

+1 0 0 0
0 -1 0 0
Iw=10 o0 -1 o (1.1.1)

Se abbiamo un SR inerziale dato dalle coordinate z# = (ct, x) allora saranno
coordinate di un SR inerziale' tutte le coordinate Z# legate ad x* da una
trasformazione di Lorentz, ossia una trasformazione del tipo:

= AV, 2" 4 o (1.1.2)

dove A", e a* sono indipendenti da x e sono rispettivamente la matrice di
trasformazione di Lorents e un vettore di traslazione.

Vedi la sezione 2.1 un ripasso di come alzare o abbassare gli indici.
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Quando diciamo che un fenomeno ¢ lo stesso in ogni SR intendiamo dire
che due osservatori A e B, in due SR difeerenti, ottengono gli stessi risultati
per ogni possibile esperimento (e sono in accordo sulle predizioi dei risultati
di ogni possibile esperimento). Infatti, se A vede un sistema nel punto z
descritto da ¥(z) e B dice di vedere, nel suo SR, lo stesso sistema nel punto
T e descritto da ¥(Z), allora deve valere:

U(z) = U(z) (1.1.3)

Nota che x e  sono diversi perché associati a SR diversi, ma anche le
forme funzionali di ¥ e ¥ lo sono. Cio che é uguale sono le funzioni valutate
nei punti.

Affinché I'uguaglianza (1.1.3) sia mantenuta su tutto lo spazio-tempo, le
due funzioni d’onda devono soddisfare le stesse equazioni del moto. Dunque,
le equazioni d’onda che cerchiamo nella nuova teoria quantistica relativistica
devono avere la stessa forma in tutti i sistemi di riferimento inerziali, e de-
vono essere quindi invarianti di Lorentz (vedi nella sezione 2.1 cosa implica
sulla metrica g, richiedere I'invarianza della distanza spazio-temporale ds).

Costruire una teoria di Meccanica Quantistica relativista é di particolare
interesse poiché permette la trattazione di sistemi con oo gradi di liberta
e permette 'utilizzo dell’equivalenza tra massa ed energia. Il prezzo da
pagare per costruire questa teoria pero é relativamente alto. Questa nuova
teoria comporta un aumento considerevole di complessita, il quale implica il
non riuscire a trovare soluzioni esatte ad eccezione della teoria libera®. In
Teoria Quantistica dei Campi si lavora sugli sviluppi perturbativi. Un altro
svantaggio della nuova teoria ¢ che si perdono i concetti di funzione d’onda,
di stato identificato con un raggio nello spazio H e di equazione d’onda. La
perdita dell’equazione d’onda, quindi della teoria che effettivamente definisce
la teoria (I’equazione di Schrodinger), ¢ una perdita pit grande di quanto
sembri, poiché implica il dover ripensare a tutta la teoria.

Il modo in cui si costruira la Teoria Quantistica dei Campi sara diverso da
come si & costruita a suo tempo la Meccanica Quantistica non relativistica?.
La Meccanica Quantistica la abbiamo costruita in modo che la teoria classica
fosse al suo interno e di conseguenza un suo limite. Per la Teoria Quantistica
dei Campi il ragionamento & pit complicato, prima si trova una teoria di

2Si noti che anche in Meccanica Quantistica le soluzioni esatte erano poche, perd
qualcuna c’era (atomo d’idrogeno, oscillatore armonico e buche di potenziale).

311 modo in cui si construisce la Teoria Quantistica dei Campi in aula (e in questi
appunti) non ¢ necessariamente il modo in cui la si é costruita storicamente. Il processo
scientifico di scrittura di una nuova teoria non é sicuramente lineare come quello seguito
nei corsi universitari. C’¢ un riepilogo storico nel capitolo introduttivo del Weinberg Vol.
1[12].
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campo classica e solo successivamente la si eleva al caso quantistico, ossia si
fa il processo noto come seconda quantizzazione®.

Il vantaggio del procedimento che si seguira per costruire la Teoria Quan-
tistica dei Campi € che si basa su pochi semplici punti: le invarianze della
teoria. Sara dunque fondamentale la teoria dei gruppi.

La prima invarianza che si vuole inserire nella teoria ¢, la gia citata, inva-
rianza dell’intervallo spazio-temporale tra due punti dello spazio di Minkow-
ski in tutti i sistemi di riferimento inerziali. Quest’invarianza é l'invarianza
di Lorentz e introduce il gruppo di Lorentz.

La ricetta per costruire la Teoria Quantistica dei Campi sara: stabiliremo
quali sistemi vogliamo descrivere, decideremo le invarianze che vogliamo nel
nostro sistema, costruiremo la lagrangiana L del sistema e utilizzando il teo-
rema di minima azione, passando per il teorema di Noether, per determianre
I’equazione del moto.

1.2 Si puo relativizzare ’equazione di Schrodinger?

Per costruire una teoria quantistica relativistica, forse un po’ ingenuamente,
si potrebbe sperare di partire dai risultati gia noti della Meccanica Quan-
tistica e banalmente relativizzare il tutto. Sfortunatamente non funziona.
Vediamo perché si va incontro a errori se si prova a relativizzare ’equazione
di Schrodinger. Partiamo da:

L0 -

zha\I’(x,t) = HU(x,t) (1.2.1)
in cui H ¢ I'operatore hamiltoniano del sistema e dunque l’energia totale
di esso. In Relativita Speciale conosciamo ’espressione dell’energia per la
particella libera (mass-shell):

E? = m2c* + p?c? 1.2.2
P

e in linea di principio potremmo provare a definire:

H = ++/p?*c® + m?ct (1.2.3)

che potremmo svilluppare in serie per m piccola, cosa vera per sistemi

microscopici:
-2
3 b
H~mc® + — 1.2.4
me” + o ( )

4Nota che questo modo di costruire la teoria ¢ oggetto di discussione. La Relativita
Speciale cosi come la Meccanica Quantistica sono state costruite con la fisica classica come
limite e sono teorie ben solide (visti i risultati sperimentali), perché la Teoria Quantistica
dei Campi (che comunque ha moltissime conferme sperimentali e la domanda che ci si
pone non implica una sua non correttezza dal punto di vista teorico) la si costruisce in
modo diverso rendendo lei il limite del caso classico e non il viceversa?
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in cui riusciamo ad individuare il termine di energia di riposo della RS e un
termine cinetico. L’espressione di H trovata ha un senso dal punto di vista
relativistico. Se inseriamo 'espressione (1.2.4) nell’equazione di Schrodinger
otteniamo:

0
iha\ll(x, t) = +Vh22V2 + m2ct U (x,t). (1.2.5)
L’espressione (1.2.5) ci si rende subito conto avere alcuni problemi:

e H I’abbiamo definita facendo la radice dell’espressione (1.2.2), ma sen-
za considerare il segno negativo che ne deriva e facendo caso solo al
caso positivo. Infatti, la cosa corretta da fare sarebbe stata prendere:

H = +VE? = +/p2c2 + m2c (1.2.6)

il cui problema pero diventa che per le particelle libere non possiamo
avere energie < 0, poiché corrisponderebbero a stati legati. Nota anche
che D'esistenza di infinite energie negative implica la non esistenza di
uno stato fondamentale e dunque 'instabilita del sistema.

e Sotto la radice abbiamo I'operatore p, che é un problema, non sappen-
do bene come trattare la radice di un operatore. Si potrebbe risolvere
questa cosa provando a sviluppare ancora in serie la radice, ma cosi fa-
cendo si otterrebbero un numero infinito di derivate spaziali di ¥(x, 1),
il che implicherebbe una non localita dell’equazione.

e Tempo e spazio non sono trattati allo stesso modo, infatti, abbiamo
una derivata 0y ripetto al tempo, ma laplaciano V2 per lo spazio. In
pill X é interpretata come una coordinata, mentre ¢ € un parametro che
scorre indipendentemente dal sistema di riferimento.

Questi problemi elencati si potrebberro risolvere prendendo i quadrato del-
I'espressione (1.2.5):
82
—hQ@\I}(x,t) = (=h2*V2 + m?*c?) U(x, 1) (1.2.7)
che ¢ quella nota come Equazione di Klein-Gordon. Anche I'equazio-
ne (1.2.7), nonostante possa sembrare di aver trovato ’equazione del moto
di una teoria relativistica definitiva, nasconde alcune complicazioni. Il pro-
blema piu grande é che prendendo I'equazione di Klein-Gordon (KG) non &
possibile definire una densita di probabilita indipendente dal tempo e di con-
seguenza si viola la conservazione della probabilita (non esistento una legge
di conservazione). In pin, facendo il quadrato, si & nascosto sotto il tappe-
to il problema delle energie negative, ma a questo ci pensera Dirac (vedi il
capitolo dedicato). Nonostante i problemi che contiene 'equazione (1.2.7)
¢ facile verificare che verifica l'invarianza di Lorentz. Vedi nella sezione 2.1
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come vengono definiti gli operatori di derivata. L’equazione di Schrodinger,
utilizzando il D’Alembertiano quadri-dimensionale, diventa:

—hQ@\I’(X, t) = (—h202v2 + m2c4) U(x,t) (1.2.8)
h? 62
72@\11(}(’0 — B2V (x,t) +m?c¥(x,t) = 0 (1.2.9)
c
918, =0%=0
2
av(x,t) + mQﬁ\II(x,t) =0 (1.2.10)

e possiamo scrivere la forma a cui si fa solitamente riferimento per ’equazione

di Klein-Gordon: )

9C
<D +m h2> U(x,t) =0. (1.2.11)
Nei termini visti nella sezione 1.1, se un osservatore A I'equazione del moto
¢ data da (1.2.11), allora un osservatore B, in un altro SR, scrivera:

(D + mz}c;) U(%,t) = 0. (1.2.12)

coincidente con quella scritta da A, poiché si ha 92 = 9% e ¥(x) = ¥U(X).
Possiamo affermare che 1’equazione (1.2.11) & perfettamente consistente con
il principio di relativitda, ma che, nonostante sia un’equazione funzionante da
questo punto di vista, viola i principi fondativi della Meccanica Quantistica.
Infatti, la norma del vettore |¥), di H dipende dal tempo, motivo per cui,
viola la conservazione della probabilitd. Si pud notare, che moltiplicando
I’equazione di KG per la complessa coniugata W*:

2
\11{ D+m222]\1120} : qf{

facendo la differenza:

2
D+m222] o :0} (1.2.13)

N me\ 2 meN2| .
v m+(h)]\y—xp m+(h”\lf—o (1.2.14)
O (U*0, U — 9, *) =0 (1.2.15)
10/ .10 19, . o
a0 <\p S B ) — V (T*VT — TVT*) = 0. (1.2.16)

Il termine tra parentesi della derivata temporale di (1.2.16) sarebbe il termine
da interpretare come densita di probabilita, che pero non ¢ definito positivo,
il che non lo rende possibile. Non potendo avere un’equazione di continuita
non & possibile associare all’equazione di Klein-Gordon un’interpretazione
probabilistica ed una definizione consistente di densita di probabilita. Questo
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¢ dovuto al fatto che nell’equazione di KG compaia una derivata seconda
rispetto al tempo, a differenza di Schrodinger in cui c¢’é solo una derivata
prima e in cui & possibile definire una densita di probabilita (definita positiva)
ed un’equazione di continuita.

1.3 L’idea di Dirac

Si ¢ visto come non sia possibile relativizzare ’equazione di Schrodinger in
serenita, per questo si pud dire, che non esiste una teoria quantistica re-
lativistica. Quando si parla di teorie sia quantistiche che relativistiche si
parla sempre di teorie di campo. L’unico lato positivo visto é stato che si
¢ riusciti a trovare I'equazione (1.2.11) di Klein-Gordon, che seppur non &
un equazione che soddisfa la Meccanica Quantistica, per lo meno soddisfa
il postulato della Relativitd Speciale. Un problema, che abbiamo completa-
mente ignorato in tutta la sezione precedente, ¢ quello delle energie negative.
Storicamente, la prima equazione relativistica che si é riusciti a scrivere per
cercare di descrivere sistemi quantitici é stata proprio I’equazione di Klein-
Gordon, poco tempo dopo Paul Dirac derivo la sua equazione relativistica
che voleva descrivere il moto degli elettroni (poi estesa a tutti i campi fermio-
nici). L’inglese cerco anche di mettere nella sua equazione una sola derivata
temporale, a differenza di KG, in modo da cercare di tenere viva I'interpre-
tazione della Meccanica Quantistica. La grande soddisfazione che provava
Dirac per la sua equazione derivava principarlmente dalla bellezza ed ele-
ganza dell’equazione. Al tempo stesso pero, il fisico inglese si continuo, per
2 anni, a domandare come potesse effettivamente interpretare le energie ne-
gative, che non solo comparivano nell’equazione di Klein-Gordon, ma anche
nella sua. Finalmente nel 1930, Dirac pubblico la sua interpretazione di stati
con energie negative. Analizziamo con calma i passi che fece Dirac.

Prima di tutto Dirac cerco di relativizzare I'’equazione di Schrodinger in
un modo diverso rispetto quello seguito da KG. L’inglese introdusse un indice
discreto aggiuntivo alla funzione d’onda (come gia detto, lui aveva in mente
un elettrone, ossia una particella di spin 1/2) scrivendo:

Z'7’L§t‘1’a(«%’) = (—ihe(a?)pd; + mc*(B)ap) Uo(x) (1.3.1)

incuia =1,2ea?, S sono matrici. Se si considera 'hamiltoniana che compa-
re nell’equazione scritta sopra, allora si pud dimostrare che anch’essa, come
KG, é consistente con la teoria relativistica®. Rimangono comunque un paio

di problemi, le matrici o/ e 3 sarebbe bello se fossero le matrici di Pauli, dal
momento che per particelle fermioniche con spin 1/2 sappiamo bene come

®Si veda il capitolo 1 di Srednicki [10].
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trattarle, pero, per via degli anticommutatori che si devono avere nella teo-
ria, non é cosi ed o/ e /3 sono in realtd matrici pitt grandi delle o; di Pauli,
infatti, sono matrici 4x4. Se fossero state matrici 2x2 le si sarebbe potute
interpretare come matrici di spin, ma avendo due dimensioni in pitt occorre
darne un’interpretazione differente. Si vedra in seguito del corso che le in-
terpretazioni delle componenti aggiuntive dello spin e degli stati ad energia
negativa sono in qualche modo legate. Le componenti aggiuntive di o/ e 3

fanno si che quando si vanno a calcolare gli autovalori dell’hamiltoniana® se
ne trovino 4:
+E(p) , +E(P) , —-E({) , +E[p) (1.3.2)
in cui:
E = \/p?c2 + m2ct. (1.3.3)

Dunque, nonostante Dirac sia riuscito a risovere alcuni problemi di KG scri-
vendo un’equazione con una sola derivata temporale e relativistica, & dovuto
salire di dimensioni per riuscirci e comunque non ¢ riuscito a rimuovere il
problema delle energie negative.

Parliamo finalmente degli stati ad energia negativa’. In Fisica classica
non c’é¢ motivo per considerare stati con energie negative, infatti, nessun
processo continuo pud permettere il passaggio da livelli di energia positiva
(E > mc?®) a quelli di energia negativa (E < —mc?) essendo due bande
separate da una discontinuita di 2mc?. Anche in relativita non & possibile,
tramite un cambio di sistema di riferimento, passare da un’energia positiva
ad una negativa, poiché la trasformazione di Lorentz (boost lungo x con
velocita v) é:

E' =~(E — vpy) (1.3.4)

in cui v < ¢, pr < p che implicano vp, < cp < E e per cui se £ > 0 in un
certo SR, allora anche E’ > 0.

Nella Fisica quantistica perd sappiamo bene che salti discontinui sono
possibili e non si possono piu ignorare le energie negative. Dirac riusci ad
interpretare tali stati. E un fatto sperimentale che particelle fermioniche
obbediscano al principio di esclusione di Pauli, per cui non possiamo averne
(ad esempio elettroni) pitt di una in uno specifico stato quantistico. Dirac
si chiese: e se questi stati ad energia negativa effettivamente esistessero,
ma fossero sempre stati occupati?, se la risposta fosse affermativa, allora un
elettrone con energia positiva non potrebbe occupare stati ad £ < 0 per via
del principio di Pauli.

Pero sorge subito un dubbio, ossia: perché non ci si accorge di questo
mare di cariche ad energia negativa? Dirac disse: c¢i siamo abituati. Detto

6Si faccia riferimento anche in questo caso al capitolo 1 di Srednicki [10].
"Parte del ragionamento preso dal Barone [1].
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un po’ meglio: una distribuzione di carica uniforme produce effetti fisici
in base alle condizioni al contorno che imponiamo ad oo nelle equazioni di
Maxwell e ¢’é una scelta di cid che rende una densita di carica uniforme
invisibile.

Dirac noto anche un’altra cosa. Se si riuscisse a liberare (eccitare) que-
sti elettroni ad energia negativa e a portarli ad una positiva, allora, questi
lascerebbero dietro di sé un buco nel mare di elettroni ad energia negativa.
Tale buco apparirebbe come una carica positiva, ad energia positiva e per
via della simmetrica dell’equazione di Dirac, anche con la stessa massa del-
I’elettrone che abbiamo eccitato. Dirac con la sua interpretazione del mare
di energie negative propose per la prima volta il concetto di antiparticella,
in questo caso positroni. La conferma sperimentale della predizione di Dirac
arrivo pochi anni dopo, nel 1932, quando nei raggi cosmici fu identificato per
la prima volta I’e™. Una visione pitt moderna del concetto di antiparticella
viene dato da Feynmann negli anni successivi.

1.4 Il tempo & una coordinata o un parametro?

Se ricordiamo ’elenco delle criticita viste durante il processo per arrivare al-
I’equazione di Klein-Gordon nella sezione §1.2 possiamo vedere che solo due
su tre non sono presenti anche nell’equazione di Dirac. Infatti, Dirac riesce
a spiegare le energie negative® e riesce, aumentando le dimensioni in gioco,
a fare la radice di un operatore, pero, non ha ancora sistemato il concetto
di tempo. Soprattutto pero ci siamo dimenticati uno dei motivi principali
per cui vogliamo scrivere questa nuova teoria, ovvero, trattare sistemi con oo
gradi di liberta. Sara proprio il ragionamento che faremo riguardo il tempo
che ci portera alla strada che ci permettera di trattare sistemi con moltissime
particelle.

Avevamo notato che spazio e tempo fossero trattati diversamente nell’e-
quazione (1.2.11) di Klein-Gordon e anche che fosse presente dy, il che rende-
va inconciliabili la teoria quantistica con il principio di relativita, soddisfatto
da KG. C’¢ perd un motivo piu profondo per cui la trattazione quantistica
di un sistema va in conflitto con il principio di relativita, il concetto stesso
di tempo!

Dagli assiomi della Meccanica Quantistica sappiamo bene che tutte le
osservabili fisiche sono rappresentate da operatori hermitiani, ma sappiamo
anche che in MQ il tempo non é né un operatare e benché meno ’autovalore
di un qualche operatore. Il tempo in MQ), cosi come nella Fisica classica &

8Nota che in ogni caso, il concetto di mare e particelle ad energie negative, non &
applicabile all’equazione di Klein-Gordon, poiché nella sua descrizione Dirac basa tutto sul
principio di esclusione di Pauli, che come ben sappiamo riguarda solo particelle fermioniche
e non particelle generiche come quelle trattate da KG. Dovremo pensare in modo differente.
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semplicemente un parametro che scorre indipendentemente dall’orsservatore
(SR). Notiamo pero che in Meccanica Quantistica il tempo compare sia nello
stato |¥),, in cui lo dobbiamo distinguere dalla posizione = che ¢ autovalore
dell’operatore posizione x, e compare nell’equazione di Schrodinger, in cui
viene detto come |¥), evolve nel tempo. Proprio I'asimmetria di significa-
to tra tempo e spazio rende la Meccanica Quantistica incopatibile con la
Relativita Speciale. Si potrebbe risolvere il problema in 2 modi:

1. Promuovere il tempo allo stesso livello della posizione e quindi al ruolo
di operatore.

2. Declassare la posizione allo stesso ruolo del tempo, ossia, al ruolo di
parametro.

La strada 1 & pit complicata da percorrere. Si potrebbe utilizzare come
autovalore (parametro) il tempo proprio della particella (misurato con un
orologio che si muove con essa) e la coordinata temporale ¢ (misurata con un
orologio stazionario in un SR inerziale) come operatore. Quello che si fa & de-
finire £# in cui #° = ct. Aggiungendo un altro parametro o all’operatore &
potremmo ottenere molte world-lines (linee di mondo) ## (7, o), ovvero, una
famiglia continua di world-line, che costituiscono quello che viene chiamato
world-sheet (foglio di mondo). In questo modo Z#(7, o) viene interpretato
come una stringa che si propaga.

La strada 2 & quella che in questo corso ci permette di arrivare al no-
stro risultato. Se x diventa un parametro, allora lo si puo associare ad un
operatore, che possiamo chiamare:

o(x) (1.4.1)
chiamato operatore di campo quantistico e che nella rappresentazione
di Heisemberg dipende anche dal tempo:

b(x,t) = enttp(z,0)e 7t (1.4.2)
A questo punto, finalmente, abbiamo trovato un oggetto quantisticamente
ben definito, in cui z e t sono parametri e sullo stesso piano, trattati de-
mocraticamente. Sono entrambi parametri continui. L’elemento (1.4.1) ¢é
I’elemento base della teoria quantistica dei campi. L’approccio 2 € comodo
da seguire perché permette di vedere come la trattazione quantistica di un
sistema, con un numero non fissato di particelle si riduca ad una trattazione
analoga ad una fatta in una teoria di campo.

Una piccola nota: si potrebbe pensare che gli approcci 1 e 2 portino
a risultati diversi, invece, si vede che la Fisica quantistica relativistica puo
essere trattata in entrambe le teorie equivalentemente. Si puo scegliere di
volta in volta il procedimento pitl conveniente. La Teoria Quantistica dei
Campi € tendenzialmente piti comoda.
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1.5 Come si costruisce una teoria?

Abbiamo gia detto che costruiremo questa nuova teoria partendo dalle inva-
rianze del sistema e sviluppando tutto a partire da quello. Per fare questo il
punto di partenza é un funzionale” che conosciamo bene: 1’azione. L’azione
S ¢ il punto di partenza di diverse cose:

e Se la minimizziamo possiamo ottenere le equazioni del moto (classiche
o elettromagnetiche come abbiamo visto).

e Se il nostro sistema possiede delle invarianze, allora grazie al teorema
di Noether sappiamo avere delle quantitd conservate.

e Permette la transizione dalla meccanica classica alla Meccanica Quan-
tistica attraverso i path integral.

Il progetto, dunque, per costruire una nuova teoria é:

1. Costruire un’azione che abbia le caratteristiche volute e le proprieta di
invarianza richieste (trattando ancora campi classici).

2. Ricaviamo a partire da questa azione le equazioni del moto e le pro-
prieta delle loro soluzioni.

3. Estendiamo la trattazione al caso quantistico (facendo la seconda quan-
tizzazione).

Ripassiamo brevemente come funziona ’azione per la Fisica classica.

1.5.1 Principio di minima azione

Prendiamo un sistema classico discreto, ad esempio una particella puntiforme
individuata da un vettore posizione x;(t), i = 1,2, 3 che si muove in un certo
potenziale V' = V(z;) indipendente dal tempo ¢. Per definizione abbiamo:

S ([xils t1,t2) = /: dt [;m <ddg;i)2 — V(z;)

in cui notiamo bene il fatto che S sia un funzionale, ossia, che ad ogni
cammino sia associata un’azione (un numero reale in questo caso). A questo
punto consideriamo delle deformazioni del cammino:

(1.5.1)

:Cz(t) — xz(t) + (5.%'Z(t) (1.5.2)

in cui le deformazioni dx;(t) sono tali per cui il punto iniziale e finale non
cambiano, ossia, tali per cui:

Ricorda che un funzionale manda una funzione in un numero, generalmente in C.



12 CAPITOLO 1. Introduzione

In questo modo 'azione diventa:

t2 . AN 2
S [w; + o) _/ dt | Em <M> CV(w4oz)|  (15.4)
t 2 dt
in cui possiamo vedere il termine al quadrato:
d(z; +0x;)\*  [da; | d(oz;)]?
<dt > = [dt + = (1.5.5)
= 1.5.
<dt+ dt )(dt+ dt (1.5.6)
dz; \?  _da; d(6x) d(6z;)\?
~ 1.5.
<dt> +2dt dt +< dt (1.5.7)

in cui abbiamo trascurato i termini (9(53012) e visto che non ci piace troppo
la derivata di dx; aggiungiamo e togliamo:
d21‘i
de?

29— L5z, (1.5.8)

poiché in questo modo:

d(z; +0z)\? _ (da\? | d (da; dxl
(et B0} ()7 o8 (050 ) 0P8 ot 15

Nell’espressione (1.5.4) c’¢ anche V(z; + dz;) che possiamo espandere con
Taylor:

V(w; + 6x;) ~ V(w;) + 0; V bz + O(5x3). (1.5.10)
Inserendo gli sviluppi (1.5.9) e (1.5.10) nell’espressione (1.5.4) dell’azione

otteniamo:
o1 (day\? ta 42z
S[a:i—kéxi]:/ dt[ <di> — V(zi) —/ dt[ 2 }6:@
t1 t1
t2 d <dx,

dt = (S, ) (1511
L A TANT x) (15.11)

to 2 to
Slz;+ 0z = Sl — / dt< d < +av> Sz + m[d”’ami]
" dt e

(1.5.12)
in cui notiamo che l'ultimo termine, quello di superficie (o di bordo), ¢

nullo, poiché per tutti i cammini abbiamo la condizione (1.5.3). Dunque
I’espressione dell’azione risulta essere:

t2 d2:nZ
t1
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in cui il termine tra parentesi puo essere visto come:

0S

ox;
Otteniamo che S ¢ invariante per la trasformazione infinitesima che manda
x; — x; + 0x; se e solo se:

(1.5.14)

o equivalentemente se:
5—S =0 (1.5.16)
Sr; e
che ¢ verificata se:
L gy o (1.5.17)
e ,V = 5.

che possiamo vedere non essere altro che ’equazione del moto classica, ossia
F = ma. Notiamo, inoltre, che l'estremizzazione di S (65 = 0) individua
un’intera classe di cammini. Quale tra gli infiniti cammini verra effettiva-
mente percorso dal sistema dipende dalle condizioni al contorno, ovvero, dai
valori iniziali di z; e %.

1.5.2 Legame tra simmetrie di S e le quantita conservate

Un’importante osservazione che si deve fare riguarda il termine di bordo
dell’equazione (1.5.12). Sarebbe molto prepotente da parte di un fisico con-
siderare solo trasformazioni di x; tali per cui il termine di bordo sia nullo,
infatti, esistono diverse trasformazioni rilevanti in Fisica (ad esempio le rota-
zioni) per cui il termine di bordo non si annulla in automatico. Emmy Nother
viene in soccorso e ci da un teorema fondamentale per trovare leggi di conser-
vazione in situazioni come questa, o in situazioni qualsiasi. Sostanzialmente,
se la trasformazione considerata non annulla il termine di superficie, noi per
far valere ancora le equazioni del moto forzatamente mettiamo a 0 I'altro
termine integrale. L’integrale é una derivata totale rispetto a ¢, per cui,
porla a 0 equivale a chiedere che la cosa all’interno di d; sia una corrente,
che rispetta un’equazione di continuita!?, alla quale corrisponde sempre (per
via del teorema di Noether) una quantita conservata. Vediamo un esempio
semplice di riguardo quello di cui stiamo parlando.

Supponiamo di avere V' = V(x;) solo funzione del modulo di x;, ovvero,

di r = y/z'z;. In questo caso, S[x;] ¢ invariante per rotazioni, poiché di-

pende solo da r e non dalle coordinate angolari. Per cui, per una rotazione
infinitesima!!:

ow; = eija’ (1.5.18)

10Tn generale quando abbiamo una % questa corrisponde ad un’equazione di continuita.
n cui €ij = —€j; € il tensore di Levi-Civita.
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si avra:

65 =0. (1.5.19)

Questo, perd, € uno dei casi in cui non ci si disfa del termine di bordo di
Slx; + 0x;] semplicemente imponendo la condizione sulla deformazione agli
estremi:

(5.26,‘@1) = 5$i(t2) =0 (1.5.20)

ma si trova che esso dipende dagli estremi.!? Dobbiamo chiedere che (1.5.19)
sia verificata se valgono le equazioni del moto:
d?x;
Tm&§+avzo (1.5.21)
che sono tali, solo se il termine di superficie (integrale) si annulla, ossia, solo
se:

to

t2 ¢ dx : . . dz
/t1 dt& <mdt€1;j.%']> =0 = ¢gir'ma’ T t =0 (1.5.22)
1

che, ricordando che avere indici ripetuti vuol dire avere indici sommati e che

€ij = —&j;, allora:
to

-dz? dz;
J o = 1.5.2
m <x T g ) 0 (1.5.23)

t1
in cui individuiamo, nel termine tra parentesi, proprio il momento angolare
L;j. Abbiamo quindi:
Lij(t1) = Lij(t2) (1.5.24)

che vuol dire che il momento angolare si conserva.

Si é potuto vedere con questo semplice esempio una cosa molto impor-
tante. L’invarianza dell’azione per rotazioni corrisponde ad una legge di
conservazione ed implica l’esistenza di una costante del moto, in questo caso
il momento angolare. L’enunciato del teorema di Noether é:

Teorema 1. Ad un’invarianza dell’azione corrisponde una quantita con-
servata e quindi una legge di conservazione. Ad un’invarianza dell’azione
corrisponde una simmetria del sistema.

Da questa breve sezione concludiamo che:

12DA VERIFICARE. Bisogna distinguere i concetti di simmetria dell’azione e defor-
mazione del cammino. Se noi prendiamo un’azione, un cammino e lo deformiamo, allora
otteniamo una variazione dell’azione 0S. Pero, l’azione ¢ invariante per rotazioni (& sim-
metrica), per cui se noi prendiamo ¢S e ruotiamo il sistema di riferimento, §5 non deve
cambiare, ma si modifica la forma del cammino e di conseguenza gli estremi. Per questo
non possiamo imporre che la variazione degli estremi sia nulla.
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e Le equazioni del moto classiche si ottengono con il principio di minima
azione.

e Le condizioni al contorno sono date dall’esterno, a seconda del tipo di
sistema.

e Le invarianze di .S corrispondono a quantita conservate e rispecchiano
di conseguenza le simmetrie del sistema.

e [l teorema di Noether é importantissimo perché permette di determi-
nare le costanti del moto di un certo sistema, basandosi solamente sulle
invarianze che inseriamo in S.

Quello che faremo per arrivare alla Teoria Quantistica dei Campi sara esatta-
mente questo, ossia, richiedere I'invarianza sotto trasformazioni generate dal
gruppo di Lorentz (rotazioni e boosts) e dal gruppo di Poincaré (rotazioni,
boosts e traslazioni), costruire I’azione della teoria, determinare le equazioni
del moto e le quantita conservate.

Rivedremo pit in dettagli questi argomenti quando nel capitolo §4 co-
struiremo le equazioni di campo e vedremo le varie correnti di Noether per i
diversi tipi di campi.
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CAPITOLO 1. Introduzione




Capitolo 2

Gemme di teoria dei gruppi

Questo capitolo potrebbe risultare leggermente differente rispetto le lezioni
svolte in aula. Ho ritenuto opportuno riorganizzare gli argomenti e aggiun-
gerne di nuovi per completezza. I riferimenti per questo capitolo sono [2, 3,
6, 7,9, 10].

Altre fonti riguardo le parti della teoria dei gruppi utile alla Fisica teorica
sono:

e S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields, Vol. 1, cap. II, Cam-
bridge University Press (1995), per una ampia illustrazione del gruppo
di Poincaré in Meccanica Quantistica Relativistica.

M. Srednicki, Quantum Field Theory, Cambridge University Press (2007).

B. C. Hall, Lie Groups, Lie Algebras, and Representations, Springer
(2015).

W. Tung, Group Theory in Physics, World Scientific Pub Co Inc.
(1985).

L. Fonda, Symmetry Principles in Quantum Physics, M.Dekker (1970).
e D. Tong, Quantum Field Theory, Lecture notes.

Puo anche essere utile rivedere il capitolo riguardante le simmetrie e le
quantita conservate del corso di Meccanica Quantistica 1, presente nei miei
appunti.

Ma perché é importante la teoria dei gruppi?

Come abbiamo gia visto nel capitolo §1.5, a delle leggi di invarianza
corrispondono delle quantita conservate. Le leggi di invarianza appartengono
a dei gruppi (formano un gruppo) e per cid hanno una serie di proprieta che

17
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ci tornano utili e che ci semplificano le cose. Si utilizza la teoria dei gruppi
per trattare le invarianze di una specifica teoria.

Sara fondamentale ricordare, o studiare da capo, come sono fatti gli ope-
ratori (le matrici) legati a specifiche trasformazioni (ad esempio trasforma-
zioni di Lorentz o Poincaré). In Meccanica Quantistica avevamo visto, ad
esempio, che il generatore delle traslazioni nello spazio era l'impulso, nel
tempo era ’hamiltoniana, invece, il generatore delle rotazioni erano rappre-
sentate dagli operatori di momento angolare J;. Vedremo che in Relativita
Speciale le trasformazioni di Lorentz sono rotazioni (spaziali) e boost rap-
presentate rispettivamente da A", e dalle matrici K (con algebra simile a
quella dei momenti angolari).

Vedi 'appendice C per alcune notazioni riguardo la teoria dei gruppi.

2.1 Richiami di Relativita Speciale e algebra ten-
soriale

Ricordiamo in questa sezione alcuni pezzi della relativita speciale. Potrem-
mo inglobare in questo ripasso anche 1’Appendice D.1.

I postulati della Relativita Speciale sono:

1. La velocita della luce ¢ ¢ la stessa in tutti 1 sistemi di riferimento
inerziali.

2. Le leggi della Fisica sono invarianti in tutti i sistemi di riferimento
inerziali.

Alcuni preferiscono inglobare i due postulati in uno unico:

1. Le leggi della fisica sono invarianti per trasformazioni di Poincaré in
tutti i sistemi di riferimento inerziali.

Nota che i postulati qui descritti hanno come diretta conseguenza! che la
distanza spazio-temporale tra due eventi (punti nello spazio di Minkowski),
indicata con s2, ¢ un invariante di Lorentz, ovvero, non cambia tra sistemi
di riferimento inerziali collegabili da trasformazioni di Poincaré. Ricordiamo
che una generica trasformazione di Poincaré é una trasformazione di Lorentz
(rappresentata dalla matrice A*,) e una traslazione spazio-temporale:

= AF, 2" + o (2.1.1)

'Questa in realta sarebbe una quantita invariante per via del fatto che la distanza tra
due punti di una qualsiasi varietd & un invariante sempre.
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sono il set di trasformazioni lineari che legano (x;,t) a (2/;,¢') e formano un
gruppo, chiamato gruppo di Poincaré. Anche le trasformazioni rappresenta-
te da A*, formano un gruppo, quello di Lorentz.

D’ora in avanti utilizzeremo il sistema di unita naturali, ovvero, porremo
h=c=1. Vedi ’Appendice B per dettagli.

Come abbiamo gia detto, definiamo x* come un quadrivettore che contie-
ne il tempo ¢ nella componente 0 e le tre componenti spaziali sono associate
adi=1,2,3:

ot = (2, 2t 2%, 2%) = (20, x). (2.1.2)

Come metrica dello spazio di Minkowski prendiamo per convenienza:

+1 0 0 O
0o -1 0 O

9w =10 0 -1 0 (2.1.3)
0O 0 0 -1
e conseguente metrica inversa:
+1 0 0 O
g = 8 _01 _01 8 (2.1.4)
0o 0 0 -1

Verificabile controllando che g#*g,, = 6},. Ricorda che il tensore metrico (o
metrica) descrive la geometria di una varieta e da esso & possibile definire
il concetto di distanza. In questa notazione definiamo la distanza spazio-
temporale come:

2

s =zt = guata’ = zoz’

— zz (2.1.5)
e avremo l'invarianza della Relativita Speciale scritta come:
s =z 2t = 2" (2.1.6)

in cui abbiamo assunto che: in un sistema di riferimento un segnale di luce

¢ percepito in z; al tempo ¢ e in un altro sistema di riferimento, lo stesso
) N oy ,

segnale di luce, & percepito in z; al tempo ¢'.

Possiamo dire che il gruppo di Lorentz (o quello di Poincaré, visto che
quando calcoliamo intervalli essi sono trasparenti a traslazioni spazio-temporali),
é quello che ci permette di dire che la nostra teoria é relativistica, poiché é
un gruppo formato da tutte le matrici A¥, tali da trasformare i quadrivet-
tori # in modo tale da preservare le distanze, vedremo nella sezione §2.4.1
come classificarle. Piu precisamente, le trasformazioni di Lorentz (TL) sono
isometrie, cioé trasformazioni che lasciano invariata s (come richiesto dalla
Relativita Speciale).
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Gli indici Un piccolo appunto sugli indici. Ricordiamo che un indice alto
é un indice di controvarianza, mentre un indice basso é uno di covarianza.
Possiamo abbassare o alzare indici facendo agire la metrica su un tensore
covariante o controvariante. Infatti vale:
zy = guwx’ , a'=g"x, = L =zg=ct , a'=—ux
(2.1.7)
Inoltre, gli indici sommati saranno sempre uno alto ed uno basso; una vol-
ta contratti gli indici sono solo piti dei numeri e possono essere spostati a
piacimento. Per le matrici, ad esempio A*,, un indice a sinistra ¢ un’indice
di riga e un indice a destra é un’indice di colonna. Scambiando gli indici a
destra e sinistra scambiamo righe e colonne:

A* = (AT) * (2.1.8)

v

Spesso nella scrittura con gli indici espliciti si omette la T', dal momento che
I'informazione € gia contenuta nell’ordine e nella posizione degli indici.
Operatori di derivata Definiamo:

0 10 0 10
Ozt <c ot’ ) ’ Oz, (c ot’ > ( )

e tali per cui:

O

eV = g (2.1.10)

E anche possibile vedere che la derivata varia come le coordinate x* sotto
trasformazioni di Lorentz, ovvero:

ot = A" 0¥ (2.1.11)
infatti si vede che:

072 = (A, 0") (A%, 2" +a%) = A, A%, e = AP A%, g™ = g#° (2.1.12)

grv
e analogamente per le derivate seconde:

0% = 019, = gu0"0” (2.1.13)

0 = 0", = gu A" 0PN, 07 = gu A N, 9P0° = 0Pgye0” = 0% (2.1.14)
e

Gpo



2.1. Richiami di Relativita Speciale e algebra tensoriale 21

2.1.1 Quadrivettori e calcolo tensoriale

Definiamo in questa sezione i quadrivettori covarianti e controvarianti e ri-
chiamiamo un paio di cose utili riguardanti il calcolo tensoriale.

Formalmente definiamo quadrivettore controvariante (indice alto) gli og-
getti che trasformano come il differenziale delle coordinate?, ovvero:

at = A" a” (2.1.16)

da cui possiamo vedere come trasforma un quadrivettore con indici bassi,
che chiameremo quadrivettore covariante:

a,p, — guya/l/ — g#VAVpaP — g’uVAl/ngO' ay, = M'uaao'- (2117)
————

M,°

Si puo vedere che la matrice M = gAg é 'inversa di A. Infatti, moltiplicando
la relazione (2.4.11) per la metrica si ottiene:

ATghg=g9 — ANM=1 — M=A")"=@n"H"

——
Ae
(2.1.18)
Dunque é possibile scrivere:
ay=~NJa,. (2.1.19)
Definiamo un tensore di rango n = p + ¢:
TL (2.1.20)

come quell’oggetto le cui 4" componenti si trasformano per trasformazioni
di Lorentz secondo:

T//J,l,...,/J,p — Alu,olél L AAU'P A B1 . AVEQTOH,...,O&P. (2121)

V1,..3Vq Qp~tuy B1,---:8q

Ad esempio, un tensore di rango 0 & uno scalare, un tensore di rango 1
¢ un quadrivettore (controvariante o covariante a seconda della posizione
dell'indice) e un esempio di un tensore di rango 2 ¢ il tensore metrico g,
(che tra ’altro ¢ invariante sotto TL).

Attenzione perd che A", non é un tensore.

211 differenziale delle coordinate, presa (2.1.1), si trasforma come:

da'™ = A¥,da”. (2.1.15)
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Definiamo gli pseudo-tensori come quegli oggetti che cambiano segno per
paritda. Un esempio di pseudo-tensore completamente antisimmetrico ¢é il
simbolo di Levi-Civita (in 4 dimensioni) e**?? definito con "7 = +1, con
il cambio di segno per ogni permutazione degli indici e con € = 0 se due
indici sono uguali. Nota che il simbolo €, ha segni opposti. II simbolo di
Levi-Civita si utilizza per definire il determinante di una matrice. Presa M
matrice 4x4, allora vale per definizione:

det{M} = "7 M, M", M> M>,. (2.1.22)
Esiste anche il tensore completamente antisimmetrico tridimensionale e#**?
definito allo stesso modo di quello 4-dimensionale.
2.1.2 Considerazioni su oggetti simmetrici, antisimmetrici e

sui loro prodotti

Facciamo in questa sottosezione alcune considerazioni sugli oggetti simme-
trici e antisimmetrici.

Preso un oggetto generico con 2 indici 7%, un’identita che vale sempre

1 1
o= L oy o L - oy (21.23)

in cui vediamo che la prima parentesi € un pezzo simmetrico per lo scambio
i <— v, mentre la seconda parentesi ¢ antisimmetrica per scambio. Se

TH & un oggetto antisimmetrico, dunque tale per cui TH = —T"#, allora si
scrive: ]
T = 3 (TH —T"H) (2.1.24)

ma se TH” & un oggetto simmetrico, dunque T*” = T"#, allora si scrive:
1
3 (TH +T"H). (2.1.25)

Possiamo vedere che il prodotto di una quantita simmetrica con una anti-
simmetrica (e viceversa) é sempre nullo. Infatti, vale:

A S, = —AYMS,, (2.1.26)

d’altra parte gli indici sommati sono muti e posso rinominarli a piacere,
dunque scrivere:

—AVRS,, = —AM'S,,, (2.1.27)

che richiede pero che:
AMS,,, = —AMS,, (2.1.28)

che & una condizione verificata solo se:

A, = 0. (2.1.29)
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2.2 Basic facts about Lie algebras

Il titolo si rifa al capitolo §15.4 di Peskin, Schroeder [6]. In Fisica sono di
particolare interesse le proprieta dei gruppi continui. Definiamo subito che
cos’é un gruppo.

Definizione 1. Un gruppo é un insieme di elementi G = {g} che soddisfano
certe regole algebriche:

1. 3 una legge di composizione o tale che se g1, g2 € G allora

9192 =93 €G. (2.2.1)
2. 3I elemento identita:
Vge G : Ig=gl =g (2.2.2)
3. 3g~ ! elemento inverso
VgeG : ggl=glg=1 (2.2.3)
4. Associativita:
(9192)93 = 91(9293)- (2.2.4)

Un gruppo di indica come (G, o).
C’¢ un particolare tipo di gruppi che potrebbe essere utile.

Definizione 2. Un gruppo (G,o) si dice abeliano se:
Ya,be G : aob=boa. (2.2.5)

Possiamo dare ancora una definizione prima di continuare il nostro di-
SCOTSO.

Definizione 3. L’ordine di un gruppo é il numero di elementi che compon-
gono il gruppo.

L’ordine puo essere finito o infinito. Ad esempio, il gruppo delle permu-
tazioni di 3 oggetti S5 € finito e ha 3! = 6 elementi. Il gruppo delle matrici
3x3 che rappresentano le rotazioni proprie in R3, ovvero SO(3), ¢ infinito.

Ovviamente, se a noi fisici interessano i gruppi continui, forse conviene
effettivamente definirli.

Definizione 4. Un gruppo (G, o) si dice continuo se il numero di elementi
¢ infinito non numerabile.

In realta, pero, per noi é fondamentale che un gruppo sia connesso.
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Definizione 5. Un gruppo si dice connesso se i suoi elementi si possono
connettere con continuita all’identita.

Un gruppo continuo connesso € molto importante per noi, poiché é un
gruppo i cui elementi sono infinitesimamente vicini all’identita, che é fonda-
mentale perché vuol dire che un generico elemento del gruppo si puo scrivere
come ’azione ripetuta (infinite volte) di questi elementi infinitesimi. Un
elemento g del gruppo, infinitesimamente vicino l'identita puo essere scritto
come:

gla) =1 +ia,T* + O(a?) (2.2.6)

in cui a® sono i parametri infinitesimi del gruppo e sono parametri continui
(reali o complessi), invece, i 7% sono operatori hermitiani® e vengono chiamati
i generatori del gruppo di simmetria.

Diamo un’ulteriore definizione.

Definizione 6. Un gruppo di Lie ¢ un gruppo di trasformazioni, continuo e
i cui elementi sono funzioni analitiche (continue ed infinitamente derivabili)
di un certo numero finito di parametri (aq,...,ap).

< .

Sono proprio tali gruppi quelli per cui é possibile definire e studiare le
trasformazioni infinitesime, ossia, le trasformagzioni arbitrariamente vicine
all’identita. Ogni elemento g del gruppo di Lie si pud scrivere, in modo
economico utilizzando i generatori del gruppo e l'esponeziazione, come:

g(a) = ¢iaT” (2.2.8)

in cui o e T® li abbiamo gia visti, ma sappiamo bene che quando compare
un esponenziale, in una qualche definizione, quello che abbiamo é una defi-
nizione data dal suo sviluppo in serie. L’indice a assume valori che vanno da
1,...,dim G. Definiamo che cos’é la dimensione di un gruppo.

Definizione 7. La dimensione di un gruppo & il numero di parametri
(generatori) necessari a descrivere completamente un gruppo.

Nota che in (2.2.8) il coefficiente a, = 0 definisce I'identita.

Il problema ¢é che sappiamo che alle invarianze del sistema possiamo asso-
ciare dei gruppi e che ogni gruppo possiede degli elementi che possono essere
scritti come ’esponenziale di certi coefficienti e dei generatori del gruppo stes-
so. Pero per classificare o comunque studiare e capire come agisce un gruppo
¢ fondamentale come sono fatti i suoi elementi e dunque i suoi generatori.
Diamo una definizione.

3Sono hermitiani solo se il gruppo di Lie & unitario e a parametri reali, infatti:

U = (exp{ic, T} = exp{fiaaTaT} =U"" = exp{—ia.T}. (2.2.7)
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Definizione 8. Dare una rappresentazione di un gruppo G wvuol dire:
reaalizzare delle relazioni moltiplicative del gruppo G tramite un corrispon-
dente gruppo di matrici quadrate. Queste matrici sono pensate come ope-
ratori che agiscono su uno spazio vettoriale V la cut dimensione é detta
dimensione della rappresentazione.

Una rappresentazione ¢ una mappa che manda 1’elemento g del gruppo
in una matrice nxn:

g — M(g).
tale che:
M(g1)M(g2) = M(g1 0 g2) (2.2.9)
M(I)=1 (2.2.10)
da cui segue che:
M(gHM(g)=M(I)=1 = M(g")=[M(g)]". (2.2.11)

L’associativita € automatica poiché il prodotto tra matrici é associativo. Per
questo, tutte le proprieta del gruppo sono realizzate esplicitamente dalle
matrici di una rappresentazione. La rappresentazione piti semplice e natu-
rale usata per definire un gruppo é detta rappresentazione definente o
fondamentale. Ovviamente di un gruppo possiamo dare molte definizio-
ni diverse, che possono avere dimensioni diverse (finite o infinite), vedi ad
esempio p.20-23 in cui Salmé [9] oltre alla rappresentazione matriciale 3x3
di SO(3) da una rappresentazione infinito dimensionale che descrive una
rotazione in uno spazio funzionale. La rappresentazione fondamentale ¢ la
rappresentazione fedele con dimensione piu bassa e fornisce la dimensione
del gruppo. Ad esempio, SU(2), il gruppo di spin, ha dimensione 2 poiché
ha rappresentazione fondamentale data da matrici 2x2.
Esiste perd una rappresentazioni pit importante.

Definizione 9. La rappresentazione irriducibile ¢ una rappresentazione
per cui non ¢’¢ modo di Tidurre la sua dimensione.

Se la rappresentazione é riducibile tutte le matrici possono essere ridot-
te in forma diagonale a blocchi (attraverso trasformazioni di similitudine?).

“In generale, si definiscono equivalenti rappresentazioni collegate da trasformazioni di
similitudine: M (g) e M(g) sono rappresentazioni equivalenti se:

M(g) = AM(9)A™" | VYge @ (2.2.12)

con A matrice indipendente da g. Questa relazione di equivalenza permette di considerare
rappresentazioni equivalenti come essenzialmente la stessa rappresentazione. Infatti la
trasformazione di similitudine rappresenta semplicemente un cambio di base nello spazio
vettoriale V.
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Una rappresentazione riducibile (D) si pud descrivere completamente attra-
verso le rappresentazioni irriducibili (A, B, C') che ne formano i blocchi. In
particolare, si dice che é la somma diretta di tali rappresentazioni irriducibili:

D=A®BaC (2.2.13)

Dunque, determinati i generatori di un gruppo in modo astratto, come
gia detto, ci interessa capire come gli elementi di un gruppo agiscono sugli
stati fisici. Trovati i generatori li possiamo rappresentare con una rappre-
sentazione matriciale, la cui dimensione € la dimensione del gruppo, e ne si
puo vedere facilmente I’azione sugli stati. I generatori, come gia visto quan-
do li abbiamo introdotti, sono (in MQ) operatori hermitiani sullo spazio di
Hilbert.

Pero, come troviamo i generatori nella pratica? Abbiamo detto che ogni
elemento di un gruppo di Lie pud essere scritto come (2.2.8). Abbiamo
anche gia detto che T sono i generatori del gruppo e sono rappresentabili
da matrici nxn. La struttura di G, gruppo di Lie, sara determinata da piccole
perturbazioni nell’intorno dell’identita, ovvero, da perturbazioni infinitesime.
La rappresentazione di ogni generatore di G la si trova facendo la derivata
rispetto al suo corrispondente parametro. Spiego meglio. Quando a, < 1 si
ha una trasformazione infinitesima:

g=1+ia,T° (2.2.14)

Notiamo che dall’espressione (2.2.14) se si esplicita la somma sull’indice a e si
aggiungono tutti i termini O(a?), allora si ricostruisce la definizione (2.2.8).
Vediamo, inoltre, che l’espressione (2.2.14) ¢ lineare nei parametri oy, con

a=0,...,n, per cui possiamo determinare i generatori come:
0
T8 = 29 (2.2.15)
ooy
a=0

Nota che I'unita immaginaria introdotta in (2.2.15) ¢ pura convenzione, ma
permette di presentare il generatore come matrice hermitiana (i cui autova-
lori sono reali). Vedi la sottosezione §2.3 per un esempio di calcolo. E inoltre
possibile raggiungere qualsiasi elemento di G connesso con l'identita tramite
I’applicazione successiva di trasformazioni infinitesime:

T\* e
g = lim <1+iaak ) = ¢l@T”, (2.2.16)

k—o0

E fondamentale per noi in Fisica, avere un gruppo connesso e la relazione
(2.2.16). Considerato un certo numero di trasformazioni infinitesime siamo
in grado di ricostruire una trasformazione finita utilizzando (2.2.16) e pos-
siamo spostarci tra due punti qualsiasi dello spazio con continuita. Pero per
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noi & importante connetterci con l'identita, poiché cosi possiamo rappresen-
tare il nostro gruppo tramite trasformazioni infinitesime. Dunque, possiamo
partire dall’identita e la possiamo modificare per infinitesimi, e infinitesimo
per infinitesimo ricostruiamo una trasformazione continua. Infinitesimo per
infinitesimo vuol dire esponenziale. Gli operatori che rappresentano la nostra
trasformazione possono essere espressi tramite una trasformazione infinite-
sima in successione in successione ad altre. L’operatore finito che riusciamo
ad ottenere lo possiamo sempre scrivere come ’esponenziale dei parametri e
generatori del gruppo, ovvero utilizzando la relazione (2.2.8).

Vedi il capitolo §9 degli appunti di Meccanica Quantistica 1, in cui ab-
biamo visto che il generatore delle traslazioni é 'operatore impulso, ma che
queste trasformazioni agiscono sugli stati del sistema tramite 1'operatore
exp{—ia- p}.

Grazie all’esponenziale, per ottenere le rappresentazioni dei gruppi di Lie
connessi basta concentrarsi sulle rappresentazioni dei generatori.

E opportuno dare ancora qualche definizione generale sui gruppi e sui
gruppi di Lie.

Definizione 10. Un gruppo si dice compatto se i parametri variano in un
intervallo chiuso e limitato.

Ad esempio, le rotazioni formano un gruppo compatto, poiché gli angoli
variano nell’intervallo [0, 27].

Definizione 11. Se un’insieme ¢ compatto esiste sempre una successione
di elementi che converge ad un qualsiasi elemento dell’insieme:

Vae G, Ja, € G / li_>man:a
n—,oo

Definizione 12. Se H C G, H si dice sottogruppo di G se l’indieme dei
suot elementi & gruppo con la stessa operazione di G.

Il sottogruppo si dice invariante (o normale) se:

VgeG,VheH, gohogte H (2.2.17)

Un esempio di cio ¢é il gruppo delle rotazioni attorno ’asse z, che &
sottogruppo di SO(3).

Definizione 13. Una sottoalgebra di un algebra A, é un sottoinsieme B C
A che & chiuso rispetto alle operazioni dell’algebra e che contiene gli elementi
necessari per essere anch’essa un’algebra. Questo vuol dire:

e B ¢ un sottospazio vettoriale di A (quindi chiuso per somma e molti-
plicazione scalare).



28 CAPITOLO 2. Gemme di teoria dei gruppi

e B ¢ chiuso rispetto alla moltiplicazione definita in A (cioé se x,y € B
allora anche xoy € B).

Un esempio semplice &: preso Ma(R), cioé l'insieme delle matrici 2x2
a coeflicienti reali, una sua sottoalgebra é I'insieme delle matrici diagonali,
poiché & un sottospazio vettoriale (possiamo sommare matrici diagonali e
avere ancora matrici diagonali) ed il prodotto di due matrici diagonali &
angora una matrice diagonale.

Definizione 14. Un gruppo G si dice semplice se non ha sottogruppi in-
varianti. Invece, un gruppo é detto semi-semplice se non ha sottogruppi
mwvariantt abeliani.

Un esempio ¢ SO(3), che ha come sottogruppo le rotazioni tridimensio-
nali attorno ad un’asse, ma che non & un sottogruppo invariante, dunque,
SO(3) é semplice.

In Fisica i gruppi semi-semplici sono particolarmente importanti. Per i
gruppi di Lie semi-semplici, gli operatori di Casimir permettono di catalo-
gare le rappresentazioni irriducibili del gruppo. Il teorema di Racah nella
teoria dei gruppi afferma che, per un gruppo di Lie semisemplice, il numero
di operatori di Casimir indipendenti ¢ uguale al rango del gruppo stesso.
Questi operatori svolgono un ruolo cruciale nella classificazione delle rap-
presentazioni irriducibili dei gruppi di Lie, poiché i loro autovalori possono
essere utilizzati per etichettare tali rappresentazioni.

Riprendiamo alcune definizioni sulle rappresentazioni.

Definizione 15. Se esiste una relazione univoca tra gli elementi del gruppo e
le matrici che li rappresentano (cosa che non sempre succede visto che si pos-
sono avere rappresentazioni matriciali che rappresentano gli stessi elementi),
allora la rappresentazione si dice fedele.

La rappresentazione fondamentale di un gruppo é la rappresentazione
fedele con le dimensioni pit piccole possibili.

Se il gruppo ¢é abeliano la rappresentazione fondamentale ¢ quella delle
matrici 1x1, ossia, i numeri. Per i gruppi non abeliani (quelli non commutati-
vi, ad esempio SU(2)) la dimensionalita della rappresentazione fondamentale
dev’essere maggiore di 1, ovvero, bisogna avere delle matrici per soddisfare
I’algebra e avere una rappresentazione fedele.

Definizione 16. Una rappresentazione unitaria é una rappresentazione
in cui le sue matrici sono unitarie, e dunque tali che UUT = 1.

Sono rappresentazioni particolarmente importanti poiché, se esistono,
conservano il prodotto scalare tra i vettori di uno spazio vettoriale complesso
(lo spazio di Hilbert).
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Definizione 17. Se D(g) ¢ una rappresentazione dell’elemento g € G, al-
lora D*(g) ¢ la rappresentazione complessa coniugata del gruppo. Se
chiamiamo T; i generatori di G, allora:

D(g) = exp{ia;T"} (2.2.18)
D*(g) = exp{—iaiT*z} (2.2.19)

per cui (—iT™*") sono i generatori della rappresentazione complessa coniugata.

Si puo notare, ad esempio in SU(3), che le due rappresentazioni dei
generatori T% e T** non sono equivalenti®, motivo per cui si hanno vettori
di base, ovvero autovettori, diversi nelle due rappresentazioni. Invece, per
SU(2) le rappresentazioni dei generatori coincidono.

Definizione 18. Date due rappresentazioni D(g) e D'(g) del gruppo G,
il prodotto diretto delle due rappresentazioni é la rappresentazione di g che
agisce sullo spazio vettoriale ottenuto dal prodotto tensoriale tra i vettori base
di D(g) e D'(g):

[D(g) vi] @ [D'(9)v'x] = [D(g9) ® D'(g)] (vi ® 'k (2.2.20)

Esempi rilevanti in Fisica sono: ['unificazione delle interazioni deboli
(governate da SU(2)) ed elettromagnetiche (U(1))

SU(2) @ U(1)

e l'unificazione della forza nucleare forte (SU(3)), nucleare debole ed elet-
tromagnetica

SU(3) ® SU(2) ® U(1).

Ritorniamo un attimo sui gruppi di Lie. I generatori T generano lo
spazio di un gruppo infinitesimo di trasformazioni, per cui, il commutatore
di due generatori dev’essere una combinazione lineare di generatori. Le regole
di commutazione le possiamo quindi scrivere come:

[T“,Tb} — if® T° (2.2.21)

in cui f% la chiamiamo costanti di struttura di G, poiché codifica la
struttura non abeliana del gruppo.

Definizione 19. L’algebra di Lie di un gruppo é l’insieme delle relazioni di
commutazione dei suoi generatori, che ne definisce le costanti di struttura e
quindi caratterizza le trasformazioni del gruppo (caratterizzando la sua legge
di composizione).

®Questo vuol dire che ST;S™1 #£ —Ty".
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Per un gruppo di Lie vale anche® I'identita:
HT“,Tb},TC] + HTZ’,TC},T“} n [[TC,TC‘],Tb] —0 (2.2.24)

che si traduce in:
FULE + foefe 4 feuf =0 (2.2.25)

chiamata identita di Jacobi.

In generale si indica l’algebra di Lie con i caratteri in stile fraktur. Ad
esempio, per il gruppo SO(3,1) lalgebra la indichiamo con so(3,1).

Ancora riguardo le algebre. In generale, un’algebra ¢ uno spazio vetto-
riale lineare dotato di una legge di composizione, ’aglebra di Lie é lo spazio
vettoriale astratto i cui elementi sono i generatori, la legge di composizio-
ne sono le regole di commutazione (anticommutazione o miste) e si deve
verificare I'identita di Jacobi.

Una subalgebra dell’algebra di Lie, A, é chiamata ideale, I, se Vi €
I,Va e Asihali,a] € I. Diciamo che un’algebra di Lie é semplice se ha so-
lo ideali triviali (ad esempio, ’algebra stessa). Un’algebra ¢ semi-semplice
se non ha ideali abeliani. Un’algebra semplice ¢ anche semi-semplice, ma
non vale il viceversa.

Lo studio delle algebre di Lie semi-semplici &€ molto rilevante in Fisica,
poiché le algebre di Lie semi-semplici sono esprimibili come somma diretta
di algebre semplici. A livello di gruppi, un gruppo semi-semplice si potra
esprimere come prodotto diretto di gruppi semplici (vedi la sezione §2.4.4).

Diamo altre due definizioni importanti.

Definizione 20. Il rango dell’algebra di Lie ¢ definito come il numero mas-
simo di generatori commutanti tra loro. Dunque, da il numero di generatori
che possono essere rappresentati da matrici diagonalizzabili simultaneamen-
te.

Definizione 21. La rappresentazione aggiunta é quella in cui i genera-
tori sono le costanti di struttura.

N

Il vantaggio & che il numero di generatori &€ uguale alla dimensionalita
della rappresentazione aggiunta. Ad esempio, per SU(2) la dimensionalita

5Tn realta ci sono anche altre due proprieta che non utilizzeremo molto:

1. Nella rappresentazione fondamentale vale:
1
Tr{T“Tb} =57 (2.2.22)

in cui y%° ¢ la metrica di Killing.

2. Vale inoltre:

1 = f*%4% = tensore completamente antisimmetrico. (2.2.23)
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della rappresentazione aggiunta ¢ 3, i generatori sono o; con ¢ = 1,2, 3.

Aggiungiamo un’altra proprieta che potrebbe risultare utile, la formula
di Baker-Campbell-Hausdorff, per il prodotto degli esponenziali di due
operatori lineari A e B:
eAeB — A+B+3[ABl+15[A A B]]-35(B,[A,B]]+... (2.2.26)
in cui i puntini indicano i termini successivi, che comunque sono sempre
esprimibili tramite commutatori. Questa formula mostra che la conoscen-
za dell’algebra di Lie ¢é sufficiente per ricostruire il prodotto, in genere non
commutativo, del corrispondente gruppo di Lie.

Vediamo le ultime nozioni necessarie per proseguire:

e E sempre vero che le rappresentazioni di un gruppo G sono rappresen-
tazioni della sua algebra, ma non é sempre vero il contrario, ossia che
tutte le rappresentazioni dell’algebra di G sono rappresentazioni del
gruppo G. Vedi nella prossima sottosezione §2.3 I'esempio del gruppo
SU(2).

e Trovata l'algebra di un gruppo ¢é possibile trovare un’operatore che
commuti con tutti i generatori 7; del gruppo:

3C /[C, T =0 Vi (2.2.27)

e l'operatore C' é chiamato operatore di Casimir. In generale, C non
& un’operatore lineare nei generatori. In ogni rappresentazione irriduci-
bile C' & un multiplo dell’operatore identita C' = k1. Le rappresentazio-
ni irriducibili di un gruppo di Lie possono pertanto essere classificate in
base agli autovalori degli operatori di Casimir, dove il numero minimo
di operatori di Casimir necessari a specificare completamente tutte le
rappresentazioni irriducibili é pari al rango dell’algebra.

Un’esempio ¢ 'operatore L? = L§+L§+L§ di SO(3), che in Meccanica
Quantistica abbiamo utilizzato per completare lo SCOC e rimuovere
la degenerazione.

e Possiamo enunciare, senza dimostrare, un teorema:

Teorema 2. Le rappresentazioni unitarie dei gruppi compatti sono
finito dimensionali.

Questo teorema si applica a gruppi compatti, quali sono SO(n) ed
SU(n). Vedi la sezione §2.3. Il gruppo di Lorentz SO(3,1) e quello
di Poincaré 150(3,1) non sono compatti, per cui il teorema non va-
le e le loro rappresentazioni unitarie sono infinito-dimensionali. Per
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la Teoria Quantistica dei Campi sono d’interesse: le rappresentazioni
finito-dimensionali non unitarie del gruppo di Lorentz, utilizzate per
descrivere i campi quantistici e in generale le osservabili, e le rappresen-
tazioni infinito-dimensionali unitarie del gruppo di Poincaré, che sono
realizzate tramite operatori unitari che garanetiscono la conservazione
della probabilita (dunque realizzate tramite operatori unitari). Ci in-
teressano le trasformazioni unitarie poiché gli stati di un sistema fisico
si trasformano secondo esse.

Vediamo un concetto molto importante in Teoria Quantistica dei Cam-
pi, che ci viene in soccorso soprattutto quando siamo in presenza di
gruppi non semplicemente connessi. Un ricoprimento (o rivestimen-
to) di un gruppo ¢ un altro gruppo topologico (cioé dotato di una
struttura continua) che "copre" il primo in modo localmente identico,
ma globalmente diverso. In parole povere il ricoprimento di un grup-
po € a sua volta un gruppo, ma globalmente pit ricco. Formalmente
diciamo:

Definizione 22. Un gruppo di ricoprimento G di un gruppo G ¢é
un gruppo topologico insieme ad una mappa continua suriettiva (cioé
che copre tutto G):

G — G (2.2.28)

con la proprieta che localmente 7w & un’isomorfismo tra gruppi (cioe,
localmente possiamo confondere G con G).

Un ricoprimento universale di un gruppo G é il gruppo semplice-
mente connesso G che copre (G in modo continuo. Utilizzeremo questa
cosa per costruire rappresentazioni che non si possono definire su G, ad
esempio quando vorremo utilizzare gli spinori, non definiti su SO(3).
Due esempi fondamentali, che analizzeremo meglio, sono:

— 11 gruppo SU(2) ¢ ricoprimento delle rotazioni ordinarie SO(3).
Si dice che 'omeomorfismo tra SU(2) ed SO(3) ¢ di tipo 2 — 1,
o che SU(2) ¢ un ricoprimento doppio di SO(3), poiché ad ogni
rotazione di SO(3) corrispondono due rotazioni di SU(2). Lo
vedremo meglio nelle sezioni dedicate ai due gruppi.

— Il gruppo SL(2,C) delle matrici 2x2 complesse con det = 1 ¢ un
ricoprimento universale del gruppo delle trasformazioni di Lorentz
proprie ortocrone SO(3,1). Ogni trasfomazione di Lorentz viene
da due matrici di SL(2,C).

Un esempio grafico del concetto ¢é raffigurato in figura 2.1.
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>

Figura 2.1: Illustrazione grafica di G ricoprimento di G.

2.3 Alcuni esempi di gruppi di Lie rilevanti in Fisica

Vediamo in questa sezione alcuni esempi rilevanti in Fisica di gruppi di Lie.

In particolare, ci renderemo conto che ¢ molto pit comodo per noi utiliz-
zare i generatori per studiare un gruppo, anziché gli elementi dello stesso. Ad
esempio, il gruppo delle rotazioni ¢ un gruppo continuo, poiché SO(3) ¢ un
gruppo con un numero infinito non numerabile di elementi. Per la Meccanica
Quantistica, ¢ subito chiaro, che SO(3) non ¢ un gruppo molto bello, perché
so che lo spazio di Hilbert & uno spazio separabile, che ha co elementi, ma
numerabile. Pero, se al posto di utilizzare gli oo elementi di SO(3), utilizzo i
suoi generatori la situazione migliora. I generatori del gruppo delle rotazioni
sono solamente 3: L;, L, ed L.

2.3.1 Il gruppo SO(n)
E il gruppo definito come:
SO(n) = {matrici ortogonali nxn ad elementi reali e con det =1}.

Possiamo analizzare, ad esempio, il gruppo SO(3), ossia, il gruppo delle
matrici R reali ortogonali 3x3 con determinante uguale ad 1. E il grup-
po che rappresenta le rotazioni nello spazio tridimensionale’. SO(3) & un
gruppo di Lie compatto, connesso e non abeliano. La matrice R genera le

trasformazioni di un vettore tridimensionale:

x —+x = Rx (2.3.1)

"Nota che ci sono due modi di vedere una rotazione. Quando teniamo fisso il sistema di
riferimento, ma ruotiamo il vettore posizione si parla di trasformazione attiva, quando
teniamo fisso il vettore, ma ruotiamo il sistema di riferimento parliamo di trasformazione
passiva.
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0 in notazione tridimensionale®:
o= =R | i,j=1203. (2.3.2)

Conosciamo bene, ad esempio, una rotazione attorno ’asse z (& analogo per
rotazioni attorno z o y):

cosf, sinf, O
R.(0,) = | —sinf, cosf, 0O (2.3.3)
0 0 1

se consideriamo 6, < 1, la matrice R, diventa:

0 10
R0, <1)~1+6, (-1 0 0] +... (2.3.4)
0 0 0

in cui possiamo individuare per definizione il generatore. la matrice che
compare dietro 6, ¢ appunto T3, e di conseguenza:

—1

0
T3 = | (2.3.5)
0

o O O

0
0

Possiamo fare lo stesso procedimento anche per rotazioni attorno 'asse x ed
y (le matrici di rotazione attorno ad un’asse si costruiscono ponendo 1 nella
riga-colonna dell’asse di rotazione e la matrice 2x2 di sin e cos, cosi com’¢ in
R, nell’altro blocco) e determinare T e T2 (vedi p.15 di Salmé [9] o p. 13
di Bastianelli [2]), in questo modo, avendo espressioni esplicite dei generatori
si puo determinare facilmente ’algebra di Lie del gruppo, che risulta essere:

[T", 9] = ie*T*. (2.3.6)

Da (2.3.6) si vede che SO(3) non ¢ abeliano’. L’algebra trovata ¢ stata
ricavata considerando la rappresentazione definente, ma ¢ anche possibile
considerare tale algebra come 1’algebra astratta di SO(3) per poter studiare
le diverse rappresentazioni irriducibili.

Abbiamo anche gia detto che le rappresentazioni irriducibili dell’alge-
bra di Lie corrispondono alle rappresentazioni infinitesime del gruppo e che
esponenziandole possiamo ottenere le trasfomazioni finite, che forniscono una
rappresentazione del gruppo.

8Nota che in questo caso mettere indici alti o bassi & irrilevante, poiché la metrica in
R? & §;;.
“Nota perd che SO(2) ¢ un gruppo abeliano, vedi p. 12 di Bastianelli [2].
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1l gruppo SO(3) & rilevante in Fisica perché se rinominiamo 7% = J* (e
ci mettiamo in unita naturali, 4 = 1) allora riconosciamo:

[J4, 7] = ik P, (2.3.7)

che é lalgebra quantistica del momento angolare, il cui studio delle rappre-
sentazioni unitarie irriducibili puo essere risolto esplicitamente con i metodi
visti in Meccanica Quantistica. La rappresentazione fondamentale di SO(3)
¢ infatti data dalle matrici che operano sugli stati |l,m), autostati del mo-
mento angolare, e li mesolano tra loro. Le rappresentazioni irriducibili di
SO(3) sono date dalle armoniche sferiche ¥;™. Ad |I,m) corrispondono le
armoniche sferiche Y;™, che formano una base della rappresentazione di spin
[, che ¢ 21+ 1 dimensionale (infatti i valori possibili di m sono 20+ 1), quindi,
la rappresentazione fondamentale (e irriducibile) di SO(3) ¢ data da matrici
(20 + 1)(2! 4 1)-dimensionali.

Come visto, le rotazioni in R?® dipendono in modo continuo da 3 pa-
rametri, che sono i tre angoli di Eulero, motivo per cui sono un gruppo
continuo, ma anche compatto dal momento che essi variano nell’intervallo
[0, 27]. Notiamo che abbiamo un gruppo connesso, poiché possiamo passare
con continuita dalla matrice identita (d;;) ad una qualsiasi rotazione, visto
che la dipendenza dagli angoli é data dalle funzioni analitiche seno e coseno.
Chiamiamo gruppo delle rotazioni proprie il gruppo delle matrici 3x3 (ro-
tazioni in R?) poiché sono connesse con continuita all’identita. Le rotazioni
in R? sono rappresentate da matrici 3x3, ma appena cominciano ad agire su
spazi funzionali la loro rappresentazione pud dimensionalita o assumere una
forma differenziale (in questo caso si parla di dimensionalita infinita della
rappresentazione).

I1 gruppo delle rotazioni proprie si indica con SO(3), come ben sappia-
mo. L’aggettivo ortogonale ci indica un’importante proprieta delle rotazioni,
ossia che il prodotto scalare tra due vettori non cambia se applichiamo la
stessa rotazione ai due vettori (vedi p.13 di Salmé [9]). Come ultima osserva-
zione, che tornera utile nella sezione §2.4.1, ¢ utile sottolineare la differenza
di SO(3) con il gruppo O(3), di cui SO(3) é sottogruppo: il gruppo O(3)
contiene anche I'inversione spaziale I (per cui si ha det{ls} = —1), che non
puo essere connessa con continuita con l'identita, differentemente dalle rota-

zioni proprie!?.

Si noti un’ultima cosa. L’algebra 2.3.6 non & valida per SO(n), ma solo
per n = 3. Per generalizzare si puo indicare 71 = T2 (poiché T genera
una rotazione nel piano 2-3) e cosi via T? = T3!, T3 = T'2. Gli elementi di
matrice, é dimostrabile, possono essere scritti come:

(T = (T%)'; = =i(6"6% — 576%) (2:38)

10Sara proprio questo il motivo per cui ci interessera solo SO(3) quando studieremo il
gruppo di Lorentz.
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e analoghe per T3! e T'2. Si ottiene quindi:
(THY'; = —i(s™s'; — 6"6)) (2.3.9)
che puo essere utilizzata per calcolare 1'algebra di Lie di SO(3). Si trova:
[T“,TU}::-45“7®7+iémzﬁj+¢5UI*i—i5Mj“ﬂ (2.3.10)

Nella forma (2.3.10) ¢ valida per il generico gruppo SO(n) e non solo nel caso
n = 3. Naturalmente, gli indici assumono valori da 1 ad n. Inoltre, sosti-
tuendo la metrica euclidea d;; con la metrica di Minkowski g;;, appropriata
per uno spazio-tempo con n spazi ed m, la relazione (2.3.10) ¢ I'algebra di
Lie di SO(n,m).

2.3.2 11 gruppo SU(n)

E il gruppo definito come:
SU(n) = {matrici complesse unitarie nxn con det = 1}.

Uno dei gruppi pitt importanti in Fisica ¢ SU(2), vediamolo nel dettaglio.
Possiamo scrivere matrici che differiscono infinitesimamente dalla matrice
unita come segue:

geSUR) , g=1+iT T, <1 (2.3.11)

Possiamo vedere che la richiesta che gf = 1 — T coincida con g7! =1 —iT
(ossia che g siano matrici unitarie), implica che le matrici T siano hermitiane:

T="T" (2.3.12)
Inoltre, la richiesta di det{g} =1 ci fa vedere che:
det{g} =1+:Tr{T'} = T {T}=0. (2.3.13)

Una base di matrici 2x2 hermitiane a traccia nulla sono date dalle matrici
di Pauli:

1 (0 1 o (0 —i 3 (1 0
0—<1 0> ) J_<i O> =1y 1) (2.3.14)

La rappresentazione fondamentale di SU(2) si indica con D'/2. L’algebra ha
dimensione 3 e rango 1 (cioé¢ i generatori commutano solo con se stessi, vedi
la regola di coomutazione (2.3.17), quindi, avremo al massimo un solo gene-
ratore che ha una rappresentazione diagonale). Possiamo quindi esprimere
un’arbitraria matrice 7' come una combinazione lineare delle o%:

O.(I

T=0,— , a=12.3 (2.3.15)
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in cui la normalizzazione (1/2) é stato scelto per pura comodita. La forma
generica di un elemento del gruppo SU(2) é:

a
g= exp{i@aUQ} = exp{iT'}. (2.3.16)
Definiti i generatori infinitesimi ¢ possibile trovare I’algebra di Lie di SU(2):
[T“, Tb} = jeabere (2.3.17)

che possiamo notare coincidere con ’algebra di Lie (2.3.6) di SO(3) (hanno
le stesse costanti di struttura). Questo non é casuale, anzi ci dimostra che
localmente sono lo stesso gruppo, anche se globalmente ci sono, ovviamen-
te, differenze. In termini di geometria differenziale si dice che SU(2) ¢ un
ricoprimento del gruppo SO(3). La differenza tra SO(3) ed SU(2) la si puo
vedere banalmente nelle rappresentazioni fondamentali. Un’ulteriore diffe-
renza, vista anche nel corso di Meccanica Quantistica 1 (vedi il capitolo §9),
puo essere vista facendo una rotazione di 27 con rappresentazioni di SO(3)
0 SU(2). Sappiamo che una trasformazione finita ¢ ottenuta esponenziando
trasformazioni infinitesime, in modo da renderle finite. Una rotazione finita
g3, in SU(2), attorno l'asse z ¢ ottenuta scegliendo 3 = 0 ¢ 1 = 0 = 0 in
(2.3.15) ed esponenziando:

g3(0) = €z (2.3.18)
g3 1/ o3 2 1/ o3 3
0N 5 10N 10\ 5 1 0\!
— 1 _ l Q ? + l Q ! + + 3 Q _ 1 Q ’ +
- 21\ 2 1\2 S IR (R
(2.3.21)

B 0 . 5. (0
= cos <2> + i0” sin <2> (2.3.22)

se prendiamo 6 = 27, allora:
g3(2m) = —1 (2.3.23)

che non coincide con l'identita di SU(2). Facendo la stessa cosa in SO(3)
invece si ottiene g3(2m) = 1. La trasformazione identita in SU(2) la si ottiene
solo per 6 = 47. Questa appena vista é la nota proprieta di rotazione di uno
spinore. Possiamo vedere l'esistenza di un’isomorfismo tra SU(2) ed SO(3).
Definiamo la matrice X = & - Z, che sara una matrice in GL(2,C), con
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¥ = (r1,22,23) e & = (01,09, 03) vettore con componenti le matrici di Pauli.
Possiamo calcolare facilmente com’é fatta X:

0 1 0 —i 1 0
X = <1 0>+m2 (Z 0>—|—m3 (0 _1> (2.3.24)

_ < Ty n _if”2> (2.3.25)

1 + 179 —Is3

possiamo verificare che il modulo quadro del tri-vettore posizione sia dato
dal determiante di X:

_ x3 Ty —1T2\ 9 9 oy o2
det X = det <x1 iz s > = —x3— (27 +x3) = —|Z]* (2.3.26)

ma anche che X ¢ una matrice hermitiana, ovvero tale per cui X = Xt, e a
traccia nulla TrX = 0. A questo punto, se prendessimo una generica matrice
unitaria A € SU(2), quindi per cui AAT = 1, e che realizzi la trasformazione:

X — X' =AxA""1 (2.3.27)

allora, troviamo che X’ & ancora una matrice hermitiana, a traccia nulla e
tale per cui det X’ = det X. Quindi la trasformazione in questione preserva
la norma del vettore Z e realizza una rotazione nello spazio tridimensionale
e si tratta di una rappresentazione di SO(3). Pero, siccome A & una matrice
bidimensionale complessa di SU(2), la rappresentazione che abbiamo trovato
¢ bidimensionale. Abbiamo in sostanza visto come un elemento di SU(2)
generi una rotazione tridimensionale. E facile rendersi conto che se al posto
di A, avessimo utilizzato — A, il risultato non sarebbe cambiato e per questo
possiamo dire che la corrispondenza ¢ 2 : 1 e si realizza 'isomorfismo:
~SU(2)

SO(3) = =5 . (2.3.28)

L’algebra di SU(2) é la stessa di SO(3), come abbiamo gia notato, e i genera-
tori sono dati dalle matrici di Pauli diviso 2 (2.3.16), poiché A € SU(2) puo
essere scritta come €7 con H hermitiana a traccia nulla (det A = det el =
e TrH ), dunque H ¢& una combinazione lineare delle matrici di Pauli. Infatti,
in piena generalita possiamo scrivere (2.3.16).

Quello visto durante i conti pud essere riscritto tramite una proprieta
delle matrici o. Una rotazione attorno un’asse generico n puo essere scritta

come:
= 1lcos (g) + 10 - nsin (g) (2.3.29)

In generale, dato un gruppo di Lie si individua una sola algebra, ma non
é vero il viceversa. Data un’algebra possiamo individuare gruppi diversi, in

[SINT)

AR = 0) = ¢
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relazione tra loro. Ad esempio, il gruppo SU(2) é omeomorfo'! al grup-
po SO(3). SU(2) descrive le rotazioni degli stati corrispondenti a momenti
angolari semi-interi ed interi, mentre SO(3) solo interi. L’omeomorfismo
SU(2) — SO(3) & del tipo 2 — 1, ma le loro algebre sono isomorfe!?2.

Oltre al commutatore dei generatori di SU(2), si puo calcolare I’anticom-
mutatore tra due operatori. Possiamo vedere che:

{oi,05} =26 (2.3.30)

che evidenzia I'asimmetria dei fermioni. Combinando le regole di commuta-
zione (2.3.17) e di anticommutazione (2.3.30) si puo scrivere 1'utile relazione,
valida per i # j:

00 = i0}. (2.3.31)

Possiamo vedere che l'operatore di Casimir di SU(2) é:

2 2 2 2 gi

T*=T;+T;+T; , T;= 5 (2.3.32)

Delle volte pero, occorre lavorare con matrici di dimensione piu elevata.

Quando abbiamo 1 particella di spin 1/2 mi basta una matrice 2x2, ma

quando abbiamo 2 particelle di spin 1/2, allora andiamo in uno spazio a 4
dimensioni, e stiamo facendo:

D2 @ D2, (2.3.33)

Siamo in uno spazio a 4 dimensioni perché abbiamo 4 vettori di base:

v =13.3)32)
11 11 vz =1 4|1, -1)
5 E5 SoEg ) = a2l 2 2 2.3.34
o2), 2 12), " e D 2
w2 =13 -9) 33
ovvero un tensore a due indici:
W =i i =1,2. (2.3.35)

Sullo spazi quadridimensionale operano gli elementi del gruppo prodotto
diretto:
exp{iT1} ® exp{iT} = exp{iT'} (2.3.36)

1 Ovvero, esiste una funzione che associa ad un elemento di un gruppo uno o piti elementi
di un altro gruppo, preservando la legge di composizione del gruppo.

12Quando I’omeomorfismo ¢ biunivoco, quindi esiste una relazione uno a uno tra
gli elementi dei gruppi, allora si chiama isomorfismo. Due gruppi isomorfi sono
moatematicamente indistinguibili.
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grazie alla forma esponenziale e al fatto che T1 e T5 commutino. T é dato
da T = T + T>. Componendo due spazi di dimensione 2 otteniamo uno
spazio quadridimensionale, ma isieme ad una rappresentazione che non &
irriducibile (infatti ¢ 4x4). Pero, sappiamo che vale (vedi p.32 di Salmé in
cui fa le considerazioni sugli stati U%/):

202=163 (2.3.37)

che vuol dire che la rappresentazione riducibile 4x4 si decompone in due
rappresentazioni irriducibili 1x1 e 3x3, i cui vettori di base sono i ben noti
vettori di singoletto e tripletto.

Ci sono (p.32-36) in Salmé [9] uteriori discorsi riguardo il modo per ot-
tenere una rappresentazione irriducibile tramite un metodo grafico e la trat-
tazione (rapida) di un sistema di due o tre fermioni. Salmé tratta anche il
caso dei coefficienti di Clebsch-Gordan, che non sono altro che un’applica-
zione della teoria dei gruppi, infatti, quando si costruiscono i vari coefficienti
il procedimento che si fa é studiare la decomposizione del prodotto diretto
di due rappresentazioni irriducibili di due gruppi in somma diretta di rap-
presentazioni irriducibili. Anche nelle pagine 6-10 di Bastianelli [2] vengono
fatti un po’ di discorsi sulle rappresentazioni irriducibili di SO(n) ed SU(n)
e sulle decomposizioni in termini di somme dirette.

In Salmé [9] é anche presente (p. 37-47) I'esempio del gruppo SU(3)'3,
che gode di alcune proprieta in piu rispetto SU(2) (rango 2, 2 operatori
di Casimir e 2 generatori diagonalizzabili contemporaneamente) ed ¢ fonda-
mentale per applicazione alla fisica adronica. Nel modello standard SU(3)
dara la simmetria di colore alla teoria.

2.3.3 Altri esempi rilevanti

Gruppo delle fasi U(1) E un gruppo definito da:
U(l):{zeC/|z|:1}:{em/a€R}

si vede quindi, che tale gruppo ¢é definito tramite la sua rappresentazione
fondamentale. Per trasformazioni infinitesime si ha:

€ =14ia+... (2.3.38)

ed il generatore infinitesimo é dato da T" = 1, pensabile come una matrice
1x1, il quale produce 'algebra di Lie abeliana del gruppo U(1) data dal
commutatore:

[T,T] = 0. (2.3.39)

13Che nella rappresentzione fondamentale i generatori assumono la forma delle 8 matrici
3x3 di Gell-Mann A%, che generalizzano le matrici di Pauli per SU(2).
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In base alle considerazioni fatte nella sezione §2.2 possiamo pensare al-
l'algebra di Lie (2.3.39) come all’algebra di Lie astratta corrispondente al
gruppo U(1), che viene poi rappresentata da matrici diverse nelle diverse
rappresentazioni. Siccome le rappresentazioni irriducibili del gruppo U(1)
sono tutte unidimensionali (complesse), allora tutte queste matrici sono 1x1
e dunque numeri, positivi o negativi, detti carica.

Nella rappresentazione di carica g, dove I’elemento e’® & rappresentato
da €', si vede che il generatore infinitesimo & rappresentato da T = ¢ e
soddisfa la stessa algebra (2.3.39).

La rappresentazione definente rappresenta un elemento di U(1) con e*®
che "ruota" naturalmente un vettore complesso unidimensionale. Infatti,
definendo il numero complesso z = = + iy e considerando una generica
trasformazione si SO(2), ovvero, €T = cosf + iT sin @ si ottiene:

Y =a'+iy = (xcosf +ysinh) +i(—zsinf +ycosh) =e 2 (2.3.40)

e si puo dire che i gruppi SO(2) ed U(1) sono equivalenti e descrivono lo
stesso gruppo abeliano.

I1 gruppo U(1) ¢ rilevante in Fisica poiché le equazioni di Maxwell sono
invarianti per trasformazioni di fase, rappresentate appunto da U(1). In piu,
il gruppo di simmetria U(1) & usato in Fisica quando ci sono numeri quantici
additivi quantizzati. Quanto analizzato sinora permette anche di interpretare
le possibili cariche (generalizzate, ad esempio elettrica, di colore, etc.) delle
particelle come associate ad una rappresentazione del gruppo di simmetria.
Ad esempio, nel modello standard compare nel gruppo di simmetria della
teoria U(1), che & proprio il gruppo di iper-carica.

Gruppo U(n) E il gruppo:
U(n) = {matrici unitarie nxn}.

Ricorda che unitarie vuol dire tali per cui UU' = UTU = 1 e sono necessa-
riamente matrici C.

Gruppo O(n) E il gruppo:
O(n) = {matrici ortogonali nxn ad elementi reali} .

Ricorda che ortogonali vuol dire tali per cui U7 = U~ e che UTU = UUT =
1.

Gruppo SO(n,m) E il gruppo:

SO(n,m) = {sottogruppo del gruppo di Lorentz con

det{g} = 1 e geometria Minkowskiana n,m}.
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Gruppo SL(n,R) , ma anche SL(n,C). E il gruppo:

SL(n,R) = {gruppo unimodulare (lascia invariato 2? = z*x,,)

in n dimensioni ad elementi reali}.

Nota che SL(n,R) da una rappresentazione 2-dimensionale di LL

2.4 1l gruppo di Lorentz

Passiamo ora a trattare uno dei gruppi fondamentali per la Fisica, il grup-
po di Lorentz. Analizzeremo prima di tutto le trasformazioni di Lorentz
ripassando quello visto nella Relativita Speciale, successivamente cerchere-
mo i generatori e 'algebra del gruppo, guarderemo chi sono gli operatori di
Casimir, studieremo le rappresentazioni scalare, spinoriale e vettoriale del
gruppo e vedremo l'importante fatto che il gruppo di Lorentz fattorizzi nel
prodotto di 2 sottoalgebre indipendenti.

2.4.1 Trasformazioni di Lorentz

Cerchiamo di analizzare meglio in questa sezione le trasformazioni di Loren-
tz, ovvero, i costituenti del gruppo di Lorentz, analizzato meglio in seguito.

Abbiamo gia detto che una generica trasformazione di Poincaré é del tipo
(2.1.1) e accennato al fatto che le trasformazioni di Lorentz siano rappresen-
tate dalle matrici A", ossia, che operano come:

't = At = A + AR (2.4.1)

L’insieme delle matrici A che lasciano invariata la distanza spazio-temporale
formano il gruppo di Lorentz omogeneo. Dall’invarianza spazio temporale
tra due eventi dello spazio M? si ricava un’importante proprieta del tensore
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metrico g,,,,. Deve valere'?:

gurta” = gw,:r'“:U'V = gu A", 2P N x? (2.4.7

= gu A\ N 2Pz
le relazioni (2.4.7) e (2.4.8) dovendo essere vere Vz”, z% allora portano a:
Gpo = gw,A“pA”G (2.4.9)
che puo essere anche scritta con indici alti:
9”7 = g"" AP A, (2.4.10)
In forma matriciale la relazione (2.4.9) é:
ATgh =g (2.4.11)

Le relazioni (2.4.9) e (2.4.10) sono rappresentative dell'invarianza, della Re-
lativita Speciale, rispetto ad una trasformazione di Lorentz. Nota anche che
queste relazioni ci dicono che per le trasfomazioni di Lorentz la metrica g
descrive la trasformazione di similitudine che collega sue rappresentazioni.

A questo punto non sarebbe male capire come siano effettivamente fatte
le matrici A. Sono sicuramente matrici 4x4 vivendo nello spazio di Minkow-
ski, dunque hanno 16 componenti, ma non tutte indipendenti. La relazione
della Relativita Speciale (2.4.9) permette di imporre 10 vincoli, essendo sim-
metrica nello scambio di p e o, per cuii 3+ 2+ 1 elementi sotto la diagonale
devono essere uguali ai 3 + 2 + 1 elementi sopra. Quindi le matrici A sono
determinate da 16 — 10 = 6 parametri reali indipendenti. Gli elementi indi-
pendenti sono 3 angoli di Eulero (per le rotazioni) e 3 componenti di velocita
(per i boosts).

M Nota che questa cosa potrebbe essere calcolata anche con un procedimento leggermente
pitt esplicito. Chiedendo che l'intervallo tra due punti dello spazio-tempo z* e 2'* in un
SR e z* ed 2’ in un altro SR sia sempre la stessa (quindi invariante) porta a:

(z—a2)=@—a)V(@-—2) =" —2")? - (x—x)? (2.4.2)

(T —a) = (T —a)F—a)y = A (x — 2') guo (T — ') (2.4.3)
= g/LUA V(x - 1’/ UAUp(x - x/)p = gHUAHuAJp(m - x/)l/(x - ml)ﬂ
R ——
9vp

=gz —2)(x—2") = (x — ") (x — ). (2.4.5)

Nota che il pezzo di a" si cancella perché stiamo valutando intervalli, cioé distanze
nello spazio-tempo tra due punti, insensibili a traslazioni. Per cui, affinché l'intervallo
spazio-temporale (la distanza ds®) sia un invariante di Lorentz devono valere (scritture
equivalenti):

G NN = goo ) g" AP AN, = g™ (2.4.6)



44 CAPITOLO 2. Gemme di teoria dei gruppi

La relazione (2.4.9) ci ¢ venuta in soccorso e ha rimosso alcune com-
ponenti tra tutte le possibili di A, ma ha ancora qualcosa da farci vedere.
Infatti segue che:

det{ATgA} = det{g} = det{A”T}det{g}det{A} =det{g} (2.4.12)
(det{A})> =1 = det{A}==£l. (2.4.13)
Chiamiamo:
e Trasformazione di Lorentz propria se det{A} = +1.
e Trasformazione di Lorentz impropria se det{A} = —1.

La relazione (2.4.9) & piena di informazioni, infatti, se prendiamo ’elemento
p = o = 0 possiamo vedere:

gAYy =g = (M%) — (A7) =1 (2.4.14)
—  (A%)P>1 = [A%)P>1 (2.4.15)

Chiamiamo:

e Trasformazione di Lorentz ortocrona (sono trasformazioni che non
invertono I’asse temporale e formano il sottogruppo O(1,3)) se A% >
+1.

e Trasformazione di Lorentz anticrona se AOO < -—1.

Possiamo fare uno schema delle 4 classi di trasformazioni di Lorentz che
abbiamo visto:

° Ll . det{A} = +1, A% > +1 : TL proprie ortocrone (rotazioni).

o LT det{A} = —1, A% > +1 : TL improprie ortocrone (inversione
spaziale x* — —zx').

. Li : det{A} = +1, A% < —1: TL proprie anticrone (inversione
completa zH — —zt).

o LY : det{A} = -1, A% < —1: TL improprie anticrone (inversione
temporale 70 — —20).

Le trasformazioni che ci interesseranno sono quelle L1 (con det = +1 e
AO0 > 1), ovvero quelle proprie ed ortocrone. Queste trasformazioni sono
connesse con continuitd all’identita e formano il sottgruppo SO(3,1) detto
gruppo proprio ortocrono di Lorentz o gruppo di Lorentz ristretto.
La parentesi (3,1) indica che la metrica ¢ diagonale con 3 segni — ed 1 +.
A volte SO(3,1) si chiama anche gruppo di Lorentz proprio. Notiamo anche
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che il gruppo SO(3,1) non é compatto, poiché 3 dei 6 suoi parametri posso-
no variare nell'intervallo (—o0,+00). Si noti che L_ non forma un gruppo,
poiché il prodotto di due trasformazioni improprie ¢ un TL propria. Anche
le trasformazioni anticrone non formano un sottogruppo, mentre quelle or-
tocrone formano il sottogruppo L'. L’unico sottogruppo connesso € Ll.

Una nota importante da fare & che ogni trasformazione di Lorentz si puo
scrivere come prodotto di una trasformazione ristretta e di una trasforma-
zione del tipo Li, LT_, LY. In particolare, ogni trasformazione di Lorentz
propria e ortocrona si pud scomporre in un prodotto di un boost ed una ro-
tazione. Noi per la nostra teoria ci concentreremo su queste. Ll € un gruppo
semisemplice (ha solo sottogruppi invarianti non-abeliani) e non compatto
(comprendendo i boost). Il gruppo delle rotazioni é sottogruppi di L , men-
tre i boost sappiamo bene non formare sottogruppo.

Vediamo ora, come effettivamente potrebbero essere fatte le matrici A",
analizzando le varie trasformazioni che fanno parte del gruppo di Lorentz.

Rotazioni Sono le trasformazioni ortocrone, non coinvolgono la compo-
nente temporale, e possono essere proprie o improprie. Le possiamo scrivere
come:

20 = 20 (2.4.16)
2" = Rz, (2.4.17)

in cui RY é una matrice ortogonale. Possiamo dare una rappresentazione a
blocchi della matrice A:

1 0
Ap = (0 R> . (2.4.18)
In cui vediamo che det{A} = det{R}, dunque, se det{R} = +1, allora
abbiamo una trasformazione Ll, ¢ se det{R} = —1 abbiamo L .

Le matrici R appartengono al gruppo delle rotazioni O(3), dove la O sta
per ortogonali RT R = 1. Matrici ortogonali possono avere determinante solo
uguale a +1, se det{R} = 1, allora le matrici R formano un sottogruppo di
O(3), chiamato gruppo speciale ortogonale SO(3). Quando R € SO(3), le
matrici Ag appartiene al gruppo che indichiamo con SO(3,1).

Analizzeremo meglio nel corso del capitolo le caratteristiche di tale grup-

po.

Boosts Sono le trasformazioni di velocita lungo una certa direzione (asse).
I boost sono trasformazioni di Lorentz proprie e ortocrone, dunque in Ll.
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Un boost lungo 'asse = ¢ rappresentato dalla matrice:

¥y =8 0 0

_ (=B ~+ 00
Ap, = 0 0 1 0 (2.4.19)
0 0 01
in cui si hanno i soliti parametri:
1
=2 y= = (2.4.20)

c /1— /32
ma come sappiamo, i boost possono anche essere espressi in termini della
rapidita »:

1. 1+0

n:tanh_lﬁzglnl_ﬁ

(2.4.21)

da cui seguono:

inh 1
8 =tanhn = il ; y¥=-———— =coshp (2.4.22)
coshn

in cui vediamo che siccome § € [0, 1], allora n > 0. La matrice di boost in
termini di 7 diventa:

coshn —sinhn 0 0
| =sinhnp  coshn 0 0

Ap, = 0 0 1 0o (2.4.23)
0 1

0 0

Come vedremo meglio, i boost non formano un gruppo, a differenza delle
rotazioni spaziali, poiché 'algebra dei commutatori non & chiusa, ossia, il
commutatore di due boost non é ancora un boost.

Inversione spaziale E la trasformazione di paritd. E una trasformazione
del tipo:

=20 | =g (2.4.24)
il che rende la matrice rappresentativa della trasformazione:
1 0 0 ©0
0O -1 0 O
0 0 0 -1

Inversione temporale E una trasformazione del tipo:
=20 | 2 =2 (2.4.26)
il che rende la matrice rappresentativa della trasformazione tale per cui:
A% =—-1 , det{A}=—1 (2.4.27)

dunque, una trasformazione di Lorentz impropria e anticrona, ossia in L*.
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Inversione completa Invertiamo tutti gli assi, dunque, é una trasforma-
zione del tipo:

=20 | 2 =—o (2.4.28)
il che rende la matrice rappresentativa della trasformazione tale per cui:
A% =—-1 , det{A} =1 (2.4.29)

dunque, una trasformazione di Lorentz propria e anticrona, ossia in Li.

2.4.2 Generatori e algebra del gruppo di Lorentz
Cominciamo considerando una trasformazione di Lorentz (TL) infinitesima:
AP = 61 4w (2.4.30)

con ]w“ v| <1 Vu,v. Chiamiamo w", i parametri della trasformazione. Dalla
condizione (2.4.9) della metrica otteniamo che'®:

v (5up + wup) (5Z + WVU) = Ypo (2.4.31)

guyéupél’a + wypéyg + w“aél‘p = Gpo (2.4.32)
9po w"p wPU

9po + Wop + Wpo = Gpo (2.4.33)

= Wgp = —Wpg (2.4.34)

dunque, i parametri della TL devono essere antisimmetrici. Per cui, esistono
solo 6 parametri indipendenti, che sono 3 angoli di Eulero e 3 parametri dei
boost. E possibile riscrivere la TL infinitesima in modo da separare i para-
metri infinitesimi dai generatore delle TL infinitesimi, ma per farlo occorre
ricordare quello visto per oggetti simmetrici e antisimmetrici nella sezione
§2.1.2. Abbiamo visto che w,, sono antisimmetrici per scambio p <— o
da (2.4.34), quindi, sappiamo che il loro prodotto con una quantita generi-
ca € non nullo solo sulla contrazione con la parte antisimmetrica di questa

seconda quantita. Nello specifico vediamo'®:

1 o o
wpo'g‘upgo—u = U‘)PU ’ 5 (gupg v g# gpu) (2435)

in cui la parte tra parentesi € la parte antisimmetrica di g"”g?,, antisimme-
trizzata negli indici p e o, che possiamo identificare con ¢ (M*?)* . Infatti,
se proviamo a riprendere il discorso di provare a separare i parametri w,,
dai generatori infinitesimi troviamo:

1
AMV = 5'u1/ + gMPgUywpo_ = 5MV + 5&1[)0 (gupgo—u - g,ng,DV) (2436)

1
= 04, + Suwpo i (MP)F,. (2.4.37)

Y Trascurando O(w?).

Nota che vale: g¥, = g" gr, = 6%,.
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Dunque, vediamo che i generatori del gruppo di Lorentz sono 6 matrici
antisimmetriche, tensori di rango 2, definite da:

(M), = —i(g""g% — 9" 9",) . (2.4.38)

v

Trovati i generatori del gruppo, quindi, sappiamo scrivere un generico ele-
mento del gruppo, ovvero, una generica trasformazione di Lorentz (in forma
esponenziale):

A = e3weaMP (2.4.39)

e sappiamo anche determinare I'algebra del gruppo:
|:M)\T7 Mpo] = 4 <g)\chTp + ngM)\o . g)\pMTU . gTUM)\p> (2440)

in cui possiamo notare che ¢ ¢ la costante di struttura. Nota, inoltre, che
l'algebra (2.4.40) ¢ identica all’algebra di SO(n,m) (2.3.10), ma attenzione
che gli M*™ non sono i generatori delle rotazioni J*", o per lo meno non lo
sono tutti.

L’algebra trovata (2.4.40) ¢ 'algebra del gruppo SO(1,3), cioé il gruppo
delle trasformazioni proprie di Lorentz. Noi saremo interessati solo a tale
gruppo (SO(1,3)), poiché le trasformazioni improprie (quelle con det{A} =
—1) non possono essre connesse con l'identita.

B possibile determinare ’algebra di Lorentz (2.4.40) per una rappresen-
tazione generica e non per una quadri-dimensionale come la nostra, vedi p.19

di Gambino [3].

Se continuiamo ad indagare la natura e le proprieta delle matrici M ¢
possibile trovare una diretta corrispondenza con i momenti angolari J* e con

i generatori dei boost K*. Possiamo riscrivere i tensori M* come!”:

1 4 . 4 4
Ji=geg K =M%= -M®  (244)

in cui, sapendo che M* sono antisimmetrici, si ha K#* = (. Stiamo sostan-
zialmente associando le parti spaziali di M#° alle J; e ai K* le componenti
di M*? quando abbiamo p =0 o ¢ = 0. Abbiamo, quindi, i vettori:

L1 S

J = 3 (M3, M3Y, M2 , K= (M, M M%), (2.4.42)
Possiamo anche esprimere i parametri w, in termini di angoli di rotazione
e rapidita:

6= (w23,w31,w12) , 7= (w01,w02,w03) . (2.4.43)

Tn cui €ijk € il tensore di Levi-Civita completamente antisimmetrico.
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Da queste definizioni possiamo vedere che:

1
—wWu M* =

5 (woiM% + wigM™ 4+ wiyM7) = —if- K +6-J  (2.4.44)

N | =

e che una generica TL (2.4.39) si riscrive come:
A = OT-7E) (2.4.45)

& possibile verificare, vedi I’Appendice D, che i generatori (2.4.41) sono ef-
fettivamente i momenti angolari e i boost visti nella sezione §2.4.1. Presi i
generatori, utilizzando 'unica rappresentazione che conosciamo del gruppo
SO(3,1), é possibile vedere 'algebra!®:

[JZ', Jj] = igijkjk y [Ki,Kj] = _igijkjk y [JZ',KJ‘] = iEiijk. (2.4.46)

Dalla prima delle (2.4.46) abbiamo la conferma definitiva che possiamo ve-
dere i J; come i generatori del gruppo di SO(3). Come gia sappiamo, le
rotazioni di SO(3) formano un gruppo compatto avendo i parametri (angoli
di Eulero) che variano in un intervallo chiuso e limitato. Possiamo anche
dire che componendo rotazioni successive possiamo sempre tornare al punto
di partenza, cio evidenzia la proprieta dei gruppi compatti di avere volume
finito.

Notiamo anche che i generatori dei boost non generano un’algebra chiu-
sa, dal momento che il commutatore di due K; non manda in un altro Kj,
bensi in un Jj, altro operatore che non ¢ generatore dei boost. Per questo
motivo diciamo che le trasformazioni di velocita non formano un gruppo, e
di conseguenza, non sono un sottogruppo del gruppo di Lorentz, a differenza
delle rotazioni spaziali di SO(3). Si pud anche notare che se si fa un boost
lungo una certa direzione, non si puo ritornare al punto di partenza conti-
nuando a comporre boost lungo la stessa direzione e per questo si dice che
i boost hanno volume infinito. Possiamo anche notare che i boost non for-
mano un’insieme compatto, infatti, i parametri non variano su un intervallo
limitato di valori. B vero che in Relativita Specialele velocita sono limitate
in [—¢,+c], ma nei due casi limite (v = £¢) il parametro v — oo (e f = 1),
quindi, il boost non ¢é definito.

Importante perd notare che, se consideriamo tutti i generatori K% e J,
allora otteniamo un’algebra chiusa e di conseguenza un gruppo. Il gruppo
che otteniamo ¢ proprio il gruppo di Lorentz SO(3,1) (o LL) delle trasfor-
mazioni di Lorentz proprie ed ortocrone, ovvero, con det = +1 e A% = +1.

'8Nota che si pud anche utilizzare la relazione (2.4.40). Possiamo fare riferimento alla
sezione 4.1 delle note di Gambino [3] per la dimostrazione dell’algebra del gruppo di
Lorentz.
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L’ultima cosa che potremmo dire é che una generica rappresentazione di
M,,, puo essere data da:

M, =i(x,0, — 2,0,) + S (2.4.47)

in cui individuiamo l'operatore L,, = i(mu&, — xl,(?p,) e un’altro operatore
S, hermitiano, con la stessa algebra di L, e che commuta con esso, ma che
non dipende né da z* né dalle sue derivate. La rappresentazione (2.4.47) &
una rappresentazione differenziale.

2.4.3 Operatori di Casimir del gruppo di Lorentz

Cerchiamo ora di trovare gli operatori di Casimir del gruppo di Lorentz.
Prima, pero, capiamo perché é importante farlo. Partiamo da un esempio
che conosciamo bene.

Prendiamo il gruppo delle rotazioni nello spazio tridimensionale SO(3).
Sappiamo bene che i generatori sono gli operatori di momento angolare L!
e, in realtd, sappiamo anche chi & 'operatore di Casimir (ossia colui che
commuta con tutti i generatori L*), cioé:

=L} + L3+ L3 (2.4.48)

In Meccanica Quantistica abbiamo visto che gli operatori di momento angola-
re non commutano e non possono essere diagonalizzati contemporaneamente.
Pero viene in soccorso L?, poiché quello che abbiamo fatto a suo tempo &
stato diagonalizzare L? ed L, ed etichettare gli stati fisici del sistema con gli
autovalori di L? ed L. (ovvero hl(l+1), km). In altre parole, quindi, le rap-
presentazioni di SO(3) corrisponderanno alle etichette date dagli autovalori
di L? ed L., cioé¢ da uno dei generatori e dall’operatore di Casimir.

In generale, quello per cui utilizzeremo gli operatori di Casimir sara pro-
prio questo, completare quello che in Meccanica Quantisticaera lo SCOC ed
etichettare gli stati fisici.

Torniamo al caso del gruppo di Lorentz. Gli operatori di Casimir, sicu-
ramente, commutando con i generatori del gruppo, saranno invarianti per
trasformazioni di Lorentz, cioé saranno degli scalari. Siccome abbiamo MH*”
tensori di rango 2 antisimmetrici, ci sono due scelte ovvie:

1

5 M"Y My, = J? — K? (2.4.49)
1 I
=T My My = J - K. (2.4.50)

Nel caso di (2.4.49) & un’oggetto completamente simmetrico, mentre per
(2.4.50) essendoci il tensore di Levi-Civita, ¢ un oggetto completamente
antisimmetrico.



2.4. 11 gruppo di Lorentz 51

Quindi, in analogia a quello detto per la Meccanica Quantistica, nel ca-
so di SO(3,1) gli stati potranno essere identificati (etichettati) tramite gli
autovalori relativi ad un generatore del gruppo e ai due operatori (2.4.49) e
(2.4.50).

E facile verificare che gli operatori (2.4.49) e (2.4.50) commutano con
tutti i generatori. Ad esempio:

[J2 = K2, ;) = [J% J;] — [K?, 0] = —Ki[K), J;]) — [, Ji) K (2.4.51)
= ieijk{Kla Kk} =0. (2.4.52)

2.4.4 L’algebra del gruppo di Lorentz fattorizza nel prodotto
tensoriale di due sottoalgebre indipendenti

Quello che vedremo in questa sezione ¢, che a differenza della Meccanica
Quantistica non relativistica in cui lo spin viene inglobato nella teoria a
posteriori, 'algebral® di SO(3,1) & isomorfa all’algebra del prodotto:

SU(2) ® SU(2) (2.4.53)

cid é molto importante, poiché nel momento in cui costruiremo una teoria
invariante per Lorentz, allora avremo gia lo spin inglobato in essa. Un’oserva-
zione importante ¢ che l'algebra SU(2) ¢é rappresentata da matrici complesse
2x2, ma noi abbiamo visto che avremo bisogno di matrici 4x4, per cui, é
necessario considerare 2 gruppi SU(2), ovvero, il prodotto (2.4.53).

Torniamo al gruppo di Lorentz. L’algebra trovata (2.4.46) si puo sempli-
ficare molto se, complessifichiamo J e K e definiamo i generatori:

O 2l o
V=3 (J+ik) NtS (/- iR) (2.4.54)
che sono rappresentazioni finito-dimensionale del gruppo di Lorentz, ma non
sono unitarie, poiché sono 'una il complesso coniugato dell’altra. L’algebra
di SO(3,1) a questo punto diventa:
. . k
[NZ-, Nﬂ —0 , [Ni,Nj] =iepN* [Nj, N } =i N1 (2.4.55)
é quindi evidente che N; ed Ng soddisfano indipendentemente ’algebra di
SU(2), con il vantaggio che le due sotto-algebre sono indipendenti.

Gli operatori di Casimir (2.4.49) e (2.4.50) sono dati da:

NNt NI (2.4.56)

19 Attenzione, 1’algebra, non il gruppo.
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con rispettivamente autovalori n(n + 1) ed m(m + ml).

Dunque, l'algebra del gruppo Li é localmente isomorfa all’algebra del

prodotto 2.4.53. Possiamo classificare tutte le rappresentazioni di L1 par-
tendo dalle rappresentazioni irriducibili di SU(2), che conosicamo bene dalla
Meccanica Quantistica non relativistica, e componendole (ossia un procedi-
mento analogo a quando abbiamo composto momenti angolari). Le rappre-
sentazioni di SU(2) sono etichettate dall’autovalore di J?2, cio¢ j(j + 1), e
hanno dimensionalitd 25 + 1. Nel caso di Ll utilizzeremo le etichette date

dagli autovalori di N? ed NTZ, n(n 4+ 1) e m(m + 1) rispettivamente, con
n,m=0,%13 ...

Le rappresentazioni di Ll sono quindi etichettate dalla coppia (n,m),
mentre gli stati di una certa rappresentazione sono etichettati anche dagli

autovlaori di N3 ed Ng.

Nota Le due sottoalgebre di N ed NT sono indipendenti, ma non lo sono
le due rappresentazioni. Infatti, si pud pensare ad una trasformazione di pa-
rita (che manda J; — —J; e K; — —Kj;), oppure di hermitiana coniugazione
(che cambia il segno di i e quindi scambia N <+ NT). Vediamo quindi che le
rappresentazioni del gruppo di Lorentz non sono invarianti per trasformzioni
di parita o di hermitiana coniugazione.

Nella nota 19 abbiamo accenntato al fatto che 'isomorfismo vale al livello
delle algebre di SO(3,1) ed il prodotto (2.4.53), ma non dei gruppi. Infatti,
I’isomorfismo non vale a livello di gruppo, ma solo di algebra, sotto la con-
dizione che l'algebra di SU(2) ® SU(2) sia complessificata (come abbiamo
fatto con N ed NT). Infatti, SU(2) ® SU(2) non ¢ il gruppo di ricoprimen-
to universale di SO(3,1), bensi lo ¢ SL(2,C), che studieremo nella sezione
§2.4.5. 11 gruppo SO(3,1) ¢ isomorfo (localmente) a (gruppo quoziente):

SL(2),C

= (2.4.57)
in cui Zy = {—1,41}. 1l gruppo SL(2,C) ¢ un doppio ricoprimento di
SO(3,1). Nota che si ha bisogno che anche SL(2,C) sia definito sui com-
plessi.

2.4.5 Gruppo unimodulare SL(2,C)

Prima di studiare il gruppo SL(2,C) ricordiamo cos’abbiamo imparato da
SO(3) ed SU(2).

Abbiamo visto che ¢ possibile dare una rappresentazione di SO(3) (grup-
po delle rotazioni) nel gruppo SU(2) (gruppo delle matrici complesse unitarie
2x2 con det = 1).
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SO(3) & localmente isomordo ad SU(2) avendo la stessa algebra. Il grup-
po di ricoprimento universale dell’algebra del momento angolare, SO(3), ¢
proprio SU(2), che appunto, contiene SO(3) come sottogruppo. E vantag-
gioso utilizzare, in Meccanica Quantistica, SU(2) al posto di SO(3), poiché
quest’ultimo permette di vedere, tramite le sue rappresentazioni, solo gli spin
interi, mentre SU(2) descrive rotazioni di spin sia intero che semi-intero. Alla
rotazione R corrisponde la matrice complessa U di SU(2):

R=e""d  y U=e39n7, (2.4.58)
Possiamo dire che SO(3) & localmente isomorfo al gruppo quoziente:
SU(2
) (2.4.59)
Zy

C’¢ il gruppo Zs (Vedi I’Appendice C) poiché sappiamo bene che ad una
rotazione in SO(3) corrispondono due rotazioni in SU(2).

Possiamo fare discorsi analoghi anche per il gruppo di Lorentz SO(3,1).
Come con SO(3) e SU(2) possiamo costruire un gruppo di ricoprimento uni-
versale per SO(3,1). Infatti, & possibile rappresentare il gruppo di Lorentz
mediante matrici complesse 2x2 con det = 1, che costituiscono il gruppo
SL(2,C). Le matrici di SL(2, C) sono quelle che mantengono invariato z*x,,
ovvero matrici, in analogia a quanto fatto nella sezione §2.3.2:

X =ato, =21 + 7 & , det{X} =2} — #* = 2tz (2.4.60)

in cui abbiamo definito o* = (1, #) e possiamo vedere che X = XT. Se pren-
diamo una generica matrice A € SL(2,C) e guardiamo la trasformazione:

X' = AXAT (2.4.61)

possiamo notare che X’ = X7 ¢ che det X = det X', per cui X’ lascia in-
variato il modulo quadro del quadrivettore a*. Pertanto, alla matrice A
corrisponde una trasformazione di Lorentz A. In questo senso possiamo dire
che il gruppo SL(2,C) fornisce una rappresentazione spinoriale, in quando
agisce su vettori di C? detti spinori, di SO(3,1), cosi come succedeva per
SO(3) ed SU(2). Esattamente come SO(3) — SU(2) permette di decrivere
le rappresentazioni spinoriali come rappresentazioni ad un solo valore, ora,
SO(3,1) — SL(2,C) include l'estensione relativistica delle proprieta spino-
riali. Notiamo, sempre in analogia con quanto fatto §2.3.2, che le matrici
A e —A corrisondono alla stessa A, per cui il gruppo SO(3,1) ¢ localmente
isomorfo ad:

SL(2,C)

. 2.4.62
> (24.62)
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Il gruppo SU(2) é sottogruppo di SL(2,C). Ogni matrice complessa di
SL(2,C) fattorizza nel prodotto di una matrice di SU(2) per una matrice
hemitiana positiva con det = 1.

Ogni matrice di SL(2,C) puo essere scritta come B, con B matrice 2x2
a traccia nulla®’. Poiché le matrici B possono essere combinazioni complesse
delle matrici di Pauli si ha:

B

[NIST)

+17-

|y

A=e (2.4.64)

con 0 e 7] trivettori reali. Sappiamo bene che ¢”3 corrisponde ad una ro-
tazione di un angolo # nella direzione 6. Il vettore 77 puo essere identificato
con la rapidita poiché:

—

K= ii% (2.4.65)

soddisfa l'algebra dei generatori dei boost. Quindi, nella rappresentazione
bidimensionale, una TL con parametri g e 7] viene rappresentata con una
matrice data da (2.4.64). Possiamo quindi scegliere, confrontando (2.4.45) e
(2.4.64), i generatori di rotazioni e boost:

- 7 — g
= — K=+i— 2.4.
J 5 ) i3 (2.4.66)
che portano ai generatori:
N=0 , Ni=g¢ (2.4.67)

(o viceversa, a seconda del segno =+ che si prende). La scelta (2.4.67) ¢ quella
che genera la struttura spinoriale (0,1) o (3,0) (vedi la sezione §2.4.6).
2.4.6 Rappresentazione scalare, spinoriale e vettoriale

Come gia accennato nella sezione §2.4.5 il gruppo SL(2,C) fornisce una
rappresentazione spinoriale di SO(3,1), cosi come succedeva per SO(3) ed
SU(2) e che definendo gli operatori N e NT possiamo etichettare i sistemi
con le coppie di valori (n,m), autovalori degli operatori. Abbiamo anche
detto che:
0,112 (2.4.68)
n,m=0,=,1,=-,.... 4.

) ) 27 ) 27

Vediamo i diversi casi che si possono avere:
e (0,0) quindi abbiamo n = 0 ed m = 0, che vuol dire:

N=0 , N=0 , J=0 , K=o (2.4.69)
Questa ¢ la rappresentazione scalare ¢, che € in uno spazio di dimen-
sione 1 e ha parita definita, cioé é scalare o pseudo-scalare.

29Poiché vale: ‘ .
det{e’B} =B (2.4.63)

e sappiamo che il determinante delle matrici di SL(2,C) ¢ 1.
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° (%, 0) quindi abbiamo n = % ed m = 0, che vuol dire:

—

N = = —i%. (2.4.70)

N Q
!

Questa ¢ la rappresentazione spinore left-handed (sinistrorso) 1y,
poiché é non nulla ’etichetta sulla sinistra. La generica trasformazione
di Lorentz (2.4.45), o anche (2.4.64), diventa:

¢ = et (0=, (2.4.71)

e (0, %) quindi abbiamo n =0 ed m = %, che vuol dire:

—

(\CRIST]

N=o , N=2 =2  RK=iZ (2.4.72)
2 2

Questa ¢ la rappresentazione spinore right-handed (destrorso) ¥ .
La generica trasformazione di Lorentz (2.4.45), o anche (2.4.64), di-

venta.: I
€ = etz (0% (2.4.73)

Gli spinori ¥, e ¥»gr hanno 2 componenti (up e down) e si dicono spinori di
Weyl, indicati tendenzialmente con & e £ e talvolta i loro indici sono indicati
con « e ¢&. Si puod notare che le due rappresentazioni (%, 0) e (0, %) sono ine-
quivalenti, infatti, per passare da una all’altra é necessaria una coniugazione
complessa (vedi p.23 di Gambino [3]). Sono inoltre due rappresentazioni non

unitarie.

Avremo a disposizione nella nostra teoria, ovviamente, anche altri valori
di n ed m, ma anche rappresentazioni generate, con un procedimento simile
alla composizione dei momenti angolari, a partire da quelle "base" elencate
sopra. Infatti, date le rappresenazioni degli spinori left e right, generiamo
le altre rappresentazioni moltiplicando le due di base. Ad esempio potremo
avere:

e La rappresentazione di uno spinore di Dirac a 4 componenti:
1 1
0@ (0, = 2.4.74
(39)=(03) 479
e La rappresentazione con spin 1 e 4 componenti (quadrivettori)

<;0> @ <0, ;) _ <; ;) (2.4.75)

come ad esempio il quadripotenziale A*. Questi sono i campi vetto-
riali.
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e La composizione di due spinori left-handed:

(;,0> ® (;,0> = (0,0) @ (1,0) (2.4.76)

che si decompone nella somma diretta di uno scalare (0, 0) ed un tensore
di rango 2, (1,0), antisimmetrico self-duale, ovvero tale che:

1
B,, = —-By, ) B, = §5W”UBM (2.4.77)
come ad esempio il tensore di Maxwell F#¥ che trasforma come (0, 1)@
(1,0). Larappresentazione (0, 1) corrisponderebbe ad un tensore antiself-

duale, ovvero tale:
1

Bus = =5 Byo. (2.4.78)

2.4.7 Teorema di Wigner e regola di superselezione

In Meccanica Quantistica sappiamo bene che gli stati fisici sono raggi in
uno spazio di Hilbert, per cui abbiamo una classe di equivalenza di vettori
normalizzati che differiscono solo per un fattore di fase. Abbiamo anche che
ad ogni simmetria del sistema corrisponde una trasformazione degli stati che
preserva l'interpretazione probabilistica della teoria. Vale:

PV — W) = [(T|0)|* = P(V — Vq) = [(V|0;) ]2 (2.4.79)

ovvero, la probabilita che lo stato U transisca in ¥; é uguale anche dopo
la trasformazione che manda ¥ — ¥’ e ¥y — ¥’y. Wigner ha dimostrato
che, per trasformazioni che appartengono ad un gruppo continuo e che sono
connesse con l'identita, le trasformazioni ¥ — ¥’ devono essere unitarie e
lineari. In simboli possiamo scrivere, quello che va sotto il nome di teorema
di Wigner:

se [U)=U|¥) con UUT =1 (2.4.80)
(VW) = (O|UTU [Ty) = (U]Ty) (2.4.81)

cio é alla base delle trasformazioni unitarie in Meccanica Quantistica. Dun-
que, in presenza di una simmetria continua gli stati fisici non possono trasfor-
marsi secondo rappresentazioni non unitarie del gruppo di simmetria. Allora,
gli stati quanto-relativistici non possono trasformarsi secondo rappresenta-
zioni finite del gruppo di Lorentz, in quanto esse non sono unitarie. Nono-
stante cio, pero, non ci dimentichiamo completamente delle rappresentazioni
finite poiché sono comunque importanti perché le quantita (osservabili) fisi-
che (come quadrimpulso, campo EM, campi spinoriali, etc.) si trasformano
per TL secondo rappresentazioni finite del gruppo di Lorentz.
Un altro modo di vedere il teorema di Wigner é:
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Un teoria quantistica formulata su uno spazio di Hilbert
mantiene tnvariate le probabilit’ a in ogni sistema di Ti-
ferimento inerziale, se e solo se la corrispondenza tra
stati in differenti sistemi inerziali si realizza attraverso
trasformazioni unitarie del gruppo di Poincaré.

Se una rappresentazione € unitaria, allora non ¢ finito dimensionale. Ve-
diamo ad esempio J e K che sono terne hermitiane, i cui autostati sono
stati fisici ed infinito dimensionali. Per questo la rappresentazione é infinito
dimensionale.

Invece, una rappresentazione finito dimensionale non é unitaria. Vedia-
mo ad esempio N ed NT che sono anch’esse terne hermitiane. Le osservabili
si trasformano per TL secondo rappresentazioni finito dimensionali.

Parliamo anche della seconda parte del titolo della sezione, la regola di
superselezione. Abbiamo visto nella sezione §2.3 che uno spinore cambia se-
gno con una rotazione di 27 attorno un qualsiasi asse. La stessa cosa accade
per gli stati spinoriali. Il fatto é che questa rotazione non dovrebbe produrre
effetti misurabili. Cio si traduce nel chiedere che tutte le osservabili fisiche,
cui corrispondono elementi di matrice di operatori hermitiani (B|O |A), de-
vono essere invarianti per rotazioni di 27, che sono a loro volta rappresentate
da un operatore unitario Ro;. Deve quindi valere:

(B| O |A) = (RaxB| O |Raz A) = (B| R},_ORyy |A) (2.4.82)
— O = R}_ORy, (2.4.83)

che implica che tutte le osservabili fisiche O devono trasformarsi secondo rap-
presentazioni tensoriali (spin intero) del gruppo di Lorentz. Di conseguenza,
O ha elementi non nulli solo tra stati fisici |A) e |B) che si comportano allo
stesso modo per rotazioni di 27, dunque devono essere entrambi spinori o
entrambi tensori. Questa si chiama regola di superselezione.

Facciamo un esempio. Prendiamo |¥;) uno stato di spin intero e |¥g)
uno stato di spin semi-intero, allora:

(Wg|O|Wr) = (Wg| RSO Ry |W;) = — (Wg| O W) = 0. (2.4.84)
(s ¥r)
S —I*rI

Tipiche osservabili che trattiamo sono i trivettori J (momento angola-
re) ed S (spin), oppure quadrivettori come il quadri-impulso p*. La regola
di superselezione implica (o riflette) pure I'impossibilita di preparare stati
quantistici che siano sovrapposizioni lineari di stati spinoriali e tensoriali.

Una breve osservazione prima di passare al vero colosso del capitolo. Se
avessimo fatto tutti i nostri discorsi lavorando in uno spazio euclideo, in cui
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il tempo lo avremmo sostituito con /—1¢, avremmo avuto per tutto il tempo
in mano la metrica —d,, al posto di quella minkowskiana g,,,, ma avremmo
ottenuto gli stessi risultati. La differenza sta nel fatto che saremmo arrivati
ad un algebra SO(4), ossia delle rotazioni in 4 dimensioni.

Nello spazio minkowskiano abbiamo trovato, invece, I’algebra di SU(2) ®
SU(2) attraverso due combinazioni herimitiane dei generatori (J; £ iK;). I
due SU(2) sono completamente indipendenti tra loro, poiché non possono
essere scambiati uno con l’altro da un’operazione di hermitiana coniugazione.
I due SU(2) pero sono collegati da trasfomazioni di parita, infatti abbiamo
visto che possiamo scambiarli con una trasformazione di quel tipo; cio perde
d’interesse nello spazio euclideo in cui tutte le direzioni sono equivalenti.

Facciamo sempre attenzione a non scambiare le proprieta dei generatori
con quelle dell’algebra (o sottoalgebre) del gruppo.

2.5 1l gruppo di Poincaré

Come abbiamo gia notato nel primo capitolo non vogliamo richiedere che la
nostra teoria sia invariante solo per trasformazioni del gruppo di Lorentz,
ma vogliamo anche includere nelle invarianze anche le traslazioni?!, cioé

trasformazioni del tipo:
ot — 2 =2t + o (2.5.2)

in cui @* é un quadrivettore indipendente da z. Vogliamo, quindi, l'inva-
rianza per rotazioni e boost, identificati dalle matrici A*, come visto per
il gruppo di Lorentz, e per traslazioni. Quindi chiediamo l'invarianza per
trasformazioni:

ot — 2 = A" 2V + ot (2.5.3)

che sono trasformazioni a 10 parametri (6 dai dal gruppo di Lorentz, i cui
generatori abbiamo visto essere JeK , e gli altri 4 parametri che sono da-
ti dalle traslazioni spazio-temporali). Il gruppo che formano trasformazioni
del tipo (2.5.3) sappiamo gia qual &, poiché come gia accennato, il gruppo

2!Formalmente il gruppo di Poincaré ISO(3,1) ¢ il prodotto semidiretto:
ISO(3,1) = R* x SO(3,1). (2.5.1)

Un gruppo prodotto semidiretto tra due gruppi N ed H, G = N x H, é costruito da
due sottogruppi normali (vedi la definizione 12) e un’azione di H su N che ne deforma la
struttura del prodotto. La differenza con il prodotto diretto é che in G = N x H non c’é
interazione tra i due gruppi e i vari elementi commutano tra loro, invece, in G = N x H solo
N é normale, H agisce su N con un’azione di gruppo e 'operazione di gruppo & "twistata"
da questa azione. Nel nostro caso di interesse, ISO(3,1) = R* x SO(3,1), sappiamo bene
che l’azione delle rotazioni (in SO(3,1)) non commuta con le traslazioni e applicare una
rotazione ad un qudrivettore di traslazione restituisce sempre una traslazione, ma con un
contributo rotazionale di momento angolare.
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di Poincaré (o gruppo di Lorentz inomogeneo) ¢ formato dell’"unione" del
gruppo delle rotazioni e dei boost nello spazio quadridimensionale di Minko-
wski (il gruppo di Lorentz) con le traslazioni quadridimensionali. Indichiamo
le trasformazioni (2.5.3) di Poincaré con TP e il gruppo con ISO(3,1), ov-
vero, come gruppo speciale ortogonale inomogeneo.

E possibile vedere subito che le trasformazioni di Poincaré non commu-
tano con le trasfromazioni di Lorentz. Considerando 2 TP successive con
parametri (A1, a1) e (Ag,az) si vede che:

ot — AP et +af — AP NPt + M A+ aly (2.5.4)

si vede quindi che il parametro di traslazione a; viene ruotato, per cui, i
generatori delle rotazioni non commutano con quelli delle traslazioni.

Occorre perd notare che le trasformazioni di Lorentz omogenee {A, 0} e le
traslazioni spazio-temporali {1, a} formano sottogruppo, e mentre il secondo
¢ abeliano (visto che le traslazioni commutano) il primo non lo é.

Il gruppo di Poincaré ricopre un ruolo fondamentale nella classificazio-
ne degli stati di singola particella in Meccanica Quantistica relativistica.
Infatti, alcune delle rappresentazioni irriducibili unitarie (o trivialmente uni-
dimensionali o necessariamente infinito dimensionali, poicheé il gruppo é non
compatto) sono utilizzate per rappresentare quello che si é osservato in na-
tura, ossia, particelle massive con spin intero o semintero (rappresentazioni
infinito dimensionali), particelle con massa nulla ed elicita h (rappresenta-
zioni unidimensionali).

Nella teoria che costruiremo una particella é rappresentata da una rappre-
sentazione irriducibile del gruppo di Poincaré. Come succedeva in Meccanica
Quantistica.

2.5.1 Algebra del gruppo di Poincaré

In questa sottosezione cercheremo di capire qual é I'algebra del gruppo di
Poincaré. Prima di fare cio pero dobbiamo capire com’é fatto il gruppo delle
traslazioni.

Sappiamo dalla Meccanica Quantistica che il generatore delle traslazioni
¢ Doperatore impulso??, nel nostro caso quadri-impulso, nello spazio delle

2210 vediamo prendendo una trasformazione generica (troncando Taylor al primo
ordine):
2t =" 4 Sat = £°0,a" (2.5.5)

sappiamo dalla (2.5.7) che P, = —id,, quindi:

¥ =a" 4" Pt (2.5.6)
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configurazioni definito come:
P, = —id,. (2.5.7)

Infatti, 'operatore di derivata genera proprio il coefficiente nello sviluppo in
serie della traslazione infinitesima:

dzt = ieP Pyat = eV (2.5.8)

in cui e* sono i parametri della trasformazione, e cid é il motivo per cui
scriviamo per una generica trasformazione:

o't = gh 4 et (2.5.9)
ed un generico elemento del gruppo, che & chiuso, delle traslazioni:
Us(e) = e Fu = mi(e"Po—'P) (2.5.10)

Non ci siamo fatti troppi problemi e abbiamo esteso p’ allo spazio di
Minkowski, dandogli una compontente 0. Sappiamo, sempre dalla Meccanica
Quantistica, che la traslazione temporale é rappresentata dall’operatore di
evoluzione temporale (in cui compare H ):

At — gPPat o po—p 0= A (2.5.11)
Quindi concludiamo che:

Pt = (P° P) = —id, (2.5.12)
sono i generatori del gruppo delle traslazioni, la cui algebra é:

[P*,P"] =0 (2.5.13)
che riflette la natura abeliana del gruppo delle traslazioni.
Cerchiamo a questo punto I’algebra del gruppo di Poincaré.?® Dalla Mec-

canica Quantistica sappiamo che gli impulsi non commutano con i generatori
del gruppo di Lorentz?* (M )

(M, Py] = —igu Py + igup Py (2.5.14)

ed in particolare:
[P, P] =0 [P H] =0 [J', H] =0 (2.5.15)
[K',P] =is“H [K' H|] =P’ [K' K] = —ie"" % (2.5.16)

[J8, 9] = iek gk (g PT] = ighih Pk [J K] = ieP KR (2.5.17)

e possiamo dire che P, & il generatore delle traslazioni.

ZPossiamo fare riferimento alla sezione 5.1 delle note di Gambino [3] per la
dimostrazione dell’algebra del gruppo di Poincaré.

24 Abbiamo anche visto che le TP non commutano con le TL.
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Notiamo che i primi commutatori (2.5.15) evidenziano il fatto che traslazioni
e rotazioni sono costanti del moto, mentre dalla seconda delle (2.5.16) vedia-
mo che i generatori dei boost, K*, non commutano con H. E evidente che i
10 generatori (impulso e del gruppo di Lorentz) formino un’algebra chiusa,
con sottoalgebre delle rotazioni e traslazioni. Notiamo anche che le traslazio-
ni formano un gruppo non compatto. L’ultima riga (2.5.17) certifica il fatto
che f, K e P sono trivettori. Notiamo anche dai primi due commutatori
della seconda riga (2.5.16), che esprimono la variazione delle componenti di
PH* per boost, che P* si comporta, ovviamente, come un quadrivettore, cio‘e
la componente temporale acquista un termine proporzionale all’'impulso lun-
go la direzione del boost e viceversa, mentre le componenti trasversali non
vengono modificate.

Dalla classificazione di Wigner, che abbiamo visto nella sezione §2.4.7,
le rappresentazioni unitarie del gruppo di Poincaré sono infinito dimensio-
nali (poiché P* ¢ continuo). La non compattezza del gruppo di Lorentz e
del gruppo delle traslazioni, infatti, di porta a dire (in modo equivalente alla
frase appena conclusa) che le rappresentazioni irriducibili finito-dimensionali
non sono unitarie. Per le applicazioni fisiche a noi interesseranno le rap-
presentazioni irriducibili unitarie, dunque, per forza (Wigner ci dice cosi)
infinito-dimensionali.

Una breve osservazione. Dalla teoria dei gruppi, ed in particolare dalla
teoria delle rappresentazioni, sappiamo che possiamo avere rappresentazio-
ni diverse per uno stesso gruppo. P con la rappresentazione differenziale
(2.5.12) ha lo svantaggio che ¢ di dimensione infinita, ma il vantaggio di
essere unitaria. Se invece dessimo a P* una rappresentazione matriciale 4x1
avremmo una rappresentazione finita, ma con lo svantaggio di non essere
unitaria.

Di solito si utilizzano rappresentazioni unitarie per gli stati, in modo da
conservare la norma nel tempo (e per poter utilizzare 'operatore di evoluzio-
ne temporale U), invece, per le osservabili (gli operatori) conviene utilizzare
le rappresentazioni finite, in modo da saperli scrivere.

2.5.2 Casimir del gruppo di Poincaré

Visti chi sono i generatori e qual é l'algebra del gruppo possiamo comin-
ciare a pensare chi sono gli operatori di Casimir del gruppo di Poincaré.
In gruppi non semisemplici, come ISO(3,1) (poiché contiene le traslazioni,
che sono un gruppo abeliano), gli operatori di Casimir esistono, ma non li
possiamo trovare ut