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Prefazione

In questo documento voglio raccorgliere le mie note rispetto gli appunti re-
lativi al corso di "Fisica della Materia Condensata" svolto dal professor
R. Tateo e seguito all’ Universita degle studi di Torino nell’a.a. 2024-2025 ag-
giungendo eventualmente i riferimenti a vari libri (pitt o meno utili a seconda
della volonta di approfondire). Questi appunti sono una riscrittura degli ap-
punti presi in aula, quindi la fonte principale sono le note del professore, ma
i libri sono fondamentali per una completa comprensione degli argomenti.
Ci tengo anche a segnalare il fatto che, pur essendo ampiamente ispirati alle
gia citate note del professore, sono stati fondamentali (forte ispirazione) gli
appunti di V. Zitoli reperiti sul canale Telegram. Durante il corso sono stati
consigliati diversti libri (indicati in Bibliografia), cerchero di indicare i vari
riferimenti bibliografici all’inizio di ogni capitolo.

Chiaramente sono da intendere come degli appunti personali scritti in
bella, eventuali sviste, errori o inesattezze sono dovute alla mia ignoranza,
ma soprattuto ho scritto questi appunti in modo da "spiegare” a me stes-
so I'argomento, quindi alcune parti potrebbero sembrare troppo prolisse o
troppo superficiali per alcuni. In ogni caso fa piacere se possono aiutare
qualcun’altro. Spero in ogni caso di esser riuscito a scrivere un documento
chiaro e ben strutturato.

Alcune volte posso non far riferimento ad un particolare testo o corso
passato, in questi casi mi sto riferendo ai MIEI appunti riguardanti quel-
I’argomento. Una mia collezione di appunti ¢ presente nella mia pagina
personale di GitHub: gCembalo.github.io.

Qualsiasi errore/refuso puo essere inviato alla mia mail personale:
gabriele.cembalo02@gmail. com.

Ultimo aggiornamento: 04/09/2025 ‘
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Capitolo 1

Superflidita

Vediamo in questo capitolo la trattazione della superfluidita.

1.1 Elio II e la transizione \

L’elio fu scoperto nel 1868 dall’astronomo francese Janssen durante un’eclisse
totale in India. Nel 1895 fu osservato da Ramsay, Cleve e Langlet all’interno
di un minerale, la clevite, contenente materiale radioattivo come uranio e
torio. Fu l'ultimo gas a essere stato liquefatto; cido € avvenuto la prima volta
nel 1908 grazie a Kamerlingh Onnes nei laboratori a Leiden, in Olanda. Le
sue caratteristiche principali sono:

e Gas nobile, leggero e inerte alla temperatura ambiente, senza colore,
odore e sapore: esso non si combina molto facilmente e sfugge dalla
gravitazione terrestre, quello che esiste proviene da decadimenti ra-
dioattivi; ¢ piu facile trovarlo nei giacimenti di gas naturale fino al 7%
e nelle rocce.

e Elemento pitt abbondante nell’Universo dopo I'idrogeno.

e Ha due isotopi stabili (* He — bosone con spin nucleare I = 0; in quan-
to tale ha transizione di fase del tipo condensazione di Bose-Einstein;
3He — fermione con spin nucleare I = 1/2; si ha una transizione di
fase simile alla superconduttivita) e due isotopi instabili( He — tem-
po di dimezzamento T/, ~ 0,82 s e 8He — tempo di dimezzamento
Ty ~0,12s).

1.1.1 Le forze di Van der Waals

La simmetria del dipolo ¢ perfettamente sferica; le interazioni dipolo-dipolo
sono molto deboli, quindi non ha un momento di dipolo permanente, ma ci
sono fluttuazioni di dipolo che gli permettono di passare, per esempio, dallo
stato gassoso a quello liquido.
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Le transizioni di fase sono causate dalle forze di Van der Waals; il poten-
ziale usato per descrivere queste forze ha la forma del potenziale standard di
Lennard-Jones; data r la distanza tra un atomo di elio e un altro:

$(r) = e [(‘;)m - <‘;)6} (1.1.1)

dove la prima componente € repulsiva a corto raggio, mentre la seconda é
attrattiva, legata alle forze di Van der Waals, ¢/kp = 10,2 K, 0 = 2.56 Ae
kp ¢ la costante di Boltzmann. L’energia potenziale si ottiene calcolando, in
coordinate sferiche:

Epot = ;/ drn(r) 4mr?® ¢(r) (1.1.2)
0
1 1
= Viﬁ‘fb — VT?L (1.1.3)

Il fattore 1/2 ¢ introdotto per evitare il doppio conteggio degli atomi; n(r)
¢ la densita radiale degli atomi; V,, ¢é il volume molare, ottenuto facendo
opportune considerazioni dimensionali. Questa formula vale sia per lo stato
gassoso che per lo stato liquido: la competizione tra i due volumi molari
nei due stati determina qual é lo stato piu stabile a bassa temperatura (nei
sistemi standard), o meglio la differenza di energia potenziale nel liquido e
nel solido dipende dalla densita n(r) nelle due fasi.

In generale a temperature basse, lo stato solido ha un punto di minimo che
corrisponde a uno stato che minimizza ’energia; in questo regime € soppresso
il comportamento termodinamico, legato al variare della temperatura, ed
emergono fenomeni quantistici: una particella in una buca di potenziale ha
un’energia minima diversa da zero che dipende dal volume a disposizione
della particella ( per il principio di indeterminazione di Heisenberg).

Supponiamo quindi 7" = 0, dove i fenomeni quantistici sono dominanti:
data una particella in una scatola di lato L con condizioni fisse al bordo, la

sua energia sara:
B S 1))\ 2
Ey=5-3 <7T(”+)) . (1.1.4)

©2m 4 L
=1

Se considero 'energia del punto zero, ovvero lo stato fondamentale n; = 0:

3h2 72 1
Ey = 53~ a3 (1.1.5)
2m Vi, Vi

L’energia Ey tende a zero per grandi V,,, quindi "alza” la curva legata alla
fase solida: quindi a T' = 0 e a pressione atmosferica, la fase liquida ¢ piu
stabile di quella solida, con un volume molare di circa 28 cm?/mol.
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400 T T T / 50 T - T :
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_— I
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Figura 1.1: A sinistra ’energia di punto zero e il potenziale solide e liquide
dell'*He a T' = 0 K in funzione del volume molare. A destra l’energia totale

di“He a T = 0 K in funzione del volume molare.

‘He “He
boiling temperature at normal pressure Th (K) 3.19 4.21
critical temperature Te (K) 3.32 5.19
critical pressure p; (bar) 1.16 2.29
density for T — 0 go (gem™) 0.076 0.145

0.055 0.125

density at boiling point g, (gem™)

Figura 1.2: Alcuni importanti parametri di >He e *He.

1.1.2 Densita, calore specifico e diagramma di fase dell’elio
fluido

Heike Kamerlingh Onnes scopri che la densita dell’elio fluido ¢ eccezional-
mente piccola. In aggiunta, egli fece una scoperta sorprendente: trovo che la
densita dell’elio  He aveva un massimo a circa T = 2 K e che si espandeva di
nuovo a temperature pitt basse, ed ¢ qui che hanno il sopravvento i termini
quantistici, come si vede in figura 1.3.

Nel 1923 Dana e Kamerlingh Onnes scoprirono una crescita vertiginosa
del calore specifico attorno a T' = 2 K, pensando inizialmente che fosse un
errore dell’apparato sperimentale. Nel 1932 Keesom e K. Clausius confer-
marono la scoperta, fissando T'= 2.17 K come la temperatura a cui avviene
la transizione all’interno dello stato liquido del sistema. La natura di questa
transizione di fase rimase sconosciuta per molto tempo, quindi le due fasi
dell’elio liquido 4Hevennero battezzate:

e Elio I quando T > 2.17 K.
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T T T |
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? He
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Q
o
@ 0.10 |- "
2
= 3
@ He
=
o]
8 /
0.05 |- i
] | 1 |
0 1 2 3 4

Temperature T/ K

Figura 1.3: Dipendenza dalla temperatura della densita del liquido di ®He
4
e “He.

e Elio II quando T' < 2.17 K.

Questa temperatura critica ¢ indicata con Ty (= 2.17 K), perché dal plot del
calore specifico, la sua forma ricorda una A. Per lungo tempo si pensod che
I’elio II fosse una fase “solida” tipo cristallo liquido. Dal grafico si nota che
a T basse, la curva cresce come ~ T3 (gas di fononi), poi ha un picco e
successivamente decresce in modo asimmetrico.

Al contrario di cio che si pensava inizialmente, Cy non tende a infinito,
ma:
_ (1.1.6)

C(T)‘FAf |T—T>\| @ , T < Ty

in cui A4 sono costanti legate alla classe di universalita del sistema; o ~
—0.009 & un esponente critico ottenuto tramite esperimenti oppure trami-
te l'universalita delle transizioni di fase del 2° ordine (se fosse 0, avrei un
comportamento di tipo logaritmico), in particolare 1’elio superfluido ¢ nella
stessa classe di universalita del modello xy in tre dimensioni, con simmetria
U(1); nel caso in due dimensioni corrisponde a un reticolo di Ising con spin
che giace nel piano zy, con simmetria 1.

Essendo una transizione del secondo ordine, considerando I’energia libera

di Gibbs G: . 20

ed entrambe sono continue.
Analizziamo ora il diagramma di fase di un gas standard (per esempio
COy) e quello dell He, vedi la figura 1.5.

N{C(T)+A+ T-T\ , T>T),
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. T —
: 1
7. 60 |i~ He ]
=] |
= 4,
E 40 _=
2 1
3 1
2 |

!

| i |
10 15 20 25 g3p
Temperature T/ K

Figura 1.4: Dipendenza dalla temperatura del calore specifico molare di
‘He.
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ool / E . VoA
T T2 3 43
217
m B
(a) Temperature, TX e A ———
(b)

Figura 1.5

N

liquido-vapore abbiamo una linea critica, detta A-line, che appunto € una
linea di transizione del secondo ordine che separa l’elio II dall’elio I.

A T = 0.8 K, la curva di fusione ha un minimo (poco pronunciato) e
incomincia a crescere al diminuire della temperatura per 7" < 0.8 K.

Si pud notare come per *He in corrispondenza del punto triplo solido-



6 CAPITOLO 1. Superflidita

Partendo dall’energia libera di Gibbs: G; = G, con G = pu N, quindi é
una linea di transizione del primo ordine in cui stato liquido e stato solido
sono in equilibrio, 1 potenziali chimici sono uguali. Abbiamo:

oG oG
0G, oG, s 9G
(250) 10 (%2) o= (%) o1+ (%) op 1o

0P _dP _ 5, =5
T AT V.-V

VioP — S,0T = V, 6P — S5 0T (1.1.10)

dove la relazione appena ottenuta é ’equazione di Clausius-Clapeyron; poi-
che V; > Vs (se non consideriamo effetti quantistici, la distanza media tra le
particelle nel liquido ¢ maggiore, & pit disordinato), g—; <OperT < 08K,
allora S > S;: l'entropia dell’elio liquido (elio II) ¢ minore di quella nella
fase solida: giustificata dalla presenza di una componente ad entropia nulla.

1.1.3 Elio superfluido

Una delle caratteristiche pitt importanti dell’elio II é quella di passare at-
traverso i capillari senza attrito; questa proprieta detta superfluidita, fu
scoperta da Kapitza e indipendentemente da Allen e Misener.

Nel 1938 F.London suggeri che la superfluidita sia legata a una conden-
sazione di Bose-Einstein; adottando questo punto di vista, Tisza formulo la
teoria fenomenologica chiamata "modello a due fluidi”.

Prima di cominciare a descrivere le proprietd dell’elio superfluido, ri-
torniamo alla trattazione della condensazione di Bose-Einstein per un gas
di bosone non interagente. Nell’elio superfluido la condensazione di Bose-
Einstein é mascherata dalla forte interazione degli atomi. Per comprendere
bene la fisica del condensato ¢ necessario realizzare dei gas molto diluiti
con interazioni molto deboli e lavorare a bassissime temperature: nel 1995
Cornell-Wieman-Ketterle studiarono " sistemi di atomi freddi”, dove gli ato-
mi (circa un migliaio di bosoni) vengono intrappolati con metodi ottici (laser
in buche di potenziale) e raffreddate a T' ~ 10713 K.

1.1.4 Lunghezza d’onda termica di de Broglie

Per definizione, la lunghezza d’onda termica di de Broglie ¢ A = h/p, dove h
é la costante di Planck e p = mv la quantita di moto.

La teoria cinetica dei gas perfetti lega la velocitd quadratica media con
la temperatura del sistema:

1
“m(v?) = ngT — (P =3mkpT — (p)=+/3mkpT.

2
(1.1.11)
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Quindi la lunghezza d’onda di de Broglie sara:
U h h
bB = (mv) — BmkgT

che ¢ la lunghezza d’onda media di un gas in un sistema a fissata temperatura.
Abbiamo:

(1.1.12)

T ‘ v ‘ ADB
300 K | 500 m/s | 107 cm
108K | mm/s | 1073 cm

Quando la temperatura tende a zero, la lunghezza d’onda di de Broglie
diventa paragonabile alla distanza interatomica; gli atomi perdono la loro
identita e si comportano come onde:

e Scatola a T1(= Tump): il gas ivi contenuto ¢ costituito da particelle
puntiformi classiche.

e AT, < Ty, App aumenta ed emerge il comportamento "ondulare” delle
particelle.

e AT < Ty < Ty, se le particelle sono bosoniche, esse si dispongono
tutte su uno stato a minore energia (piu il sistema é freddo, pit viene
sottratta energia), a cui associamo un’onda macroscopica quantistica
di materia.

A T = 0 ho raggiunto lo stato di energia minimale p = 0, in cui tutte le
particelle siedono sullo stato fondamentale: il sistema & descritto da un’onda
macroscopica di materia che definisce il vuoto quantistico del sistema, a cui
posso fornire un po’ di energia per creare stati eccitati.

1.2 Gas di Bose ideale

Diversamente da un gas ideale classico o da un gas di fermioni non interagen-
ti, un gas ideale di bosoni presenta una transizione di fase termodinamica:
la condensazione di Bose-Einstein (BEC); essa & una conseguenza della
statistica delle particelle, e non della loro mutua interazione.

A differenza della transizione standard, nel BEC le particelle condensa-
te non sono separate nello spazio da quelle normali, ma sono separate nello
spazio dei momenti. Le particelle condensate occupano tutte lo stato quanti-
stico a zero momento, mentre quelle "normali” possiedono tutte un momento
finito.

Usando la distribuzione di Bose-Einstein, il numero totale di particelle
in una scatola di volume V:

1 1 h? k?
N:Zeﬁ(ekw)_l T T o (1.21)
E




8 CAPITOLO 1. Superflidita

Nel limite termodinamico, V' — o0, i possibili valori di k& diventano un
continuo e di solito si puo sostituire la somma con un integrale:

V V d3k
E 3 ; —
- /d b (2m)3 N= (2m)3 / eBler—n) —1 (12.2)
k

definiamo la densita di particelle come:

N 1 d®k

la riscrivo in termini della densita degli stati g(e) per unita di volume:

2me

k=\7z (1.2.4)
dk:§ ﬁ%de = d°k=drnk dk:Tﬁde (1.2.5)
dunque:
1 o0 1 4\@7””3/2
"= (2m)3 /0 eBlee—p) — 1 B3 Vede (1.2.6)

o0 1 m3/2
N /0 eBle—1) — 1 /2 123 Vede (1.2.7)

Y ()
_ /0 e (1.2.8)

questa equazione definisce la densita di particelle n(7, u) come funzione del-
la temperatura e del potenziale chimico. In realta, di solito, conosciamo la
densita di particelle n e vogliamo determinare il potenziale chimico corrispon-
dente: dobbiamo quindi interpretare questa equazione come una definizione
implicita per u(7,n).

Introduco la variabile adimensionale z = e®* (fugacita) e = Se, conse-
guentemente:

1
dz = 8d = —— 1.2.9
r=pde , B T (1.2.9)
cosi abbiamo:

(ka T)3/2 0 \/5

_ d 1.2.10
K \/57'['2 h3 0 2—lex 1 X ( )
(mkg T)3/? /°° ze ¥
= d 1.2.11
V2m2h3 Jo 1—2@—9”\/'E o ( )
per calcolare 'integrale sviluppo la serie geometrica:

ﬂz;:e”(l%—ze*x—i-fe*zx%— ) (1.2.12)

T o= e 2.

= Zzp e Pe (1.2.13)
p=1
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questo sviluppo converge per |ze™®| < 1. Sostituisco questa espressione e
ottengo una somma di integrali data da:

oo . 1 o
A (& p \/Ed[]f = W . (& Y \/@dy (1214)
1 7

dove l'integrale unidimensionale & un caso particolare della funzione gamma

di Eulero:
o0
F(t):/ ylevdy | r(i) _ VT (1.2.16)
0

La densita di particelle quindi sara:

mkpT 3/2 . P 3
" <27rh2> g3/2(2) 5 g32(2) = z; R PolyLog 5%
p:

(1.2.17)
quindi g3/5(2) ¢ una rappresentazione in serie di una funzione nota che ¢ la
funzione polilogaritmica, legata agli integrali sul logaritmo. Se Re{S} > 1,
allora:

PolyLog[S, 1] = ¢[S]. (1.2.18)

Se Re{S} < 1, il polilogaritmo sviluppa singolarita a z = 1, in particolare se
S ¢é intero negativo, la singolarita é del tipo:

1

Gon (1.2.19)

Usando il test del rapporto, si trova che la serie converge per |z| < 1,az =1
€ ancora convergente:

[e.9]

1

93/2(1) = Z =7 (1.2.20)
p=17

- (3) (1.2.21)

—2.612... (1.2.22)

in cui ¢(5) ¢ la zeta di Riemann, a cui adesso daremo due definizioni equi-
valenti, che differiscono solo per i raggi di convergenza:

((8) = iis = |1 <115> (1.2.23)
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quindi a z = 1 abbiamo che:

d93/2
= 7Zp1/2 (1.2.24)
p=1
— L potyLog | (1.2.25)
=2 olyLog 2,z 2.

qui il legame con ( si perde, perché S = 1/2, quindi minore di 1; attorno a
z =1, quando S = 1/2, ho un punto di diramazione:

1

~ : (1.2.26)
z [R—
quindi:
d
g?’(f(z) (1.2.27)
z

divege a z = 1, come si vede in figura 1.6.

)

83n(2)
2.612

0 |

"t

Figura 1.6

Si puo notare dal grafico che la funzione ¢ monotona crescente, poi appare
il punto di diramazione. Riscrivo ora la funzione come:

-3/2 -3/2
mk:BT> :< mkp T ) (1.2.28)

93/2(2) = ( o I 2 12 23
Abbiamo:

e AT > 1 (n < 1), la parte a destra dell’'uguale ¢ molto piccola, e
poiché g3/5(z) ~ 2z +... (& una funzione monotona crescente che parte
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da z = 0 in cui vale zero), si ottiene che:

w= 1 log z (1.2.29)
B
1
~ 3 log (g3/2(2)) (1.2.30)
3 mkpT
<0 (1.2.32)

che corrisponde a un potenziale chimico negativo, visibile in figura 1.7.

jiir

4.~
vy

Figura 1.7

e Al diminuire della temperatura, il valore di z aumenta in modo conti-
nuo fino ad arrivare a z = 1, che corrisponde a p = 0. La temperatura
a cui questo avviene ¢ la temperatura critica T,:

g3/2(1) = 2.612 (1.2.33)
3/2
9 h? 2/3
S el L (1.2.34)
mkpT,
2 h2 n 2/3
T, =™ (D 1.2,
- kg m (2.612) (1.2.35)

Questa corrisponde alla temperatura di condensazione di Bose-Einstein.

Sostituendo i valori caratteristici dell’elio, si ottiene T, ~ 3.13 K, un valore
non troppo lontano da Ty = 2.17 K.

Einstein noto che per T' < T, a pu = 0 il numero di particelle nello stato
€ = 0 diventa infinito. Piu precisamente, possiamo affermare che se IV ¢é il
numero totale di particelle del sistema, una frazione finita Ny/N di particelle
occupa lo stato fondamentale, quello con k= 0, dove il pedice 0 indica che
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siamo nello stato k& = 0. Ponendo:

1
= (14— 1.2.37
e < + N0> ( )
1
uw=—kpT log <1 + ) (1.2.38)
Ny
T
~ —kp — 1.2.39
BN ( )
—0 , Ny — o0. (1.2.40)

Allora Einstein suggerisce di considerare lo stato k=0 separatamente, e
quindi di dividere il numero di particelle:

1
N=No+ D 5 (1.2.41)
k40

dove Ny ¢ il numero di particelle allo stato fondamentale, condensate, men-
tre il secondo termine indica il numero di particelle negli stati eccitati; qui
abbiamo posto g = 0. Uso il limite termodinamico V' — oo e divido per V,
sostituendo la somma con 'integrale:

3/2 oo ,-w
n = ng+ <kaT> / Vado (1.2.42)
0

2m h? l1—e®
= ng(T) + 2.612 <”;7r]22 > (1.2.43)
ks T2 /T \%?
= ng(T) + 2.612 (mQ %2 > <T> (1.2.44)
3/2
= no(T < > (1.2.45)
=ng + Ny, (1.2.46)

in cui n(7,) = n, supponendo che il volume del sistema non vari al variare
della temperatura. Quindi abbiamo ottenuto che n é la somma di ng (par-
ticelle “condensate”) con n, (particelle "normali”). La frazione di particelle
condensate pud essere scritta come:

n

=0 T>T.

o _ (T%)g/z  T<l (1.2.47)

che si puo vedere in figura 1.8.
Abbiamo che:
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Hy
n

T

e

-3V

Figura 1.8

e AT =0: ng =n e tutte le particelle sono nello stato fondamentale.
e Incrementando T', ng diminuisce monotonicamente.
e AT>T. nyg=0.

Posso determinare altre quantita termodinamiche, per esempio I’energia in-
terna del sistema, dove € & 'energia di particella singola; faccio una media
sull’energia delle particelle:

e €
3/2 3] —x
_ 5/2 ze 3/2
=V (kgT) NPT /0 Tt dz (1.2.49)

m3/2 5

dividendo per N = nV, che é conservato e indipendente dalla temperatura:

n T 3/2
V() gga(z) . T2
N =nV = e p\32 (1.2.51)
1% ( k| ) gs21) ., T<T.
Allora abbiamo che la densita di energia interna é:
3 gs/2(2)
U= v_ 2kBT‘%;z(Z)u) ret (1.2.52)
TN )3y T52 95 -
N 5kp 97 gz/i(l) T < T,
dove:
2 2P 5
g52(2) = Z P 9g572(1) = ¢ <2) = 1.342 (1.2.53)
p=1

che possiamo vedere:
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e QuandoT > T, (2 ~ 0), u ~ 3 kg T (perché gs/2(2) = z+4... g3/2(2) ~
z + ...), che ¢ il risultato classico; la statistica di Bose-Einstein ¢
irrilevante nel limite ad alte temperature:

ou 3

e Quando T < T, abbiamo:

_(Ou\ _15g5p(1) (T 3/2
Cy = (8T> =T o) \T k. (1.2.55)

La capacita termica a volume costante presenta una cuspide, segnalando che
la transizione BEC ¢ una transizione di fase termodinamica (ordine/disordine).
Si veda la figura 1.9.

-

Gy s

3k/2 e

z. 7
Figura 1.9
Poiché:
Cy =-T <Z2TC§)P (1.2.56)

é continua, la BEC risulta essere una transizione di fase al secondo ordine.
Definiamo la densita di entropia del sistema a T" < T,:

% = s(T) (1.2.57)
T
C
- /0 a7’ ?‘,’ (1.2.58)
facciamo il cambio:
du

ds = T du = Cy dT (1.2.59)
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e otteniamo:

% = s(T) (1.2.60)
15 gsp2(1) 2 <T>3/2
=—k - | = 1.2.61
4" g3/2(1) 3 \T. ( )
5 %pu><T>W2
—k — 1.2.62
2P g3/2(1) \T¢ ( )
= s(T¢) <Tc> (1.2.63)
poiché:
N, N-=N, [(T\*?
— = =| = 1.2.64
v = (1) (1269
possiamo scrivere:
S(T) = N s(T) (1.2.65)
= N, s(T.) + Ny s(0) , s(0)=0 (1.2.66)

questo risultato mostra che per T' < T, il sistema & composto da una miscela
statistica di Ny particelle "condensate” con entropia s(0) = 0 e N,, particelle
"normali” con entropia s(7.): modello a due fluidi di Tisza (valido per la
descrizione qualitativa dell’elio liquido).

1.2.1 Modello a due fluidi

Tisza, 1938. L’idea ¢ di considerare 1’elio II come composto da un mix di
due fluidi completamente interpenetranti con proprieta diverse.

Anche se questa interpretazione non é totalmente corretta (non é possi-
bile che nell’elio II vi siano atomi appartenenti ad un fluido normale e altri
appartenenti al superfluido: gli atomi sono indistinguibili e la funzione d’on-
da totale deve essere completamente simmetrica per lo scambio dei numeri
quantici di tutte le particelle), il modello funziona molto bene.

Supponiamo quindi che la densita dell’elio II si possa separare in due
componenti:

P = pn+ pPs (1'2'67)

dove p ¢ la densita totale, p,(T") ¢ la densita del fluido normale e ps(T) ¢ la
densita del superfluido. A T = 0, I’elio II & composto solo da superfluido,
mentre a 1" > T) vi é solo componente normale.

p dipende anche da T', ma sono piccole variazioni nel range di temperatura
che stiamo considerando. Vedi la figura 1.10 e la tabella 1.11.

Nel caso di bosoni liberi, avevamo ps = pg (k = 0); nel caso dell’elio la
situazione & complicata a causa dell’interazione; gli atomi perdono la loro
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Figura 1.10
‘ Densita ‘ Viscosita ‘ Entropia
Componente normale Pn M # 0 Spn=8+#0
Componente superfluida Ps ns =0 Ss =0, comeseT =0
Figura 1.11

identita: cio che conta davvero sono le eccitazioni collettive (fononi, vortici,
rotoni). Anche a T'= 0, ps # po: non tutte le particelle giacciono nello stato
con k = 0, portando al fenomeno della deplezione quantistica. Conviene
quindi identificare p,, con la densita di eccitazioni collettive.

Si noti che il calore specifico dell’elio I a T' ~ 0 K cresce come T3: a
bassissima temperatura, il sistema si comporta come un gas di fononi non
interagenti.

1.3 Elio liquido (altre proprieta)

A temperature T' > T}, ’elio liquido si comporta essenzialmente come un gas
molto denso, ma a T = 2.17 K quasi tutte le proprieta dell’elio cambiano
drasticamente.

1. Se seguo la linea di ebollizione/vaporizzazione, il fluido normale (*He-
I) si comporta come un fluido ordinario, con bollicine di gas che si
formano sulle pareti riscaldate del recipiente e salgono lungo il fluido.
Ma a T < T) tutto si ferma, non si vedono pit bolle di gas che risalgono
verso la superficie. Questo perché la conducibilitd termica diventa
enorme (— 00), 5 ordini di grandezza superiore a quello dell’elio I: non
& possibile impostare un gradiente di temperatura in un superfluido
(come non ¢ possibile impostare una differenza di potenziale ai capi di
un superconduttore o di un conduttore ideale, con R = 0).
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/ i-—«&rh-l__

4 T

Figura 1.12

2. Il fluido fuoriesce da piccole fratture del contenitore e scende lungo
capillari sottilissimi senza alcun ritardo: viscosita nulla <+ superfluido.

3. Effetto meccano-calorico: se ho due recipienti contenenti elio alla stessa
temperatura e pressione e collegati da un capillare sottilissimo a T" < T)
(il livello del fluido ¢ uguale nei due recipienti se P4 = P e T4 = Tg).
Se incremento la pressione in A (P4 > Pp), allora il livello in A si
abbassa e quello in B si alza (fluido incomprimibile). Vedi la figura
1.13. Ma corrispondentemente la temperatura si abbassa in B, mentre

i I
ﬂf’: I & L [ fl_‘}} hE

P

e -
g e e e I

fe B
Figura 1.13

aumenta in A (T4 > Tp): passa solo la componente superfluida a
entropia nulla.

4. Effetto termomeccanico: é effetto inverso, si aumenta la temperatura
in A, si osserva una differenza di livello nei due recipienti (hg > hp);
per raggiungere ’equilibrio termodinamico, bisognerebbe far passare
una parte di superfluido dal contenitore B al contenitore A, proprio
per compensare questa differenza di potenziale chimico.
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5. Esperimento del beaker: aT < T), sebbene il superfluido abbia viscosi-
ta nulla, possiede una tensione superficiale non nulla dovuta alle forze
di Van der Waals e riesce ad “arrampicarsi” sulle pareti del recipiente
per rendere costante il potenziale chimico di tutte le componenti del
sistema.

6. Secondo suono: nell’elio 11, si osservano onde di temperatura che si pro-
pagano ad una velocita caratteristica. Poiché la propagazione é simile
a quella del suono ordinario, vennero denominate “secondo suono”.

1.3.1 Effetto termomeccanico

Questo effetto ¢ un conseguenza dell’equazione dP = > dT' ottenuta impo-
nendo du = 0 all’equilibrio. Supponiamo di avere due contenitori (A e B)
con *He a T < Ty. I contenitori sono completamente isolanti (adiabatici e
rigidi), ma collegati tra loro da un capillare che fa passare solo la componen-
te superfluida. Se non avvengono processi irreversibili, ’entropia totale St
del sistema A+B ¢é costante. Poiché attraverso il capillare puo passare solo
la componente superfluida con S = 0, allora anche I'entropia all’interno dei
due contenitori ¢ costante: S4 = costante, Sp = costante. La situazione &
in figura 1.14.

/ii_//./ L AL L L

|y /S v |
/ S/\ VA I“-‘ IS ?

L TAdTA J%i TF‘-*'“’*-__{///

| -

;LSS

Figura 1.14

Denotiamo con Up lenergia interna totale e con u; (I = A, B) l'energia
interna per chilogrammo:

Ur= Y Muy (1.3.1)
I=A,B

dove M; ¢é la massa di *He nel caso | = A, B. All’equilibrio termodinamico
I’energia interna totale ¢ minima:

Ur=0= Z (ul oM + M, 5ul>. (1.3.2)
I=A,B
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Poiché anche I'entropia S; & costante (s; = entropia per unita di massa):

oM,
6S; =8 0M;+ M;ds; =0 = 0ds5=—g ﬁl (1.3.3)
l
il volume V; = M;V;/M; = M, - v; & anche costante (v; = volume specifico
per unita di massa):
oM,
Sv = —uy; Vzl (1.3.4)
sviluppiamo ora per du;(s,v):
8’11,1 8ul
ouy={(—=—1, 0 — | 9 1.3.5
UZ (6Sl >7Jl Sl + <8vl>sl Ul ( )
insieme a:
§Ur =0 (1.3.6)
0 0
= Z u; OM; + M, <ul> ds; + <uz> oy (1.3.7)
] 831 v avl st
= Zul OM; + M, |:Tl 0s; — B (S’UZ:| (1.3.8)
l
= Z <ul —s1T; + vy Pl) oM, (1.3.9)
l
= > moM;=0. (1.3.10)

l

Quindi con una doppia trasformata di Legendre abbiamo ottenuto il poten-
ziale chimico p;. Poiché la massa é conservata, cioé¢ M4 = —dMp, si ottiene
che:

wA(Ta, Pa) = pup(Tp, Pp). (1.3.11)

Anche per T4 # T, si raggiunge I'equilibrio p4 = pp attraverso lo scambio
di atomi a entropia nulla (modificando quindi P4 e Pp).

Nel caso in cui T4 = T + 61 e Py = Pg + 0P, sviluppiamo al primo
ordine:

) )
pa(Ts, Pp) + (’”‘) 5T + (’“) 0P = pup(Tp, Pg)  (1.3.12)

0Ty 0Py
Opa Opa
IEAN 574 (SEA ) s5p = 1.3.1
(8TA>5 +<8PA>5 0 (1.3.13)
— p="Asr (1.3.14)
VA

cio¢ I'equazione di London, simile all’equazione di Clausius-Clapeyron; se
aumenta la differenza di temperatura (67 = T4 — T > 0) aumenta propor-
zionalmente anche la differenza di pressione (JP = P4 — Pg > 0) a causa
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di un flusso di atomi della componente superfluida che attraversa il capillare
da B — A.

Questo ¢ chiamato effetto termomeccanico che si osserva nell’elio 11
nell’esperimento della fontanella. Vedi la figura 1.15. L’elio é riscaldato nella
zona del gomito da un fascio molto tenue di luce. L’elio superfluido entra
nel tubo attraverso il filtro capillare per mantenere il potenziale chimico
costante, ma questo fa aumentare il livello dell’elio nel tubo verticale che
fuoriesce dall’apertura superiore creando una fontanella.

Attraverso il filtro capillare si instaura quindi un flusso spontaneo dal
contenitore “freddo” all’interno del tubo ”caldo”. Poiché il superfluido non
trasporta entropia, questo processo non viola il secondo principio della ter-
modinamica.

Fontanelle stazionarie di circa 30 cm sono state ottenute in questo modo.
Di solito il flusso ¢ turbolento, ma in certe condizioni (fonti di calore poco
potenti, basse temperature) le fontanelle possono essere prive di turbolenza
("pure potential flow”).

= louprdinna.

‘,1[11%'\9 fﬂ,Pl -Q.RM_Q_,

Figura 1.15

1.4 Esperimento del beaker

La spiegazione del comportamento straordinario dell’elio liquido nell’esperi-
mento del beaker puo essere spiegato utilizzando i potenziali chimici. L’e-
lio forma una pellicola sottile sulla superficie del recipiente sopra il livello
dell’elio liquido.

La pellicola si forma a causa dell’interazione di Van der Waals tra gli
atomi di elio e le pareti del contenitore. All’equilibrio si ha:

pf(2) = po = (z =0) (L4.1)
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P \ 1\3:0 Nlﬂ,,m Dc\f\\h
A

O Riguide ™

e

Figura 1.16

con il pedice f che indica "film”: il potenziale chimico deve essere uguale in
tutti i punti del sistema. Poiche ci sono forze esterne: Van der Waals (elio
<> recipiente) e la forza di gravita, questi sono potenziali chimici totali:

pg(2) = pu(z = 0) + pgrav(2) + pvaw (2) = pu(z = 0)

— Hgrav = —HVIW
in cui pgrqy = gz e in cui abbiamo utilizzato la formula precedente. Il
potenziale chimico di Van der Waals si ottiene integrando il potenziale ¢(r) o<

—1/r5,

Lo spessore della parete ¢ ~ mm, molto piti grande delle distanze inte-
ratomiche, quindi & come se fosse di spessore infinito. Divido lo spazio nella
parete di destra in corone circolari, con sezione dx e dz, e raggio z, come si
vede in figura 1.17.

: [ f_'J%
\ F ;.f’ Ia
. 2 _>

.
|/

Figura 1.17
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Facendo poi il cambio di variabile y = 22, dy = 2zdz:
e & 21z
Wy dw o —/ dx / dz ——— 5 (1.4.4)
d 0 (22 +2?2)?

:_/doodx/o dy(xzww (1.4.5)
_ _/d do [—g (a:2+y)*2ro (1.4.6)

0
m [ dx
w1
(6%
=-= (1.4.9)

dove « é la costante di Hamaker, é ottenuta dalle proprieta dielettriche del-
Ielio e delle pareti del recipiente misurate sperimentalmente. Ricaviamo
quindi lo spessore del film d:

1/3
gz — % 0 = d= <go;> . (1.4.10)
Ho ottenuto ’equazione del menisco. Per z = 0, ho che d — oo. All’equilibrio
(vapore saturo) si trova che a z = 10 cm lo spessore del film ¢ d = 200 A.

Un fluido normale non potrebbe scorrere in un capillare di queste dimen-
sioni. Le proprieta superfluide dell’elio non sono importanti per determinare
lo spessore del film, ma sono importantissime perché possa scorrere all’inter-
no del film senza attrito. L’elio superfluido si diffonde su tutte le pareti per
minimizzare il potenziale chimico dappertutto.

1.4.1 Conducibilita termica infinita e secondo suono

Le variazioni di temperatura in un sistema omogeneo si propagano nel mezzo
in accordo con l'equazione di propagazione del calore (detta anche equazione
di diffusione):

AT = — = (1.4.11)

dove A ¢ il laplaciano e T'(Z, t) denota la temperatura nel punto & al tempo .
Nell’elio 1T la conducibilita termica D (o coefficiente di diffusione) ¢ infinita,
quindi ’equazione precedente non é piu valida. Si pud pensare per il membro
di destra sia in realta il primo termine di uno sviluppo in serie di Taylor in
t: se il primo termine & zero, il termine successivo con la derivata seconda
non ¢ pitl trascurabile. Percio ci si aspetta che ’equazione venga modificata

nel modo seguente:
1 9*T
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che rappresenta la propagazione per onde delle variazioni di temperatura.
Dunque nell’He-II ci aspettiamo due tipi di propagazione delle onde:

e [l suono, cioé¢ la propagazione di onde di pressione o di densita descritta
dall’equazione di d’Alembert:
1 9%

p= (0?92 (1.4.13)

dove p = p, + ps; in questa visione le due densita sono indistinguibili
e quindi oscillano in fase; v; ~ 238 m/s.

e Il secondo suono, cioé onde termiche o di entropia, legate a variazioni
locali di py, (0 di ps indipendentemente); p,, e p; oscillano in opposizione
di fase. Una variazione locale di p,, (oppure di ps) corrisponde a una
variazione locale della temperatura.

Nell’ambito del modello a due fluidi, ¢ facile derivare 1’equazione di pro-
pagazione del secondo suono nel caso del gas di fononi (He-II a T' ~ 0).
Indichiamo con w = U/V l'energia per unita di volume del gas di fononi
(densita di fononi ~ p,). Infatti avevamo visto che nell’He-II Cy ha un
andamento iniziale ~ T3; a temperature bassissime, cid che conta nell’elio II
sono le fluttuazioni fononiche: in un gas di fononi posso avere una distribu-
zione uniforme di energia oppure piccole variazioni di pressione e di densita;
queste ultime sono legate alla creazione di fluttuazioni di temperatura del
sistema.

L’equazione della meccanica F= ma, si traduce per un fluido nell’equa-
zione seguente, dove ¢ & la quantita di moto per unita di volume:

4 =
— =-VP 1.4.14
% v ( )

cioé I'impulso per unita di volume ¢ il gradiente della pressione con il segno
negativo. D’altra parte ’equazione di continuita per ’energia si scrive:

0%u
ot?

1 du
(U1)2 de

+
<

7=0 = (v1)? AP (1.4.15)
dove v € la velocita del primo suono nel mezzo. Ma per un gas di fononi,
la termodinamica ci permette di fissare la relazione tra la pressione P e la
densita di energia u tramite la relazione:

pP=- (W)T , F(T,V,N)=U(S,V,N) — (gg) S (1.4.16)

in cui F' é l'energia libera di Helmholtz. Un’altra proprieta che conosciamo

e:
U VoT? oT? u
F:——:— Pzizi
3 3 3 3

(1.4.17)
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nel corpo nero o € la costante di Stefan-Boltzmann. Infine otteniamo che:

0*u  (v1)?

ot? 3

ﬂ
V3

dove vy ~ 137 m/s ¢ la velocita del secondo suono. Le fluttuazioni della
densita dei fononi si propagano con una velocita caratteristica vs.

Au=0 = wv2= (1.4.18)

Fluttuazioni di u corrispondono a fluttuazioni di 7' (u oc T=36T). Ri-
cordiamo che tutta questa trattazione é valida per T' = 0; quando ci spingia-
mo verso lo zero assoluto, la densita di fononi diminuisce e questo fa si che
verificare che v ~ 137 m/s sia abbastanza difficile. Da un punto di vista
teorico, si € fatto accoppiare il primo suono con il secondo attraverso I’entro-
pia, dando come risultato la curva illustrata nel grafico. I dati sperimentali
non raggiungono i valori per T' < 0.5 K, ma si siedono molto bene sull’altra
parte della curva.

T T T T 150 T

1 1 1
00 05 10 15 20

Temperature T/ K

"

Temperature T/ K

Figura 1.18

1.4.2 Viscosita nulla e velocita critica

La viscosita ¢ la manifestazione macroscopica dello scambio di energia tra
un fluido in scorrimento e la parete lungo cui scorre. Poiché questo scambio
avviene in quanti ( queste eccitazioni sono dette quasiparticelle, eccitazioni
collettive) puo succedere che per ragioni cinematiche un fluido a temperatura
zero che scorre a una velocita inferiore a un valore critico non possa produrre
quasiparticelle nell’interazione con la parete, non perde quindi energia e ha
allora viscosita nulla (¢ superfluido). Il tutto dipende dalla relazione di
dispersione che lega l'energia € all'impulso g = |g] delle quasiparticelle.

Nell’elio superfluido, la diffusione inelastica con fasci di neutroni permette
di stabilire che la curva di dispersione ha approssimativamente la forma data
dal grafico.

Abbiamo:
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Figura 1.19: Curva di dispersione a T' = 0.

e Inizialmente 'andamento ¢ lineare: per piccoli valori di ¢ (grandi lun-
ghezze d’onda) si ha €(q) = vy ¢, dove vy ¢ la velocita del primo suono
a T = 0; eccitazioni di questo tipo sono dette fononi: sono quanti del
suono (classicamente onde di compressione e rarefazione); i fononi sono
le eccitazioni pitt importanti per il comportamento termico del fluido
al <05 K.

e In pin entra in gioco il fatto che l'elio II sia interagente (eccitazione
ad alta energia corrisponde a quella di un atomo di elio isolato). Per
estrarre ’atomo devo superare una barriera di potenziale, per Landau
¢ il potenziale di estrazione p, quindi la curva ha la forma di una
parabola: €(q) ~ ¢ + p.

e Al di sopra di T = 0.5 K, entra in gioco un altro tipo di particelle,
il rotone, che corrisponde al minimo locale della curva di dispersione
(particelle generate dallo scattering di neutroni, variando ’energia dei
neutroni incidenti), mentre al punto massimo ho il maxone (che fa
parte di pseudoparticelle instabili).

Vediamo ora quali sono i vincoli cinematici per la produzione di una particella
di impulso ¢ ed energia €(q) da parte di un fluido di massa M che scorre lungo
una parete con velocita v.

Date M (macroscopica), €(q) (energia della quasiparticella), ¢ (impulso
della quasiparticella, microscopico), ¥ (velocita iniziale) e ¢ (velocita finale),
la conservazione dell’impulso e dell’energia sono date da:

1 1
Mi=Mi+q , Mv*= M (v')* + €(q) (1.4.19)

Vedi la figura 1.20.
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Figura 1.20

Sostituisco I’espressione di ¢’ ricavata dalla conservazione dell’impulso in
quella della conservazione dell’energia:
1 9 2 1 q2

in m—i— My —T-G+elq) = q—m e(q) (1.4.20)

Se M — oo, allora il termine quadratico in g € trascurabile; allora:

v-q>elq) [(v cosf) ¢ > e(q)| = v> <(9) (1.4.21)

q
se non vale questa uguaglianza (cioé¢ ¢ - ¢ < €(q)), allora non posso creare
la quasiparticella, il fluido non puo interagire con le pareti e perdere energia
con questa interazione, e quindi non puo far altro che rimanere superfluido.
Esiste quindi una velocita critica v. sotto la quale il fluido ha viscosita
nulla (velocita critica di Landau):

Ve = Ming @ (1.4.22)
q

In conclusione, ogni sostanza che é liquida a T" = 0 e ha uno spettro di
eccitazioni formato, a bassa energia, da fononi, & necessariamente superfluida
a T = 0, perche esiste una velocita critica v, > 0.

Per lungo tempo si penso che la superfluidita fosse legata all’esistenza di
un gap di energia (come per la superconduttivitd), ma cid non ¢ possibile a
causa dei fononi che possono avere un’energia arbitrariamente piccola.

Cosa succede per T' > 07 Il ragionamento continua a valere, ma ora il
liquido contiene gas di fononi (o piu in generale di quasiparticelle) che pos-
sono interagire con le pareti dando luogo a un comportamento viscoso.

Le velocita critiche sono v.(fononi) &~ 238 m/s = v; e v.(rotoni) =

60 m/s = e(gs) Landau pensava che la velocita critica osservata negli esperi-
menti fosse determinata dai rotoni. Risulta invece che a pressione ambiente,
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vortici ad anello possono essere creati a velocita considerevolmente inferiori
a quella critica dei rotoni. Nel gas di Bose ideale per particella libera:

e(q):q— - @:i - minq2i20 = v.=0
m

2m q 2m
(1.4.23)

quindi il gas di Bose ideale non é superfluido! L’interpretazione microscopica
dei fononi e dei rotoni é molto diversa:

e A piccoli valori di ¢, un atomo di elio é fortemente accoppiato agli
altri atomi del condensato e i fononi corrispondono alle tipiche onde di
compressione e rarefazione nei fluidi e nei solidi.

e Per ¢ molto grandi, le particelle si muovono quasi liberamente nel con-
densato e la curva di dispersione cresce con ¢?; sapendo che m* ¢ la
massa efficace:

€(q) = +p , > 0. (1.4.24)

e Per valori intermedi dell’impulso, un atomo in movimento & fortemente
accoppiato solo con i primi vicini; quando avanza, quelli che lo prece-
dono si spostano lateralmente per poi passargli dietro; l'effetto netto &
simile a quello di un anello vorticoso. Vedi la figura 1.21.

oo Ruton

Figura 1.21

1.5 Lo stato quantistico macroscopico

Tramite alcune considerazioni qualitative, avevamo visto che a basse T' gli
atomi si condensano allo stato fondamentale (essendo tutti bosoni, non c’é
principio di esclusione, quindi man mano che togliamo energia, essi si siedono
sullo stato fondamentale).
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L’equazione di Schrodinger per un insieme di N(~ N4) bosoni identici,
indipendenti e non relativistici con spin zero é:

L0 . - Lo .
Zh&(ﬁ(rhrgv o 7TNat) = HN (b(Tl,rQ, .. '7TN7t> (151)

con ’hamiltoniana del sistema data da:

Hy = i (—h?A + Vet (7 ) Z V(7 (15.2)

i=1 i,J5177

dove il fattore 1/2 ¢ introdotto per evitare il doppio conteggio, {7} ¢ I'insieme
delle coordinate delle particelle, V(7 — ;) ¢ il potenziale interatomico e
Veat(T3) € il potenziale esterno (qui = 0).

La funzione d’onda ¢(7, 7, ..., 7n,t) deve essere simmetrica rispetto a
qualsiasi permutazione delle coordinate:

G, Ty o Ty e Ty TNGE) = G(F1, Ty o Ty Ty o TN E).
(1.5.3)
Nel caso in cui tutte le particelle siano nello stato fondamentale quantisti-
co (I =0, N — Ny) possiamo introdurre I'ansatz di Hartree-Fock per la
funzione d’onda a molti corpi ¢p:

¢0(F17F7---7 N() Hwo TZ (154)

dove 1)y sono tutte identiche (se costruisco un oggetto di questo genere, g &
automaticamente simmetrico per lo scambio dei numeri quantici di tutte le
particelle). Vale la seguente normalizzazione:

/d?’wg;(r)w 7) = /d3 Ps(7) (1.5.5)

/d3r p“;(j (1.5.6)
/dgrns(f’) (1.5.7)
= Np= (1.5.8)

Nell’approssimazione di Hartree-Fock (approssimazione di campo medio), lo
stato quantistico macroscopico presente nell’elio II e nei condensati BEC a
T = 0 puo essere descritto dalla funzione d’onda:

Wo(7) = [0 (7)] €T = \/ng(7) €D (1.5.9)

la fase della funzione d’onda macroscopica é legata alla velocita del super-
fluido. Possiamo infatti introdurre la densita di corrente conservata (js = 0
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se Yo ¢ banale):

‘ hr .,

Js(7) = —;fm [wo Vo — 1o Vwo} (1.5.10)
= ~3m [Vise @9 (Vs e?) - i ¥ (vime )| (15.11)
= —% [\/n?ﬁ\/n?Jrns iVé +nsiVe — ﬁﬁﬁ} (1.5.12)

Vo (7) (1.5.13)
= ng(7) - Ts(7) (1.5.14)

in cui ¢ (7) in BEC ¢ 'equivalente dei campi (E, B) classici in elettrodina-
mica quantistica e I'equazione di Schrodinger per ¢y (7) equivalente in BEC
delle equazioni di Maxwell. Poiche 75 = % ﬁqb(f'), verifichiamo che il campo
vettoriale delle velocita ¢ irrotazionale, perché il rotore del gradiente é nullo

(¢(7) ¢ potenziale):
V x (ZL %(f‘)) =0 = Vx#=0 (1.5.15)

quindi non vi & turbolenza nei superfluidi. La velocita della componente
superfluida ¢ determinata dalla fase della funzione d’onda. La fase & costante
per Us = 0 e cambia uniformemente per s = 0 costante. Per esempio:

Us = (v2,0,0) <<= @) =0¢(z) == %vx + cost. (1.5.16)

La fase della funzione d’onda é una quantita ben definita in tutto il super-
fluido (modulo 27). Possiamo pensare agli atomi di elio superfluido come
a particelle che si comportano in modo coerente. Una proprietd del tutto
simile alla coerenza di fase nei fasci laser.

1.6 Elio II in rotazione e quantizzazione della cir-
cuitazione

Nel 1941, Landau suggeri un test per verificare 'irrotazionalita della com-
ponente superfluida dell’elio II utilizzando un contenitore in rotazione. Nel
1955, pensando all’ambiguita 27 della fase nella funzione d’onda, Feynmann
suggeri la quantizzazione della circuitazione.

La prima verifica sperimentale della quantizzazione della circuitazione fu
ottenuta da Vinen nel 1961.

Assumiamo inizialmente di essere a T' > T); come in un corpo rigido
in rotazione, la velocita della componente normale del fluido in un vaso in
rotazione é v, = wr, dove w indica la velocita angolare e r é la distanza
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radiale dall’asse di rotazione. La forma della superficie (menisco) del liquido
é descritta dal paraboloide:

p=2 24 h (1.6.1)

rappresentato in figura 1.22.

Figura 1.22

L’idea ¢ che, a T < T), cominci a formarsi una parte di superfluido
non trascurabile che non partecipa alla rotazione e che quindi si poggia sul
fondo del contenitore, portando all’appiattimento del menisco al centro: &
una conseguenza del fatto che V X ¥ = 0.

Se integro su una regione circolare A, di raggio R centrata su r = 0
e uso il teorema di Stokes, assumendo che ps # 0 ovunque in A, (regione
semplicemente connessa):

0= / V X 0 - d% (1.6.2)
Ac

:f@df (1.6.3)
c

=2rRvy <— wvs=0 ,v,=wR#0. (1.6.4)

La componente superfluida non pud ruotare assieme a p,. La componente
superfluida ¢ a riposo?

Nel 1950, esperimenti con vasi rotanti vennero condotti da Osborne che
studio la curvatura della superficie. Nel caso in cui ps non partecipi alla
rotazione, poiché la forza di gravitd agisce su entrambe le componenti, il
menisco dovrebbe appiattirsi per T' < T\ man mano che la temperatura
diminuisce.

Al contrario Osborne non registro nessun cambiamento; il superfluido
non & fermo, ma partecipa alla rotazione. Per poter interpretare questo
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Figura 1.23

risultato, consideriamo un altro esperimento in cui l’elio ¢ contenuto in un
recipiente a forma di anello (toro). La circuitazione ("flusso” o "forza” del
vortice) é:

k= 7{ Ty - df_j{h%(m-df_ EML (1.6.5)
L m m

dove d¢r, denota la differenza di fase lungo il cammino L all’interno dell’a-
nello. Poiché la funzione d’onda v (7) ¢ ad un solo valore, la fase finale puo
differire dalla fase iniziale solo per multipli interi di 27:

Sp=2mn , n=0+1,+2, ... (1.6.6)
k—h2wn:hn:7{55-df#0. (1.6.7)
m L

- 2mm

Questo ¢ il teorema di circuitazione di Feynman, secondo cui la circuitazione
é quantizzata, verificato sperimentalmente da Vinen nel 1961.

Figura 1.24

1.6.1 Vortici con circuitazione quantizzata

Abbiamo visto che in una regione non semplicemente connessa, la circuitazio-
ne della componente superfluida puo essere diversa da zero, ma deve essere
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quantizzata. Torniamo quindi alla questione che la componente superfluida
sembra partecipare alla rotazione anche in regioni semplicemente connesse
come un contenitore in rotazione.

La ragione é che vi sono dei vortici nel superfluido, questi vortici hanno
un nucleo di fluido normale: quindi, dal punto di vista della componente su-
perfluida, la regione all’interno del recipiente non € semplicemente connessa.
Come per un vortice in un liquido classico, la velocita del fluido aumenta
con 1/r avvicinandosi al centro del vortice. Quindi, per piccoli valori di r,
la velocita é maggiore della velocita critica e il fluido transisce dallo stato
superfluido allo stato normale.

c:!:>(35/% | 'J. !

. d,

Ps/p i1 |
i | ’A'n|f/ | |! .
N{\’ A+ '

| — vs /|

<P

n, ' 0

Radius r

Figura 1.25

Un vortice con simmetria cilindrica di questo tipo é descritto da un campo
di velocita:

173(7‘) - (Umavy) = m (_yvx) (168)

k 1 h 158-1078% m
s = s = — =— — 1.6.9
v (T> 2rr 2Tr m r n { S } ( )

per r — 0, vy — F00. Possiamo stimare il diametro dy del nucleo del vortice

di fluido normale vy (‘12—0) ~ vc(rotone) ~ 60 m/s. In questo modo si trova

dy ~ A, cioe dell’ordine delle distanze interatomiche.

Per T'— Ty, do(T') — o0, quindi andiamo verso una transizione di fase
a partire da temperature basse. Il raggio del nucleo del vortice si chiama
anche lunghezza di healing o lunghezza di correlazione; essa cresce fino a
valori macroscopici per T ~ T).

1.6.2 Energia di un vortice
L’energia FE, per unitd di lunghezza di un vortice pud essere calcolata in-
tegrando l’energia cinetica per unita di volume associata alla rotazione di
Ps: X )
v
E, :/ pSTSQTrrdT (1.6.10)
Qa

0
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dove ag ~ dyp/2 e b & meta della distanza tra i vortici o il raggio R del
recipiente in rotazione. Poiché:

= 1.6.11
Y 27y (16.11)
con kzﬁn , ne”Z (1.6.12)
m
b 2
ps K
E,= [ 2 27r) d 1.6.13
w2 (2 BT (1.6:13)
k2 ps b
= 1 — 1.6.14
i Og(ao) (1.6.14)
h? p b
2 s
=n‘— -1 — 1.6.1
N5 4 108 <a0> (1.6.15)

2
= mn? p, <h> log <b> (1.6.16)
m ag

Quindi E, « n? e la creazione di molti vortici con vorticita minima (n = +1,
il segno dipende dalla direzione in cui ruota il vortice) & energeticamente fa-
vorita rispetto, per esempio, alla creazione di un unico vortice macroscopico
centrale con vorticita k = nh/m.

L’asse del vortice non é necessariamente una retta, ma una linea che puo
terminare sulle pareti del contenitore o richiudersi su se stessa: vortex ring
o vortice ad anello. Questi moti collettivi sono delle pseudoparticelle perché
hanno, come vedremo, energia e impulsi fissati.

I vortex ring sono soluzioni a energia finita delle equazioni del moto
dell’elio superfluido. A causa della quantizzazione della circuitazione di ¥
(teorema di Feynman), queste soluzioni sono stabili, non possono perdere
energia per dissipazione.

I vortici si possono creare attraverso l'introduzione di un eccesso di ca-
rica (elettroni). Gli elettroni vengono intrappolati nel nucleo del vortice e
mettendo un campo elettrico si possono raccogliere sulla superficie. I vortici
tendono a formare un reticolo triangolare (Abrikosov lattice).

1.6.3 Velocita critica dei vortex rings

All’interno di un capillare molto stretto di sezione circolare si fa scendere,
grazie alla forza di gravita, il fluido, sapendo ora che si possono formare dei
vortici ad anello con una velocita critica pitu bassa rispetto a quella dei rotoni
a cui Landau pensava riguardo alla superfluidita.

L’anello, di raggio rg, si muove in direzione perpendicolare al suo piano
a una velocita:

h

 2mry

no, n=-+1,42 ... (1.6.17)

Vo
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O O
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Figura 1.26

per evitare di collassare a zero o di espandersi all’infinito e dissiparsi. Anelli
vorticosi con raggio minore hanno velocita maggiore, e viceversa. Per otte-
nere questo valore, ricordiamo che un vortice possiede un campo di velocita
con:

k 1 h h
V= ——=——nN=—n. 1.6.18
2rr  2mr m rm ( )
Seziono il toro e considero due punti A e B, dove A ¢ al centro dei due vortici
e B a una stessa distanza dal centro di uno dei vortici. Se mi metto nel
sistema di riferimento del vortice, allora & come se nel centro di quest’ultimo

passasse un superfluido con velocita vg.

Figura 1.27

Quindi vq = T?—’Zn — vy, cio¢ il campo di velocita dovuto alla presenza del

vortice di destra pit il campo di velocita dovuto al vortice di sinistra, meno
h + Vo,

rom

vg, perché sono nel riferimento in cui il vortice ¢ in quiete. vp =
quindi il punto B sente solo 'influenza di un vortice.

Per Bernoulli, velocita diverse corrispondono a pressioni diverse, portan-
do a una contrazione e ad un allargamento del vortice, quindi devo bilanciare
le due velocita in modo che non si verifichi Peffetto Magnus:

2h h h
— vy = +v9 = Yg= .
rom rom 2rgm

(1.6.19)
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L’energia trasportata dal vortice si pud calcolare approssimativamente appli-
cando la formula del vortice a simmetria cilindrica per un anello di lunghezza
[ =27r, dove b = r (distanza tra i centri di due vortici) e n = 1:

e(r) =2nrE, (1.6.20)
k2 p r
=0 (27r) log <a0> (1.6.21)
k2 ps r
= 1 — . 1.6.22
5 7 log <a0> (1.6.22)

Quando l'elio scorre con velocita U5 lungo un capillare di raggio R, pud
produrre dei vortici di raggio r < R, purché valga la condizione di Landau:

Vs > Uepit = VNG <€(Q)> . (1.6.23)
q

Per determinare I'impulso ¢ del vortice usiamo il fatto che la derivata di
€(q) nel punto ¢ coincide con la velocita di gruppo della corrispondente
quasiparticella.

de h
— =y = — 1.6.24
dgq v 2mr ( )
dg dgdr 2mr dg 2mr de
de drde h dr h dr ( )
de k% p, r k2ps k% ps r
— = 1 — = 1 — 1 1.6.2
dr 2 8 <a0>+ 2 2 <og <a0>+ ) (1.6.26)
dg 2mr de k?ps 2m r
i = i 1 - 1.6.27
&r h odr 2 & <r ©8 <a0>+’"> (1.6.27)
integrando tra ag e rg e usando la formula:
T 1 T 9 9
zlogzdr = - [ loga“dx (1.6.28)
0 4 Jo
1
=1 [7“2 log 1% — 7“2} (1.6.29)
2 2
=" logr— = (1.6.30)

2 4
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si ha quindi:

k‘2 s 0
q(ro) = /;1 m (r logr + 7 (1 —log ao)) dr (1.6.31)
ao
k2psm (rdlogrg 1% ad ai 13
= s — 009 20 4,0
h ( 2 1 2 BN
2 2 2
- %0 log ag — % + % log a0> (1.6.32)
k2 psm (1} ro 2 al
= rs Dog(— | +2 -2 1.6.
- (2 og<a0>+4 4> (1.6.33)

tralasciando il termine a2 (perché ¢ dell’ordine di quanche A) abbiamo:

k2 ps 1 o
6(7’0) 2 0108 (%)
= — — (1.6.34)
100 w2 en (Fiog (22) + )
log | 2
po log (2
—102 (1.6.35)
mro 5 + log 2%
h
~— 1.6.3
o (1.6.36)
log (£
polg(Z)
- Ucritica(vortice): 2 ~ (1637)

mR%+10g(%) mR

che & minimo per rg > ag, 79 — R. Si formano quindi dei vortici ad anello
delle dimensioni del capillare. Per diametri 2R ~ 10~° m, la velocita critica
¢ di qualche mm/s, molto minore rispetto alla velocita critica del rotone.
Infatti questa € la velocita che caratterizza i superfluidi negli esperimenti
standard.

1.7 Equazione di Schrodinger non lineare, equazio-
ne di Gross-Pitaevskii

L’equazione di Schréodinger a molti corpi associata al nostro sistema é:

L0 . - Lo .
Zﬁ&(b(ﬁ,rg, o 7TNat) = HN (25(7'1,7“2, .. .,T’N,t) (171)

con ’hamiltoniana del sistema data da:

N h2 1 N
Hy = ; (—mAi + Vea;t(ﬁ‘)) t5 i%;jv (75 —75) (1.7.2)
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La funzione d’onda ¢ é completamente simmetrica sotto una permutazione
qualsiasi r; <+ rj. Sostituendo 'ansatz di Hartree-Fock:

¢(F17F277FN7t)NH¢%t) ) con /d3r¢*(F,t)¢(F,t) = N.

(1.7.3)
Non necessariamente lo stato fondamentale k& = 0, anche se 'idea é proprio
che ¢(7,t) descriva solo la componente superfluida: N = Ny = Ny. Si trova
che l'energia totale del sistema é:

E = /d3ﬁ By . BRy ¢ (P, o, . s ) Hy O(FL 7oy . .. PNy t)

(1.7.4)
=T+ Vert +V (1.7.5)

= /d3F¢*(ﬁt) (iﬁgt> (7, 1) (1.7.6)
B R ) TR

(1.7.7)

= /d3f‘¢*(F,t) <—7;2$) (7, 1) (1.7.8)

Vit = [ 476" (7.0) V(1) 907 (1.7.9)
V= % N(]JVV;U /d3fd3ﬂ ¢* (7, 1) ¢ (7, 1) V(7 = 7) (7, 1) p(7, 1)

(1.7.10)

dove N rappresenta i modi di scegliere la particella 7, N — 1 rappresenta i
modi di scegliere la particella j; le funzioni d’onda che contengono 7; e 7
son quattro, quindi ognuno di esse contribuisce con 1/N; N(N —1)/N? ~ 1
perché N > 1.

Se impongo che ¢ minimizzi 'azione A:

A= /dt [(/d?’vz) (7, 1) <zhat> (F, )>—(T+Vemt+Vﬂ (1.7.11)

dA
(5(]5*(”) =0 oppure 7 =0 (1.7.12)

sapendo che l'azione ¢ legata all’hamiltoniana del sistema tramite la tra-
sformata di Legendre (H = Y. ¢;p; — L) (A = dtd3FL). Si ottiene cos’
I'equazione di Schrédinger non lineare (NLS):

2
B0l ) = |~ A Vi) + [ 07 67070 V= ) 6(0°.0)| 6(7:1).

2m
(1.7.13)
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Il caso generale con "autointerazione” V(#—7") non locale si puo solo trattare
numericamente; studieremo solo il caso limite degli atomi freddi (gas diluiti),
con g costante di accoppiamento:

VF—7)=gd6(F—7)=gd(x —2)d(y—vy)d(z—2) (1.7.14)
che corrisponde all’equazione di Gross-Pitaevskii (locale e non lineare):

h2
ih gté(ﬁ t) = [—2m A A+ Veur (1) + g |o(7, t)ﬂ (7, 1) (1.7.15)

essa descrive un sistema a molti corpi in approssimazione di campo medio,

dove tutte le particelle hanno la stessa funzione d’onda. L’azione di GP é,
integrando per parti:

o . .0 72 .
A:—/dtd3r <—m¢ ¢+myv¢\2+%u(r)\¢\2+g!¢!4>-

ot
(1.7.16)
L’equazione di GP stazionaria si ottiene sostituendo:
# 1) = () expd —i P _0E
o(7,t) = o(7) exp{ i t} T (1.7.17)
R? .
— g A Ve 4 90| 6 =pol) (179

in cui ci limiteremo al caso Vg, = 0; giustificheremo il fatto che ’evoluzione
temporale di ¢ ¢ data dal potenziale chimico y e non da E quando parleremo
di stati coerenti. L’equazione di GP stazionaria si ottiene minimizzando
I’energia a fissato numero di particelle:

N = /d3f¢*(F)¢(F) (1.7.19)
2
E-— /de (;n V|2 + g |¢|4> (1.7.20)
6(E —uN)
N 0 (1.7.21)

dove E — uN é l'energia grancanonica. Abbiamo:

e [’equazione GP puod essere considerata ’equivalente delle equazioni
di Maxwell dell’elettromagnetismo, dove ¢ gioca il ruolo del campo
elettromagnetico.

e Nell’equazione GP compare h: questo ¢ legato alla diversa legge di
dispersione; in Maxwell:

E=cp , w=ck (1.7.22)
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in GP:
p2 th

€e=— , W= _—-—

2m

(1.7.23)

- 2m

tra fotoni e particelle non relativistiche.

e Tramite la seconda quantizzazione, si passa da GP all’equazione di
Schrédinger a molti corpi originaria. Poiché la fase della funzione d’on-
da macroscopica ¢é diversa da zero, ma ’azione A di GP ha simmetria
U(1) per rotazioni di gauge globali:

O(F,t) — B(7, 1) e (1.7.24)

con « costante, tale simmetria deve essere rotta. Vedremo che la con-
densazione di Bose-Einstein, e la concomitante comparsa di eccitazioni
fononiche, ¢ legata alla rottura spontanea di simmetria U(1).

1.7.1 Rottura spontanea di simmetria

Consideriamo lo stato fondamentale in cui il fluido non ha fluttuazioni:
¢(T) = ¢o = costante. Siamo interessati alla soluzione di GP stazionaria
che minimizza ’energia E a fissato numero di particelle. Sostituisco ¢g in
FE — i N3 il termine cinetico & nullo, quindi & tutto costante e posso integrare
sul volume V:

g
E—puN =V (5160 = nlool?) (1.7.25)
dove possiamo notare che il potenziale dipende solo dal modulo di ¢q.

E—uN hala forma di un cappello messicano (¢ = ¢1+i¢2), dove abbiamo
un numero infinito di minimi di potenziale corrispondente alla simmetria di
rotazione U (1), come si vede in figura 1.28.

Figura 1.28
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Il minimo si ha per:

S5(E — uN) ,

H Po
= gl == =nog== (1.7.27)

g m
cioé la fase di ¢ € arbitraria, mentre il modulo é fisso! In questo modo trovia-
mo anche la relazione tra il potenziale chimico, la costante di acoppiamento

g e la densita delle particelle:
g po
p=== =gl (1.7.28)
m

In conclusione: l'azione della teoria possiede una simmetria globale U(1),
poiché é invariante sotto l'aggiunta di un fattore costante nella fase della
funzione d’onda. Lo stato fondamentale non possiede invece questa simme-
tria: la teoria possiede un continuo di vuoti degeneri e la funzione d’onda
macroscopica per lo stato fondamentale:

»(F) = ¢o = |¢o| € (1.7.29)

ha una fase ben definita. Per un sistema relativisticamente invariante &
abbastanza semplice dimostrare che esistono due tipi di eccitazioni legate al
meccanismo della rottura spontanea di simmetria U(1):

e Un bosone a massa nulla (Bosone di Goldstone) associato alle varia-
zioni di fase della funzione d’onda.

e Un bosone massivo (Bosone di Anderson-Higgs) associato ad oscilla-
zioni del modulo |¢]|.

Nel caso non relativistico la situazione é pitt complicata e conviene analizzare
il problema in dettaglio.
1.7.2 Le pseudoparticelle di Bogoliubov

Una classe importante di soluzioni dell’equazione GP corrisponde a oscilla-
zioni di piccola ampiezza, dove le variazioni nello spazio e nel tempo di ¢,
rispetto alla configurazione omogenea, ¢g, sono piccole:

o(7,1) = [0 +0(7, )] €4 (1.7.30)
in cui: N N
2_ & _ N _ M
bol” =37 =37 = ; (1.7.31)

siamo a T = 0 e trascuriamo il fenomeno dello svuotamento quantistico.
Poniamo: . .
O(7,t) = uy, gilkr—wt) 4 Vg e~ i(Frwt) (1.7.32)
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che comprende la variazione di modulo e/o fase. Quindi:
o(T,t) = ¢o em bt | uy, €' (k= (w5 )1) + v ¢~ i(kT=(w=5)t) (1.7.33)

che sostituiamo in:

0 R?
i (1) + 5 — D7) = g |6(7, HFe(Ft) , O@) = p=glool
(1.7.34)
il contributo al primo ordine a sinistra dell’'uguale é:

(b )~ B g 0 (G = ) et

2m 2m
(1.7.35)
ponendo:
(7, t) = do e 1 + 3¢ (1.7.36)
O* (7, t) = do et 4 56" (1.7.37)

possiamo riassorbire la fase di ¢g traslando opportunamente t:

910026 =g (d0e i +60) (Goei +507) (g0 e 4 +56)  (1.7.38)
= godd e FM + 29250 + g PR e 2h M 5g* + O(62)  (1.7.39)

dove compare il termine di ordine zero, che non consideriamo; il termine

O(0¢) é quindi:

e that (u;; e i (FP(r)) g (o= )0)
(1.7.40)

= p(2ug + o) TR (2 4 ) e Rk
(1.7.41)

e cioé, separando i termini e prendendo il complesso coniugato nella seconda
espressione:
el

(hw + p) — 55 ) ug = 2pup + poj,
(1 —hw) = 5= ) vp = 2p0f + pouy,

essa si puo scrivere in forma matriciale:

{h”_”_h;:j M {“’“ ~0 (1.7.43)

h2k2 *
—p —p— Tw — vy,
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questo sistema di equazioni lineari possiede soluzioni non banali se e solo se
il determinante della matrice é uguale a zero:

h2k? h?k?
(;—M ’“m) <_“_h“_2an> — > =0 (1.7.44)

h2k‘2 2
— | -r%P+ <u + m) —u?=0 (1.7.45)

h2k2\ 2

NI ( N ) 2 (1.7.46)

K22 h2k2
—  hw= \/ QM) (1.7.47)

quindi si arriva all’'importantissimo risultato dato dalla legge di dispersio-
ne di Bogoliubov:

=eo(k )+ 2p) (1.7.48)

dove (k) = h%k%/(2m) ¢ la legge di dispersione per particelle libere. La
soluzione negativa di Aiw corrisponde a scambiare uy <+ v_g: le due soluzioni
rappresentano lo stesso tipo di oscillazione fisica. Abbiamo:

e Per k ~ 0:

= hw ~ ﬁhk:vlq , U= gno fonone
\/m \/

(1.7.49)
quindi la pseudoparticella di Bogoliubov corrispondente a questa legge
di dispersione ¢ un caso particolare di particella di Goldstone per un
condensato di particelle bosoniche debolmente interagenti.

e Per grandi k:

2p
eo(k)

quindi la legge di dispersione tende asintoticamente, a meno della
costante p, a quella di una particella libera.

e(k) =¢€o(k) (/14

L’interazione caratterizzata dal parametro g > 0 é responsabile della rottura
spontanea di simmetria e della comparsa delle eccitazioni di Bogoliubov.
Quello che non eravamo riusciti a calcolare con I’elio superfluido, ora invece
é stato possibile, ottenendo una legge di dispersione che é un ibrido tra
quella del fonone (interpretato come una particella di Goldstone) e quella di
particella libera. 6(7,t) puo corrispondere ad oscillazioni di fase e modulo:
non esiste una pseudoparticella di Anderson-Higgs distinta dal bosone di
Goldstone nei condensati BEC.
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c

nﬂ‘%‘m ""-'2-(31!"'\'\!?_.

Pomormi o el

Figura 1.29

1.7.3 1l solitone

Considereremo ora delle soluzioni speciali dell’equazione di Gross-Pitaevskii
dipendenti dal tempo chiamate solitoni. Nel caso repulsivo (g > 0), queste
soluzioni corrispondono a modulazioni delle densita localizzate che si muo-
vono nel condensato con velocita costante e preservando la loro forma nel
tempo.

Il profilo del solitone nella regione perturbata é caratterizzato da una
diminuzione della densita py rispetto al valore di bulk (solitone grigio). L’e-
sistenza del solitone grigio é direttamente legata alla non linearita dell’equa-
zione GP, il cui effetto compensa il termine quantistico di pressione associato
all’energia cinetica. L’estensione spaziale del solitone é caratterizzata dalla
lunghezza dv healing:

h No N
= — = — = —. 1.7.51
$=Vamgm 0 TV TV (1.7.51)
Consideriamo soluzioni dell’equazione GP non stazionaria:
n 2o = |- AvgloroP] oy 7s2)
th—¢(Ft)= | —— T T 7.
8t ) 2m g ) )
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della forma:
O(F, 1) = /io f(z,1) e M = oo (P t) e 7M. | = gng (1.7.53)

2 2
+gn0|f(z,t)]2} f(z,t) (1.7.54)

0
— Z’haf(z,t) +uf(zt) = [_2771822

L0 o
N Zhaf(zvt) — [_mwf(z,t) + gno (‘f(zat)|2 o 1) f(27(tl);l7'55)

si nota che siamo in fase con rottura spontanea di simmetria. Cerco soluzioni
del tipo f(z — vt), divido tutto per gno:

ih  df(z —vt) h? d? 9
gno v d(z — vt) 2mgng d(z — vt)? fe—vt)+ (/1 ) [z = vt)
(1.7.56)
introducendo la lunghezza di healing:
h? z—vt
2 _ = 1.7.57
&=5 oo ) ¢ ( )
abbiamo:
v Vgne2m df(y) _ d? 2
—ih— =—— -1 . 1.7.58
i VIER EPO) T e)+ (PP - 1) S (1.758)

La velocita del suono nel condensato é:

gno

=./= 1.7.59
1 - ( )
quindi posso scrivere che:
2 gnp 2m = vv'2 o (1.7.60)
gno gno
v
=—V2 1.7.61
o ( )
=2U (1.7.62)
dobbiamo risolvere la seguente equazione:
_df  d*f 9 z— vt
21U — = —5 1-— = 1.7.63

con 'obbiettivo di trovare una soluzione localizzata che soddisfa le condizioni
asintotiche:
df

lfl—1 a—m , Y — Eoo. (1.7.64)
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Moltiplichiamo (1.7.63) per f* e sottraiamo l’equazione complessa coniugata:

{QiU.f*j =/ djffj 1P (L= 1fP) (1.7.65)
20U [ = F IR 1)
—  2%U <f df+fdf*> fr dif_ (31252* (1.7.66)
e integrando:
[ () o= [T G (rE-rg) e ne
2 (1~ |12) + f* l_fdf* (1.7.68)

che non ¢é altro che l’equazione di continuitd per una densita di corrente
conservata. Essa é consistente con le condizioni al bordo.

Una seconda equazione si ottiene prendendo la parte immaginaria dell’e-
quazione (1.7.63):

dfs _ dfs

2U P15 = f1+i 1.7.69
dy d’}/ +f2( fl f2) s, f=htife ( )
se consideriamo le soluzioni con f; = fo = costante, allora ’equazione
diventa: af

2U CT,; = fo(1 - f2 - f3) (1.7.70)

mentre I’equazione di continuita:

—2iU(1— f{ = f3) = (fl—lf2) (f1+lf2) (f1+lf2) (fl—lfz)

(1.7.71)
d

i f1 =UQ1-f2-f2) (1.7.73)

I'equazione (1.7.70) e (1.7.73) coincidono se fo = v2U = v/v1:

2U _ f dfi vt
— == 2—=(1——5 — 1.7.74
R = V4 ( 2 (L.7.74)
d /1f_1ﬁ 2
v2 f

= =1 | 2= (1.7.75)

[§]
<
[¥]

v,/ 1= _ v
af L i

V2




46 CAPITOLO 1. Superflidita

se la confrontiamo con:

v2

d 9 02 Y4/1 — 7

—tanh (z) =1 — (tanh (z))° = fi=4/1—- — tanh | ——F1—
i V317.56)

dz
f(zt) = fi+if (1.7.77)

allora si ottiene il gray soliton:

¢sol(z — vt) = y/ng f(z,1) (1.7.78)

v 2 vt v2
e B (2] e

Il profilo di densita n(z —vt) = |pso1|? ha la forma di una campana capovolta.
Come si vede in figura 1.30. Il minimo di n(z — vt) si ha per z — vt = 0
tanh (0) = 0:

2 2

TL(O) = |¢sol|2 =ng

.U
; —
U1

N

Figura 1.30

Per un solitone fermo abbiamo n(0) = 0: dark soliton; il profilo si
abbassa e tocca 0 e la parte di sinistra é disconnessa da quella di destra.

Abbiamo:

e La fase della funzione d’onda subisce una variazione finita tra z = —oo
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e z = oo (tanh — 1):

2
Psol(—00) = iy/ng (51 +i4)1— ;) (1.7.81)
Psol(+00) = iy/no (:1 —iq)1— Z;) (1.7.82)
2

¢sol(_00) _ing _ [V _ ’lﬁ

balion) == (m iy[1 v%) (1.7.83)
= A¢ = 2 arccos <:> (1.7.84)

1

per un dark soliton, ¢ € reale e dispari, quindi il cambiamento di fase
e A¢ = m: difetto topologico. Non solo si ha zero densita al centro del
solitone, ma la fase a destra deve essere /2 e quella a sinistra —m /2.

e La larghezza del solitone ¢é legata alla lunghezza di healing £, ma
amplificata di un fattore:

bool = ——=—= —> 00 , VU] (1.7.85)

e L’energia del solitone eg,, per unita di superficie, & (ricordando che
1= gno):
too R |dgwa|® | (9 g
o= [ e o 9 (S l6al! — louaP) |~ [S1enlt - ulenl]

oo 2m | dz

(1.7.86)

dz | —
z2mdz

_ / e dd)s‘ﬂ2+(§!¢501!4—gnor¢501!2>]_[g!%l“—gnﬂw]

(1.7.87)

dove possiamo notare che il secondo termine dell’integrando é ’energia
dello stato imperturbato, che puo essere scritto come:

— 00

(1.7.88)
cosi che:
“+o00 [ ﬁ2 d 2
€sol = /;OO dz % jZOI + (g ’¢sol’4 — gno ’¢sol’2> + gng
(1.7.89)

o 2m | dz

400 [ h2 d 2 2
= / dz | — ¢SOI + g (|¢sol|2 - nO) ] . (1790)
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Considero prima la parte del potenziale:

/_J:od (|¢sol| - n0)2 = /_+OO dzgng (]fQ\ — 1)2 (1.7.91)

oo

d +oo d 2
ﬂdf; (1—yf2|) — /Oo dz gn? (;;1) (1.7.92)

l\D\Q

per quanto riguarda la parte cinetica:

+o0 K2 Aol 2 +00 K2 df 2
— = — — 1.7.93
/oonm dz /Oodz nodz ( )
+00 2.2 2
:/ dz 12109 (dfl) (1.7.94)
PSS 2mgng \ dz
:/ dz&%ndyg (C{f;) (1.7.95)
e dfi)’
= dzn2g <> 1.7.96
/_oo 07\ dy (1.7.96)
sommiamo i due termini e otteniamo:
+oo dfl
€sol = dz2n? g < > 1.7.97
= [ e (2 (1.7.97)
fi(+20) df1
= — 2gnd df1 (1.7.98)
f1(4o0) 02
_/ (2gng)§ <1 - — - ff) dfy (1.7.99)
1(—00) 1)1
/f1(+oo) a2 1 < 02 f2> (17.100)
= nZ — - 7.
1oy 0\/ mgno /2 g

f1(+00)
_ oh,/gno/(+ df1< —U— ff) (1.7.101)

=nghv [(1 - %) (fi(+00) = fi(—00)) — fi (o) + ff(;oo)]

3
(1.7.102)

e poiché abbiamo che:

fi(Ho0) =4[1—— , fi(—o0)=—|/1- = (1.7.103)
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troviamo infine:

2\ 3/2 2\ 3/2
2
€sol = No vy [2 <1 - UQ> - (1 - U2> ] (1.7.104)
U1 vy

4 2\ 3/2
3 v]

w

dove si pud notare la differenza tra le energie grancanoniche in presenza
e in assenza del solitone. A v = 0, 'energia é al massimo; se aumento
v, 'energia diminuisce (v — v1, €50 — 0). Per piccoli valori di v:

4 v?
€sol ™~ — N h’Ul —2h’l)1 non (1.7.106)
3 vy
=-h — | —4h— . 1.7.107
5 hvino + 5 ( U1) v ( )

Il solitone si comporta come una particella di massa negativa:

ms = —4h 0 (1.7.108)
U1

in accordo con il fatto che la modulazione di densita corrisponde a una
"buca’ piuttosto che a una "particella” (0e/0k e k sono antiparalleli).

La velocita del solitone aumenta al decrescere dell’energia: questo vuol
dire che in presenza di dissipazione dovuta alle collisioni con fononi
a T > 0 il solitone accelera per eventualmente scomparire quando
v — V1.

Il solitone ¢ instabile per fluttuazioni nelle direzioni trasverse (z,y) e
negli esperimenti con atomi freddi I'instabilitd viene soppressa dimi-
nuendo le dimensioni trasversali delle trappole magnetiche.

1.8 Quantizzazione canonica

Da un punto di vista formale, la Meccanica Quantistica pud essere interpreta-
ta come una deformazione della meccanica classica, in cui variabili classiche
f, g vengono sostituite da operatori f, g e le parentesi di Poisson:

B of dg Of 0g
(rabe =2 <aqap - apaq) (1.8.1)

da parentesi di commutazione:

{f.9}p — .lh[f,é} (1.8.2)



50 CAPITOLO 1. Superflidita

dove {g;} e {pi} sono le variabili canonicamente coniugate:

Oqr Op;  Oqi Op o .
{Qk,pj}pzz<aq]:azi—a;aqz =0k; = [dk,Dj] = ih i ;-

(1.8.3)
L’evoluzione classica di una funzione f é:
df af of . f
P Z ( pz (1.8.4)
_of
H 1.8.5
df _of
- == 4 — 1.8.6
a ot i [f A (1.8.6)
dove H(q,p) ¢ 'hamiltoniana del sistema, con equazioni del moto:
0H 0H
— g = — 1.8.7
= 0 P Tag (1.8.7)
Possiamo introdurre la lagrangiana:
L(gi, ;) sz g — H(q, 7). (1.8.8)
Il momento canonicamente coniugato a g; €
oL
pi = o 1.8.9
o, (1.8.9)

1.8.1 L’oscillatore armonico come teoria di campo in 0+1
dim.

Consideriamo 'hamiltoniana dell’oscillatore armonico:

H(¢p,m) = (7T2(2)2 + m;2 (p(t))? (1.8.10)
_ %m <d<§f)>2 4 m;"Q (6(1))? (1.8.11)
dove ¢ e 7 sono variabili canonicamente coniugate
?j _ TZS) - %Qg(t) (1.8.12)
‘?; = mw? P(t) = —%w(t). (1.8.13)
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Ci sono due modi equivalenti per quantizzare 1’oscillatore armonico:

[&,ﬂ:m N ﬁ:—z‘h;,(p —

dove ¢ rimane classico; in questo modo si arriva all’equazione di Schrédinger:

DL TR g) i) = ih (o (18.16)
m O¢? T T o
Questo formalismo puo essere utilizzato anche in teoria dei campi, cioé quan-
do ¢ = ¢(7, t) dipende da un’indice continuo 7 (Functional Schrédinger equa-
tion method): una tecnica non molto popolare a causa della perdita esplicita,
nel caso di teorie invarianti relativistiche, della covarianza relativistica e del-
le difficolta tecniche associate ad una trattazione rigorosa di equazioni alle
derivate funzionali:
82 52
. 1.8.17
a¢2 5¢2 ( )

In alternativa, possiamo dividere il campo ¢(t) in due "campi” complessi:

o(t) = +a \/ — = alt)= LI R %" (1.8.18)

2hmw
(t) = "(t)z = D Vime — () = _;;_;SZ +o(0) (/5
(1.8.19)
per cui:

H= s 41 22 (1.8.20)

= om 2mw 0.

7T2

= hw <2mwh T ¢2> (1.8.21)
= e <¢ on \/2hwm> <¢V V2hwm ) (18.22)
= hwa*(t) a(t). (1.8.23)

Risulta facile verificare che il cambiamento di variabile:

{¢. 7}  — {a,iha"} (1.8.24)
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corrisponde a una trasformazione canonica:

{a,iha™}p = ih{a,a"}p (1.8.25)
. {0ada* Oada*
mw —1 7 mw
=1ih — — — 1.8.27
! < 2h ( 2hwm> V2hwm V' 2k > ( )
-1 (1.8.28)

per quantizzare la teoria:

iha,a'}p=1 = [a,cﬂ —1 (1.8.29)

troviamo anche:
H = hw [a*a + ;] (1.8.30)
= hw [N + H (1.8.31)

dove N & Doperatore numero di quanti di energia/(pseudo)particelle. In
teoria dei campi, 'idea ¢ di identificare le (pseudo)particelle del sistema con
gli autostati dell’hamiltoniana quantistica e cioé con le eccitazioni del campo
ad energia definita (stati stabili o asintotici). a ¢ l'operatore di distruzione
di particella con energia fw; a' & operatore di creazione di una particella
con energia hw. Questi operatori agiscono sugli stati dello spazio di Fock
a numero finito di particelle. Indicando con |0) lo stato di minima energia
(nessuna particella), allora:

al0y=0 (1.8.32)
1) = a'|o) (1.8.33)
=@ (1834)
a|N)y=+vNI|N —1) (1.8.35)

NIN) = ata (@) o = &) (a (5”>N - @T)N a)10) = N (j)ﬁ]'v 0) = N|N)
(1.8.36)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato:
N N-1
[a, (a*) } - N (a*) (1.8.37)

N conta il numero di particelle in una scatola.
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1.8.2 Stati coerenti

Nel corso di Meccanica Quantistica sappiamo che lo stato fondamentale del-
I’oscillatore armonico minimizza il principio di indeterminazione; valor medio
sullo stato a zero particelle é uguale a:

(A0)%)o (AR)%)o = 7 (1.8.38)

dove il valore di aspettazione di una certa quantita ¢ il valor medio di questa
quantita preso tra lo stato di vuoto: (-)g = (0] - |0); Ag = ¢ — (¢p)g = ¢
percheé il valor medio di ¢ sullo stato 0 ¢ zero e AT =7 — (7)o = 7.

Si puo dimostrare facilmente che lo stato a N particelle non minimizza
il principio di indeterminazione:

(N|(a+a") (a+al)|N) = (N|aa® +ata|N) (1.8.39)
= (N|2a'a + [d,éﬁ] IN) (1.8.40)
=2N+1 (1.8.41)

i termini che contengono (a)? e (@)? danno contributo zero, perché lo stato
iniziale e lo stato finale hanno lo stesso numero di particelle, (a)? distrug-
gerebbe due particelle sullo stato a destra, per esempio, e noi sappiamo che
(N|IN")y =0se N # N'.

(N|(a—a')(a—al)|N)=—(2N +1) (1.8.42)

li abbiamo calcolati poiché:

P # 5
T Van fzf (1.8.43)
a+al = ¢ vVmwh %2
e quindi si ottiene:
7\2 ~\2 hz 2
(A0) ) (AT) ) = - 2N +1)° (1.8.44)

Questo dimostra che la parte a destra dell’'uguaglianza dipende da N, ed ¢
minima per N = 0: il principio di indeterminazione non ¢ minimizzato se
faccio valori medi sullo stato a fissato numero di particelle N. Per il vuoto
funziona, perché a|0) = 010), cioe |0) & autostato di a. Vediamo cosa succede
se consideriamo un autostato generico di a con autovalore o € C:

ala)y =ala) , (alay=1 , (a]a’ =a*(af. (1.8.45)

Gli stati coerenti minimizzano il principio di indeterminazione; dal nostro
punto di vista é importante, perché se interpretiamo a come il campo ¢
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dell’equazione di Gross-Pitaevskii, il valore di aspettazione Eii a deve essere
diverso da zero ({a) # 0) come deve essere quello di ¢ ((¢) # 0), e devo
ottenere (o] dla) = a (per i condensati (¢|phi|¢) = ¢). Quindi abbiamo
che:

(a| (a+a")]a) = (a+a¥) (1.8.46)
(a| (6 —a)|a) = (a — o) (1.8.47)
2
(o] @+ ah)(a+ah)|a) = |a)a + (a*) +aat + afala) (1.8.48)
=+ (@) + 22 a+1 (1.8.49)
=(a+a")?+1 (1.8.50)
2
(o] @ —a")@ - ah) |a) = |a) a® + (a*) —aaf —ata|e) (1.8.51)
=(a—a")? -1 (1.8.52)
dove abbiamo usato la regola di commutazione:
aat =afa+1 [a,&*] —1. (1.8.53)
Quindi
h h

((86) )0 = ((3) o~ (Do = 5o ((a+ a®P 41~ (a4 0")?) o
hmw

(AF)Pa = (F)a — (F)a = =0 (4 — "2 — 1 = (0 — a")?) = 1T
| ) (1.8%55)

quindi |«) minimizza il principio di indeterminazione, Voo € C. In questo caso
abbiamo posto t = 0, ma il risultato finale vale V¢: la coerenza si mantiene
nel tempo. Ora lo stato coerente |a) pud essere rappresentato come una
somma infinita (con particolari coefﬁcienti) della base dello spazio di Fock:

3 lof?

o) = 0'=1 (1.8.56)

> =M
N=0

12 o : . : . .
dove e~ 21°° ¢ un fattore di normalizzazione; adesso applico 'operatore di

distruzione, tenendo conto che ora la sommatoria parte da N = 1, perché
a|0) = 0:

ila) = ez lof Z Ja%(\ﬁ IN — 1) (1.8.57)

—1) (1.8.58)

=qe 2 3 lal?
Z \/ﬁ
= «ala) (1.8.59)
=  ala)=ala). (1.8.60)
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Si puo scrivere alternativamente:

o) = e~z lel*teal o) (1.8.61)
= o' +aTa ) (1.8.62)
N (x1\ IV
_ L2 (6% a
= ¢zl ngn)m) (1.8.63)
N

L P (1.8.64)
=e 2 — .8.
~ VN!
dove abbiamo usato 'identita di Campbell-Baker-Hausdorff:
A+B ,l[A’B] eA B aat—a*a |0> La)? ea&T e—a* a |0>

=e 2 e — € =e 2
(1.8.65)

dove la prima uguaglianza ¢é valida se {A, B’} commutano con gli operatori

e

AeB (questi due non sono commutanti). e~ corrisponde a 1 — a*a,
cio¢ potenze dell’operatore di distruzione, che applicate allo stato |0), mi
restituisce solo 1.

Infine analizziamo ’evoluzione temporale dell’operatore a:
y OF t t
a(t) = ae ™" =a exp{—i N h} =a exp{—w h} (1.8.66)

quindi ¢ il potenziale chimico e non ’energia F = hw (N + %), che determina
I’evoluzione temporale dello stato coerente:

oF
L’operatore:
D(a) = e =" D(a)|0) = |a) (1.8.68)

é detto operatore di spostamento di Glauber.

Due stati coerenti |a) e |3) (per cui (ala) = (8]8) = 1) non sono
ortogonali:

(a]B) #£0 con a#f (1.8.69)

invece (N|N + 1) = 0 e possiamo dimostrarlo:

Q 2 2 o N N’ .
(alB) = eXp{—|2’ - ‘@}ZZ (\/% (Bz)v'! (NIN")  (1.8.70)

N N’

_ exp{_mj _ VJ’; _ a*g} (1.8.71)
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usando (N|N') — dy n» = 1 abbiamo:

| {alB) | = exp{—|af* = |B]* + a8 + aB"} (1.8.72)
= exp{—|a — B|*} (1.8.73)

ma per |a| = |8] = oo, a # 3, allora | («|3) | — 0. Finora abbiamo parlato
solo di modulo, quindi introduciamo anche la fase:

a=|a|e? (1.8.74)
IO (LR
la) =e > N IN) (1.8.75)
~ !
2T
yN>o</0 ge*im () (1.8.76)

cioé N e 6 sono variabili canonicamente coniugate:
e |N): N fissato <» 6 "massimalmente indeterminato”.
e |a): 0 fissato (mod 27) <+ N indeterminato.

Suppongo di avere 'oscillatore armonico con un potenziale V(¢) quadratico
(parabola) centrato in ¢ = 0; lo stato fondamentale & una funzione d’onda
gaussiana, con zero nodi e gli stati eccitati sono caratterizzati da un nodo al
centro, antisimmetrici.

(9l0)y=e"2 , Hy= % ——+ ¢2> (1.8.77)
m=h=w=1]. (1.8.78)

Considero un’hamiltoniana associata a un altro sistema, dove « indica un
parametro di traslazione:

H, = % <—(i; + (o~ \@a)Q) . (1.8.79)

Abbiamo lo stesso potenziale, ma traslato rispetto all’origine di una quantita
V2 a; stessi autovalori, le autofunzioni sono collegate in modo semplice, ma
non sono identiche; scriviamo la proiezione di « su ¢, dove |a) ¢ lo stato di
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vuoto traslato:

} (1.8.80)
2
—e T (exp _((15—\2/501) + O;}) (1.8.81)

o2 o H 2
26_72% (@) -4 (1.8.82)

=Ty j; In) (1.8.83)

compare un termine gaussiano che caratterizza le soluzioni dell’oscillatore
armonico, incluso anche il termine legato agli stati eccitati (polinomi di Her-
mite, in cui gli zeri corrispondono a quelli della funzione d’onda). Alla fine
del calcolo ricompare lo stato coerente.

1.8.3 Principio di indeterminazione N <« 6

Gli stati che minimizzano il principio di indeterminazione tra ¢ e o sono
stati coerenti:

]a>:e_%|o‘|22@|l\f> L ale) =ala) (1.8.84)
- VN

N\ 2
cioé stati a numero di particelle non determinato <(AN ) Ja # 0. Nella

cavita di un dispositivo laser, fotoni coerenti vengono continuamente assor-
biti ed emessi dagli atomi del gas all’interno della cavita. In un condensato
BEC, possiamo immaginare che particelle entrino ed escano dallo stato fon-
damentale. In meccanica statistica, nella descrizione grancanonica il numero

di particelle del sistema non ¢ fissato; fissiamo solo (IV); quindi abbiamo:

(N)o = (a|dfala) = o> — o] = \/(W)a (1.8.85)
mentre:
(N = (a|ataa’aa)
= (alaf(a'a + 1)aa)
= la|* + |o?

= ()2 + (W)

1.8.86
1.8.87
1.8.88
1.8.89

~—~ ~~ —~
_— o —
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La deviazione standard é:

(AF) e
Vv (V2)a — (V)2
(N)a

oN =
= |al.

(1.8.90)

(1.8.91)

(1.8.92)
(1.8.93)

Poiché |a) non ¢ uno stato a numero ben definito di particelle, la devia-
zione standard non ¢ zero. Dubbio: ma se, nello stato |a), la fase di a ¢
completamente determinata, come mai la deviazione standard non ¢ infini-

ta? Il motivo & che 'operatore quantistico associato alla fase € (6) non &

hermitiano, cioé non ¢ un’osservabile. Infatti, possiamo scrivere:

a= eié VN=UVN
it = VR 0! = VO
lazione di U porta a:

a|N)=VNI|N - 1)
a'INy =+vN +1|N +1).

Ora cerchiamo di capire se U ¢ unitario (U‘l =U f), allora:

) —In—1 .
{U|”> n =1 0 Ot = 1)

Ul0)y=0 n=0
quindi:

(m|UU In) = pn
(m|UTU |n) = 6 per m,n >0

ma abbiamo:

0T =0 = UU'=12£0'0

(1.8.94)
(1.8.95)

(1.8.96)
(1.8.97)

(1.8.98)

(1.8.99)
(1.8.100)

(1.8.101)

e cioé § non commuta con 6': 4 =+ éT, quindi non é un’osservabile. Il problema

diventa marginale se (N)q > 1:

(Olo)? == — 0
~a Ve

2
[(nlag = e~ 2

(1.8.102)

(1.8.103)
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dove nel primo sopravvive solo I’esponenziale nella definizione di «, mentre

il secondo ¢é calcolato su un numero finito di particelle. Per n < (N),, allora
0 ~ 0'. In questo caso:

ON 09 > — g~ ——— (1.8.104)

N |

~

e la fase diventa localizzata (phase locking) per (N) — oo ed osservabile: la
posso trattare come una variabile classica. Inoltre:

O'|awaa<|](§[|>O'NN;ZO(1)>>\/<N> — <]‘\/[> (1.8.105)

cioé piccole fluttuazioni di densita. Posso sostituire ad @ e a' i valori classici
corrispondenti (Bogoliubov):

a=VRe® 5 a= /(W) e (1.8.106)
Al — at=\/(N)e ¥ (1.8.107)
con N — oo. In conclusione:
o Gli stati coerenti permettono il phase-locking.

e Permettono di trattare 'operatore a come una quantita classica quando
(N) > 1: a— 1/(N) e,

o Il valore di aspettazione del campo a ¢ zero sul vuoto |0) ((0]|0) a |0) =
0), ma ¢ diverso da zero sul "vuoto coerente” |a): (a|a|a) = a con
a = /Ny e < rottura spontanea di simmetria.

e L’operatore che crea lo stato coerente agendo su |0) ¢ Poperatore D(a)
di traslazione di campo.

e Gli stati coerenti emergono in modo naturale quando cerchiamo di
descrivere lo stato di minima energia nella fase a simmetria rotta
@(F, t)) # 0 usando come base gli stati dello spazio di Fock del sistema
a simmetria non rotta (¢(7,t)) = 0.

1.9 Quantizzazione dell’equazione GP

L’equazione GP in seconda quantizzazione si ottiene, come nel caso dell’o-
scillatore armonico, individuando coppie di variabili classiche canonicamente
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—p
160 2

Figura 1.31

coniugate e promuovendole al rango di operatori. La (densita di) lagrangiana

di GP ¢ (A= [dtd37L):

8 — h2 = k= = — g 4
= ih¢*(T, )8t¢( \t) — (vaczs (7, 1) V(7 t) + 3 || ) (1.9.1)
quindi:
(7, t) = 8L = ih¢*(F,t) (1.9.2)

9 (5o(r.1))
allora ¢(7,t) e (7, t) = ih ¢*(7,t) sono campi canonicamente coniugati:

~

[¢(F, 1), ¢t (7, t)] —0(F— ) =z — 2oy —y)d(z—2)  (1.9.3)
{é(ﬁ t),é(v*’,t)} =0 (1.9.4)
810,61, 0)] =0 (1.95)

quindi i campi @' (7, t) e ¢(7,t) sono detti operatori di campo bosonici.

Se |2) ¢ lo stato di vuoto, cioé lo stato senza (pseudo)particelle (per
esempio gli atomi bosonici), allora:

¢ (7) 1) = |7) (1.9.6)

e cioé ng( ) crea una particella nella posizione 7. Lo stato a due particelle é:

7(5 (r1) @' (r2) |92) = [r1,72) (1.9.7)
= \}iqu(m)QBT(m) Q) (1.9.8)
= |ra, 1) (1.9.9)
dunque:
r1,7m2) = [r2,71) - (1.9.10)

Per evitare di appesantire troppo la notazione: ©— r e d37 — dr.
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Lo stato |r1,r2,...,7N) € completamente simmetrico sotto lo scambio di
due particelle (statistica bosonica):

1

1,72, TN = Wqﬁ(m) L) Q) (1.9.11)

Il campo qg(r) ¢ invece un operatore di distruzione: esso distrugge una
particella nella posizione 7. Si ha anche:

(r)|2) = 0. (1.9.12)

L’hamiltoniana GP di seconda quantizzazione é:

R 4 h2 R g ([ 2 /. 2

fap = [ar |§0) (<50 8) 600+ 8 (30) (60)"] 0919
esso ¢ costruito in modo tale da annichilire il vuoto |0):

Hep |Q) = 0. (1.9.14)

Un generico stato fisico |®(t)) deve essere soluzione dell’equazione di Schro-
dinger:

L0 -

ihgy |2(1) = Hap |2(t)) (1.9.15)

calcoliamo il commutatore Hep con QET(T), integrando per parti e sapendo
che:

[é(n), é*(r)} =8(ry — ) (1.9.16)

per cui abbiamo:

[frd10)] = [ars [310) (0 a0) B+ £ (800 (b)) 00

2m

:/M{Q;;x&m0+gﬁmﬂf(

©-
—~
=
—
N—
N—
)
-
>
—~
=
S~—
| S

(1.9.18)

= /dﬁ{ - ;L;LAl o' (r1) [q@(rl),QAST(T)}—F
+g2@wm02ﬂnwamx$vﬂ} (1.9.19)
{28+ (90) b (19.20)

Si ottiene cosi 'equazione di Gross-Pitaevskii per QAST:

z‘haat ot =— [Iir(;p, é*(r)]. (1.9.21)
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1.9.1 Stato ad una particella

Consideriamo ora lo stato ad una particella:

Ir) = ot (r) ) (1.9.22)

calcoliamo la norma di questo stato, sapendo che {2 ¢ normalizzato a 1:

(rilr) = (@ &(r1) ¢'(r) 1) (1.9.23)
= (Q [cﬁ(m)ﬂ(r)] 1€2) (1.9.24)
=(Q[d(r1 — 7)) (1.9.25)
=0r —r (1.9.26)

La relazione di completezza é:

/dr ) (] = 1. (1.9.27)

Uno stato fisico |®(¢)) ad una particella pud essere quindi rappresentato
utilizzando la base |r):

B (1)) = /dr I (r[®(2)) (1.9.28)
_ /dr@(r,t) ) (1.9.29)

dove ®(r,t) ¢ la funzione (complessa) che determina la particolare sovrap-
posizione di autostati di posizione |r) che compongono |®(t)).

Vogliamo dimostrare che ®(r,t) soddisfa ’equazione di Schrodinger ad
una particella:

2

L0 I
zha O(r,t) = o Ag(r,t). (1.9.30)
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Partiamo da:

m% |D(t)) = /dmhi«p(n t) |r) = Hgp |®(t)) (1.9.31)
—/dr@(r,t) Hep (1) Q) (1.9.32)

= /drq)(r,t) :ﬁGP,éT(T)} 1€2)
(1.9.33)

:/dT‘(I)(T,t) i Ang( )+

2m

+g (50) 60

:/drq)(r,t) (—;;Aﬁ(r)) 2)

(1.9.35)

_ /dr <_2h;A <I>(r,t)> r)  (1.9.36)

Q) (1.9.34)

dove, nell’ultimo passaggio, abbiamo integrato per parti e posto ggT(r) |0) =
|7); quest’ultimo costituisce una base ortonormale completa. In totale:

folagsos]o-fu(Bueo)n  aom

zhaat O(r,t) = —2— AD(r,t) (1.9.38)

che non ¢é altro che ’equazione di Schrédinger per una particella libera di

massa m.

1.9.2 Stato a due particelle

Consideriamo ora lo stato a due particelle:

r1,m2) = \7 o' (r1) @' (ra) |€2) (1.9.39)
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ne calcoliamo la norma:

(r1,malrf, 1) = <Q| d(r2) d(r1) 1)) 61 (1) 1) (1.9.40)
(r2) ([, 8T ()| + (1) d(r0)) (1) 1)
(1.9.41)
Q1 8(ra) (3(ra —r4) + 8114 Br)) S(r4) 192) (1.9.42)
<Q| $(r2) 8(r — 1) &1 () |0) +
5 (01 80) 816 [0m), )] 1) (19.43)
_ %5(71 ) 8(re— 1) + %5@2 S =) (1.9.44)

Questa norma suggerisce che stiamo studiando un sistema due particelle
identiche: la norma ¢ diversa da zero per ro = 75 e 11 = r}, ma anche per
ro = 1] e 1 = rh. Questa norma rispetta la statistica bosonica.

Uno stato |®(¢)) a due particelle pud quindi essere sviluppato sulla base
|r1,72) come:

|<I>(t)>:/dr1 dry ®(r1, 72, ) |r1,72) (1.9.45)
1 N A
= /drl dry ®(r1,79,t) @' (r1) @' (r2) |Q) (1.9.46)
V2
poiché QAST(rl),qu(rg)} = 0, l'integrale su r1 e ro & simmetrico sotto lo

scambio 71 > ro, quindi ®(ry,re,t) = ®(re,r1,t). Cosi:

zh% |D(1)) = /dm drg (Zhaat <I>(r1,7“2,t)) |r1,72) (1.9.47)
= Hep|®(t)) (1.9.48)

a destra dell’equazione di Schrédinger abbiamo (nella seconda parte della
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terza riga ho usato H |Q) = 0):

ﬁgp = \}5/(17"1 d?“Q (I)(Tl,T’Q,t) ﬁgp ¢2T(7“1)¢2T(7“2) ’Q> (1.9.49)

= %/drl dro ®(r1,72,1) ([ﬁcp,qy(ﬁ)} + &T(Tl) ﬁGP) QZET(W) 12)
(1.9.50)

= o Janars (g a8 o (30) b)) @m0+
+ =5 [ drdn @) 31 [for )] 1) (1050
= [anan {(— 4 uar)) $e0) + g0l (8e0) b | 60w )+

+\}§/dr1 dra 6T (r1) ®(r1, 7o, 1) <_2hjn Ay dl(ra) + g (QZBT(TQ))2 qAS(rz)) €2)

(1.9.52)
2 ~ A~
=5 [anan (— o a8 ) B ) 00+
+ \;é /drl dre g (q@T(Tl))z d(r1 —re) ®(r,1,79,t) |Q) +
b [ (<3 200iran)) B0 ) 10
\/§ 2m ) )
(1.9.53)
h? h?
= /drl dro [_Zm Al — % A2:| (I)(Tl,rg,t) ’7“1,7“2) +
of of
+ /dn dragd(ry — re) ®(r1, ro,t) QS(H\)};(TQ) €2) (1.9.54)
dove si € usata la proprieta:
$1(r1) @1 (ra) 6(ry — ro) = (&*(rl)f 5(ry —r2). (1.9.55)

In totale:

/d?“l d?“g <’Lh§t (I)(Tl,TQ,t)> ’?”1,7“2> =

h? h?
= /dTl dry (—2mA1 — 5 B2t gd(r - 7“2)) ®(r1,72,1) [r1,72)
(1.9.56)
che porta all’equazione di Schrédinger a due corpi con potenziale a § di Dirac:

ihgé(r ro,t) = —h—QA —h—QA +gd(r1 —ra) | ®(ry1,7e,t). (1.9.57)
gt ULt = 2m12m291 2 1,72,0). (1.7
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Un risultato simile sarebbe stato ottenuto con un potenziale piui generale
go(ry —ry) — V(ry —r2). La simmetria di ® ¢ conseguenza immediata della

proprieta [q;T(r),qAﬁT(r’)} =0.

Riassumendo:

e Abbiamo dimostrato che I’hamiltoniana in seconda quantizzazione He P,
quando ristretta al sottospazio con N fissato, € equivalente a un’equa-
zione di Schrédinger a molti corpi con interazione deltiforme e statistica
bosonica.

e Per sistemi non relativistici, la seconda quantizzazione ¢ solo un modo
piu conveniente per formulare la Meccanica Quantistica a molti corpi.

e In Meccanica Quantistica relativistica il numero di particelle non é
in generale conservato e il formalismo della seconda quantizzazione é
I'unico utilizzabile.

Lo schema che abbiamo seguito ¢ il seguente:
1. Equazione di Schridinger a N corpi con potenziale deltiforme.

2. (Per N > 1, approssimazione di Hartree-Fock di campo medio) Fqua-
zione di Gross-Pitaevskii “classica”.

3. (quantizzazione canonica del campo GP) Equazione di Gross-Pitaevskii
wn seconda quantizzazione.

4. (sottospazio con N fisso) Equazione di Schrodinger a N corpi con
potenziale deltiforme.

1.9.3 Operatore numero di particelle N

II numero totale di particelle in un determinato stato |®(¢)) & un autovalore
dell’operatore:

N—/drwr)(ﬁ(r) L NQ) =0, (1.9.58)
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Questo risultato ¢ probabilmente ovvio se pensiamo all’analogia con 'oscil-
latore armonico, ma lo dimostriamo lo stesso. Abbiamo:

[.60)] = [ ary [81r) dtr0). 0] (19.59)
_ /dn (_ §(r — 7’)) (1) (1.9.60)

= —¢(r) (1.9.61)
[8.310] = [ ar [8104) 620,610 (1.9.62)
= /dﬁ 5(ry — 7)ol (r1) (1.9.63)
= ¢'(r) (1.9.64)

possiamo scrivere questi commutatori come:

Ngi(r) = di(r) (N +1)

o A 1.9.65
Né(r) = d(r) (N - 1) . (1.9.65)
Abbiamo quindi:
N preyees ) = 1n' Notr) ... di(r) 1) (1.9.66)
_ 171!@*(741) i) (N n) j) (1.9.67)
=n|ry,..., ). (1.9.68)

1.9.4 Spazio dei momenti

Probabilmente ¢ pitt intuitivo considerare operatori di creazione e distruzione
nello spazio dei momenti, poiché I’hamiltoniana ¢ diagonale nello spazio dei
momenti in assenza di potenziale di interazione V (7] — 72). Supponiamo che
il sistema sia in un recipiente cubico di volume V' = L? con condizioni perio-
diche al bordo (normalizzazione in una scatola). Possiamo quindi sviluppare
il campo ¢(r) in serie di Fourier:

. 1 4 .
dr)=— ape*" | k=k,r=7 1.9.69
"= 2 (1.9.69)
dove hk = 2%}i(nx, Ny, Mz) CON Ng, Ny, N, € Z. La trasformazione inversa é:

ag = \/1? /dr o(r) e, (1.9.70)
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Possiamo calcolare il commutatore:

PP 1 2 —ikr 2 iqr

[ak,ag] = V/drdm [(Z)(T)e kool (r) el (1.9.71)
= % /dr dry 6(r — 1) e 7T glan (1.9.72)
= ‘:l//drei(kq)r (1.9.73)
= kg (1.9.74)

questa non & altro che la relazione di commutazione canonica tra a e al
dell’oscillatore armonico. Valgono naturalmente anche:

[, ig] = [az,ag] —0. (1.9.75)

Riscriviamo ’hamiltoniana Hgp nello spazio dei momenti:

tior = [ar {30 (—38) d0)+ 4 (310)" (b))} oo

2m

con:

R R h2 R
:/drlzaﬂ e~lr —hiA ar e (1.9.78)
e om~ ) F .
2 1.2
~ Yl / @ (ﬁz " ) e—ila—k)r (1.9.79)

q,k
. (B2 E?
= E;al;ak o ) Sy k (1.9.80)
q?
RPE2\ .
=3 o > al ay, (1.9.81)
k
Pk
— N, 1.9.82
g om " ( )

T conta semplicemente le particelle con momento ke gli assegna l’ener-

gia h;—nkj (numero infinito di oscillatori di frequenza hw, = h%k%/(2m)).
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Abbiamo anche:

~ 1 - N n N
Vo =g [ 4r3 8101 610)60) 0 (1.9.83)
g -~ ~ ~ A~ .
~9y2 ) /dr b, ab ax, ar, expli(az + a1 — k1 — ko)r}
k17k27q17QZ
(1.9.84)
g At At oA A
oy Z aIIQ ajh Oy ey Oky 4k \q1+q2- (1.9.85)
k1,k2,q1,92

Quindi 'interpretazione dell’hamiltoniana nello spazio dei momenti é:

. R k? ot oAt oA
Hop = Z 5 f ar + W Z ajm al}l Qly Ay Oky+ko,qi+qo (1.9.86)
k

kl,k}Q,Ql,(]g

la parte cinetica conta il numero di particelle con impulso hk e associa un’e-
nergia cinetica A2k?/(2m) ad ognuna di esse. Il termine di potenziale causa lo
scattering annichilando due particelle con impulso kl e k:2 e creando due par-
ticelle con impulso ¢} e ¢ conservando il momento totale: ¢ + ¢ = k:1 + kg
Il termine di potenziale pud anche essere riscritto, agendo sulla delta:

VGP = — al Ak, Ok, (1.9.87)

AT
2V ka+q kl*q
k1,k2,q

vedi la figura 1.32.

Ky Ky E[‘?

Figura 1.32

Gli operatori ay e &;2 sono operatori che agiscono sugli stati dello spazio
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di Fock:
a}|2) = |k) oppure |1), (1.9.88)
al al, |0) = ) oppure |1), 1), (1.9.89)
(dl) ah|Q) =10,k k..., k) oppure |1}, |n), (1.9.90)
(1.9.91)

viene creata una particella di impulso k.

1.9.5 Approssimazione di Bogoliubov

Dobbiamo capire cosa fare con le basse temperature in fase di rottura di
simmetria, e quindi collegare le informazioni che abbiamo ottenuto quan-
do abbiamo parlato di stati coerenti legati all’oscillatore armonico a quel-
lo che corrisponde alla situazione fisica dei condensati di Bose-Einstein.
L’approssimazione di Bogoliubov ¢ legata all’osservazione di Einstein
secondo cui a basse temperature una frazione finita di particelle si condensa
nello stato a £k = 0; immaginiamo di essere a temperatura zero e il massi-
mo numero possibile di particelle condensato va preso letteralmente, perché
I'interazione ¢ legata a un fenomeno (deplezione o svuotamento quantistico)
che fa si che non tutte le particelle stiano sullo stato a k = 0.

Separiamo la parte corrispondente allo stato fondamentale ag e &5 dalla
parte con ay con k # 0, tenendo solo i termini quadratici in a (k # 0):

272
fIGP = 27127:; ar ar + 72 (4a0akaoak +a AT T dofbg +&$d8d—k&k>
k k0
(1.9.92)
pit i termini con 3 e 4 operatori con k # 0 (scattering tra particelle fuori dal
condensato). Infatti:

Z &]t2+q d21 —q &k2 dkl (1993)
k1,k2,q

vi sono 6 termini con due operatori ag (Gg):

o (1) (k1 =0,k =0) — ahal aoao.

o (2) (ki =0,k —q=0) — (k1 =0,k =q=0) — a_a}ax, .
o (3) (k1 =0,k +q=0) — a}af_ay, ao.
o (4) (ky=0,ky —q=0) — af a}aoar,.
o (5) (ko =0,k +q=0) — a}al aoar,.

o (6) (k1 —q=0ky+q=0) — a}aa_g, ax,.
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o (2)1(3)+(4)+(5) — apalagay; (1) alal  agao ; (6) aala_pa.

Ora diamo una rappresentazione grafica a questi termini in figura 1.33.

— '-k
2 . /
o % A ) $ O
¢ A
Figura 1.33
Abbiamo:

e (A) dg &;2 ao Gg: al vertice una particella di momento k viene distrutta

assieme a una particella di momento 0 del condensato; vengono create
due particelle, una di momento k e una di momento O: scattering
elastico tra una particella k # 0 e una del condensato; la conservazione
del momento é imposta con la delta di Kronecker, kin ingresso é uguale
akin uscita, quindi il momento totale é conservato, cosi come ’energia
totale.

(B) &L &T_k ap Go: due particelle dello stato k = 0 interagiscono (o g)
e dal condensato escono due particelle con momenti opposti ke —k:
processo che fa si che nel condensato il numero di particelle non sia
fissato, idea di stato coerente; si passa da uno stato a energia cinetica
uguale a zero a uno stato con energia cinetica diversa da zero.

(C) Ezg &g; G_y ay: due particelle, una con impulso £ e una con impulso
—Fk si urtano e si annichilano, passando nel condensato, da esse quin-
di fuoriescono due particelle con momento 0; qui si passa da energia

cinetica diversa da zero a uno stato con energia cinetica uguale a zero.

In (B) e (C) non c¢’¢ contraddizione con il principio di conservazione dell’e-
nergia, perché c’é energia potenziale diversa da zero e gli stati di particella
libera non corrispondono agli autostati dell’equazione di GP, cioé non sono
autofunzioni di fIG p.

Ora supponiamo che lo stato con k= 0, su cui agiscono gli operatori &g

e ap, sia uno stato coerente occupato (in media) dalla quasi totalita delle
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particelle (Nyg ~ N, e voglio esprimere tutto in funzione di N):

N=alao+>  afa (1.9.94)
k0
=No+ ) _af i (1.9.95)
k0
= No=N-ala (1.9.96)
k0

dove, nell’espressione di Ny, il primo termine é di ordine zero, mentre il
secondo rappresenta la correzione al primo ordine. Tornando all’espressione

di E[G'p:

~\ 2 A
;/ ag ag ap Go ~ % <N> - QNZdL ag | + ... (1.9.97)
k40

poi sostituisco a N il suo valor medio N = <N )

g PO g At oA
ZVGEQESGOGONW N2_2Nk2¢0alak + ... (1.9.98)

. Nell’ansatz di Bogoliubov si sostituisce in:

% (4@8 az ao G + a AT T 1 @0 Go +ag ag;a k%) (1.9.99)
k40
dove ag € dg con v/No = VN +..., dove i termini successivi non li considero,

perché ho gid dei contributi ay a:

gN2 h2 29N 4
k#0 k#0
+ 50 (4@8@2@06%+a;aikaoao+agaga_kak) (1.9.100)
k40
gN? W2k2  gN\ 4.  gN U
NW+Z<2m +7 akak—FﬁZ(aka_k—kaikak)
k0 iz
(1.9.101)
=t (1.9.102)

Abbiamo i termini:

N2 . . . . .
° QZ—V. termine proporzionale a g associato all’energia potenziale della

parte di condensato.
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° ZI#O (h;]f + %) &L ag: abbiamo cambiato la legge di dispersione,

cioé il termine che compare davanti all’operatore numero di particelle.

gN “tat A A ). . .. . . :

o I Zk#) <aka_k+a_kak) : termine di interazione che coinvolge coppie
di operatori di creazioni con coppie di operatori di distruzione, ¢ un
termine quadratico come il primo.

L’hamiltoniana originaria aveva termini non lineari, mentre Hp puo essere
diagonalizzata attraverso la trasformazione di Bogoliubov, e poi eventual-
mente si pud applicare la teoria perturbativa. La possibile fase:

do=VNo€e™ , a =/ Noe ™ (1.9.103)

puo essere riassorbita ridefinendo opportunamente gi operatori at eain Hp:

iy — al e Az, — dsge® (1.9.104)

nella fase con simmetria U(1) spontaneamente rotta, tutti i vuoti sono
equivalenti.

1.9.6 Trasformazione di Bogoliubov (bosoni)

Considero 'hamiltoniana quantistica nella forma:
h=e(alar +afar) + A(alal +azan) (1.9.105)

dove € e A sono coefficienti; il primo termine ¢ diagonale, mentre il secon-
do corrisponde a un mix di operatori di creazione e distruzione. Nel nostro
caso k = 1, —k = 2. L’hamiltoniana h ¢ ancora bilineare e puo essere
diagonalizzata utilizzando la trasformazione di Bogoliubov. Si introduco-
no due coppie di operatori di distruzione e creazione (afl,cﬂ) e (afg,cg) le-
gati agli operatori (aj, cﬂ), (&2,&%) attraverso una trasformazione canonica
([dl, dﬂ = [cfg,dﬂ = 1); definiamo con u,v € R quindi:

(1.9.106)
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si ha quindi:
[dl,dﬂ = [uczl—i-vcg,uﬂﬁ-vcfg} (
:u[cil,ucﬂ—i-v(fg}+v[c22,udq+vcf2 (
= u? [dl,aﬂ + 02 [d},dz} (
=u? —0? (1.9.110
(
(
(
(

=1
[ag,ag} = u? [82,@} + 0?2 [d{,dl} 1.9.112
=u? —? 1.9.113

=1
utilizziamo la parametrizzazione:
u=cosha , v=sinha (1.9.115)

con « da fissare in modo da diagonalizzare h. Si useranno le proprieta
u?+v? = cosh (2a) e 2uv = sinh (2a). Riscriviamo h in notazione matriciale:

E XN 0O ai

.1 X e 0 0] |al

R S SN 2| _ =

h—2 (al,ag,aQ,m) 00 2 i € (1.9.116)
00 A &) \af

dove si puod notare che la matrice 4x4 ¢ diagonale a blocchi. Infatti, conside-
rando la parte diagonale:

a1
— AT —
€ [t . . € [+ . . o o
- f(a];,ag,ag,al) ?2 =f<a1a1+a2a£+a£ag+a1ai)
2 as 2
i
(1.9.117)
—e (alar+abay) +e (1.9.118)

per la parte non diagonale, concentriamoci su uno dei due blocchi 2x2:

1 0 A\ [/a Aad
+ AT A 1 o AT A 2
5 (al , (12) <)\ O> <&£> = (al , ag) (Ad{) (1.9.119)

=2 (alal +azan) (1.9.120)

N> N

poiché operatori con indici diversi commutano, il risultato del blocco 2 &
identico (a parte G <> al e 1 ¢ 2).

— € (a{ ay + al + al &2) +A (a{ ab + as &1) . (1.9.121)
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Partiamo dal blocco:
b ) (e A) <d1>
ay , as ~ ) (1.9.122)
( 1 A E ag
e scriviamo la trasformazione di Bogoliubov come:
ar\ _ (u v\ [di ATA)_(AT A)uv
€ () - @@l o
sostituendo:
o u v € A u v czl
(dl,d2> (U ) <A 6) (U u) (@) (1.9.124)
si trova:
(dﬁ cZ) u v\ [€Eu+Av €v+ Au dl _
D2 \y u) \ev+Au eu+ Ao J; N
s (W4 0?) + 22w 2€uv + A(u? +v?) dy
N (dl ’ d2> <26uv + Aw? +0?) E(u?+v?) + 22w dz (1.9.125)
per cancellare i termini fuori dalla diagonale, fissiamo:
2€uv + AN(u? +v%) =0 (1.9.126)
A sinh (2a)
= ——=——"—-=tanh(2 1.9.127
€  cosh(2a) anh (2) ( )
= A= —¢ tanh (2a). (1.9.128)
I termini della diagonale diventano:
B _ sinh (2a) €
h (2a) — = 1.9.12
€ cosh (2a) — cosh (2a)  cosh (2a) (1.9.129)
=€4/1 — tanh? (20) (1.9.130)
_ A2
—e1-5 (1.9.131)

(ﬂ,@)( N A2> (Z%) = (d. &) (5 O)(

&1)9
‘?2 132)

(1.9.133)
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poiché il secondo blocco 2x2 ¢ identico:

e 000 Cg
I ST - 0 e 00 d
— — (4t 71 ol _=
h=3 (dl, dy , db dl) 00 colli| (1.9.134)
0 0 0 € J{
-2 (d{ dy + dy d} + df dy + dy J{) —z (1.9.135)
—c (dldy+dbdy) + (e~ 2). (1.9.136)
1.9.7 Diagonalizzazione di Hp
Abbiamo:
_gN? Rk N\ ;. g Fot
Hp G Z<2 —i—gV akak+2vz<aka_k+a,kak>
k#0 k#0
(1.9.137)
9N U (ata ot gN (it
=Sy + 9 [e (ak ai +a ka_k) + v (ak a_, +a_g ak)
k+£0
(1.9.138)
dove abbiamo:
Rk* N N
Il risultato della trasformazione di Bogoliubov é:
e(k) = \/(€(k))* — 2 (1.9.140)
R2E2 - N2 N?
h? k2 h2 k2 N
= 29 — 1.9.142
JO s () my) o
= \/eg(k) + 2ueo(k) (1.9.143)
in cui: 5o
he k
k)= 1.9.144
olk) = - (19.144)

e cioé abbiamo ottenuto la legge di dispersione di Bogoliubov, che coin-
cide con quella ottenuta a livello classico. Se sostituisco nell’hamiltoniana
H B troviamo:
Hp=Ey+ Y e(k)d) dy (1.9.145)
k0
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con:
N%Z 1 _
v *5 > (elk) — (k) (1.9.146)
k0

dove il primo termine di Ej rappresenta ’energia potenziale (interazione
repulsiva); tutto questo ¢ legato al fatto che abbiamo una transizione di fase
e anche lo stato fondamentale cambia. Questo risultato ha un significato
fisico molto profondo: il sistema originario composto da particelle interagenti
puo essere descritto da un’hamiltoniana di quasi-particelle libere (eccitazioni
collettive) con legge di dispersione (k).

1
Eozig

1.9.8 Coefficienti u; e v

Scriviamo ora in forma esplicita i coefficienti uy, e vy, a partire dalle equazioni
fondamentali:

u? -t =1 (1.9.147)
2¢uv + A (u® +v?) =0 (1.9.148)
la relazione (1.9.147) & soddisfatta dalla parametrizzazione:
2_ 7,1
{“2 2+ 2 L o>l e y>1 (1.9.149)
2 2
sostituendo in (1.9.148):
N v, 1 v 1
2 L T W (FLANE R S 1.9.1
e( 1 4) A<2+2+2 5 (1.9.150)
— My (1.9.151)
= EeVvy2P-1=-)\y (1.9.152)
= (@ (*—1) =222 (1.9.153)
= (@ -N)*=¢ (1.9.154)
S — (1.9.155)

—>1
Ver=x
Infine otteniamo i due coefficienti, che devono essere di segno opposto per
verificare la (1.9.148):

° 41 < L (1.9.156)
Up = 4| —F—=+ = , V= —y| —F— — = .9.
"2/ 2 g 20 /@2 2 2

con:
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Consideriamo due limiti particolari:

e g~ 0, k finito:

n? k?
e(k) ~ ( o > , e(k)y~ek) , A~0 (1.9.159)
— up~1 , vp~0. (1.9.160)
quindi si ha il limite di particella libera, perché:
il =updl +vpd_y —  al ~dl. (1.9.161)
e k ~ 0, g finito:

N
k) ~g v=H e(k) ~vi hk (1.9.162)

7 1 7
o N o~ 1.9.163
YN Qo ik \/E< 201 h) vk (1.9.163)

ne dedurremo che una particella reale a piccoli k£ corrisponde ad oscil-
lazioni di densita di fononi:

i~ L (gt _d P
i~ (df —d-+) < 3o h) (1.9.164)

1 i A i
=  ax(t) ~ —= (dAL ern —d_, eiﬁ€t> ( 21}’? ﬁ) . (1.9.165)

1.9.9 Deplezione quantistica

Lo stato di vuoto, per la teoria di gas di bosoni interagenti con potenziale
deltiforme, nell’approssimazione di Bogoliubov é definito da:

dy|BY=0  Vk (1.9.166)

cioé lo stato di vuoto & caratterizzato dall’assenza totale di quasiparticelle.
In |B) vale anche ay |B) = 0 Vk # 07 In altri termini, |B) ¢ composto solo
da particelle di massa m nello stato con energia cinetica e momento nulli?
Definiamo 'operatore numero di pseudoparticelle con impulso k:

NE =dl dy. (1.9.167)
Poiché le pseudoparticelle sono ancora di tipo bosonico, cioé:
ldl.d| =0 (1.9.168)

a temperature 1" # 0 abbiamo:

1

NP = (NPYp = (d} dy)r = ——~—
k (N )t <k; })T oBek) _ 1

(1.9.169)



1.9. Quantizzazione dell’equazione GP 79

non bisogna confondere N,f con N = (dL ax)r numero medio di particel-
le reali di massa m che compongono il gas. Usando la trasformazione di
Bogoliubov:

an = up dy, + v d!
{&E _ uz diiv’;d : (1.9.170)
abbiamo quindi:

Ny = (af ax)r (1.9.171)
- ((uk df + vy a?_k) (uk dy, + vy dik)ﬁ (1.9.172)

= w(d}, dy)r +vR{d_pd' )7+ upop(dl d' Ve + v ug(d_y di)r
(1.9.173)
= up(d}, di)r + vi(d y d_) + 0} (1.9.174)
= (u} +vP)(d} di)1 + v} (1.9.175)

dove si é sfruttata la simmetria k <+ —k e posto
(di diyr = (' d-g)r . (dpdop)r = ({di)r ({dp)r =0  (1.9.176)

per uno stato all’equilibrio termico. In altri termini, se ho

1

()= D (nl * n) e™BnF (1.9.177)

n

se ho operatori che cambiano il numero di particelle, la media sullo stato
n vale zero (nel caso di d, i termini non diagonali vanno a zero). Abbiamo
quindi:

No=N->"N: = {Nojr={N)r—> (N)r (1.9.178)
k40 k40
- ’U2 U2
No=N — (2;;)3 /d3l<: <v2(k)+e(§2(:;_(1k)) (1.9.179)
1% - 1% L (02 (k) + u?(k)
=N Ganp /d%Q(k) ~ (21h)3 /dgk ( Bk _ 1 )
(1.9.180)

dove il secondo termine indica la deplezione quantistica e il terzo la deplezione
termica. AT = 0:

Vv -
No=N— —— [ &ko*(k 1.9.181
0= N = g [ R0 (19181)
una frazione finita di particelle di gas si trova in uno stato con k£ # 0 e non
fa quindi parte del condensato, sebbene non vi siano pseudoparticelle e tutto
il gas sia superfluido. Questo effetto svanisce nel limite ¢ — 0 ed é chiamato
deplezione quantistica.
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e Nell’elio II, la percentuale di particelle nello stato k= 0, misurata
sperimentalmente ¢ solo dell’8%. Nonostante questo, la componente
normale dell’elio II (fononi, rotoni e vortici) ¢ nulla a 7' = 0.

Nei moderni esperimenti con gas rarefatti a bassa temperatura si arriva
a percentuali prossime al 100%.

e Va perd notato che i gas reali diluiti a bassa temperatura sono meta-
stabili: il vero stato fondamentale é solido. Nonostante questo, lo stato
metastabile sopravvive per tempi sufficientemente lunghi da permettere
la raccolta di tutti i dati sperimentali di interesse fisico.

e A temperature piu alte, il terzo termine diventa dominante (deplezione
termica).

e Negli esperimenti bisogna operare a bassa temperatura per evitare la
deplezione termica, con gas rarefatti per diminuire il valore efficace
della costante g e ridurre al minimo la deplezione quantistica.

F1 BECline
JI
[
i
r
I
!
’ liquid
ri solid i .
rI __,,_._—-—-—"""_F-J
; o gas
T

Figura 1.34: Tipico diagramma pressione-temperatura. La linea BEC indi-
vidua dove il sistema, all’equilibrio, sia solido. Il condensato di Bose-Einstein
del gaso puo per questo esistere solo in condizioni di metastabilita.



Capitolo 2

Superconduttivita

La superconduttivita fu scoperta nel 1911 da Kamerling Onnes durante lo
studio della resistivita dei metalli puri a bassa temperatura; egli osservo che
la resistivita del mercurio scende drasticamente a temperature sotto i 4.2 K.

R D1 4

2.5
S ’/'/.

0,05 ¢

i 4 b3 LE T B 13
Figura 2.1

I valori di resistenza anche molto piccoli possono essere misurati attra-
verso la diminuzione della corrente in un conduttore ad anello. La corrente
nell’anello dovrebbe diminuire secondo la legge:

I(t) =Io el (circuito RL) (2.0.1)

dove L é I'induttanza e R la resistenza dell’anello: da esperimenti di questo
tipo si pud concludere che la resistivita é crollata di almeno 16 ordini di
grandezza, passando da T > T, a T < T,. La corrente sopravvivrebbe
all’interno di un anello superconduttore per alcuni milioni di anni dopo la
sua generazione; questo dimostra che la resistivita di un superconduttore
non é solo piccola, ma é virtualmente nulla.

e La temperatura di transizione dipende dalla natura del supercondut-
tore e varia in un range molto ampio. Vedi la tabella 2.2. Ci sono

81
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Elemento ‘ T, K]

Al 1.19
Hg 4.15
Ga 1.09
Figura 2.2

superconduttori ad alta temperatura con T, = 135 K.

e La struttura reticolare dei materiali superconduttori non é importante.
Cristalli puri, leghe, metalli amorfi possono diventare supercondutto-
ri. Persino il silicio diventa superconduttore ad alte pressioni e basse
temperature.

e Molti metalli diventano superconduttori sotto i 10 K.

e Composti metallici possono arrivare a temperature di transizione at-
torno ai 20 K, alcuni anche fino a 39 — 40 K.

e Buoni conduttori come l'oro, il rame, l'argento rimangono conduttori
normali fino a bassissime temperature.

e In generale, le impuritd non influenzano il comportamento supercon-
duttore; le impuritd magnetiche sono un’eccezione: tendono a intrap-
polare elettroni (effetto Kondo) e ad annullare la superconduttivita.

e [l ferro che ha, a pressione ambiente, reticolo cubico a corpo centrato,
alla pressione di 15 GPa e temperatura ~ 2 K cambia struttura cristal-
lina (esagonale compatta), il ferromagnetismo viene soppresso e puo di-
ventare superconduttore (2001) (il cambiamento di struttura cristallina
e superconduttivitd non avvengono necessariamente simultaneamente).

e La transizione di fase a superconduttore avviene senza un cambiamento
della struttura reticolare.

e [ composti possono essere superconduttori sebbene i loro singoli costi-
tuenti rimangano normali conduttori.

e [l volume atomico sembra giocare un ruolo importante: i volumi ato-
mici grandi sono sfavoriti.

2.1 Effetto Meissner-Ochsenfeld

Nel 1933, Meissner e Ochsenfeld scoprirono che la transizione a supercon-
duttore non corrisponde solo all’assenza di resistenza, ma anche a un diama-
gnetismo ideale. C’¢ una differenza importante tra un conduttore ideale con



2.1. Effetto Meissner-Ochsenfeld 83

resistenza nulla e un superconduttore. Dalla legge di Faraday abbiamo:

Lo P
f E~dE:—a— (2.1.1)
5% ot
in cui abbiamo:
Lo .o B
@z/B-dE , VXE:—a—. (2.1.2)
5 ot

Una variazione del flusso magnetico attraverso un cammino chiuso induce
un campo elettrico E. In un conduttore ideale e in un superconduttore la
resistenza é nulla, non vi possono essere differenze di potenziale e cioé non vi
puo essere campo elettrico E — %—Jf = 0: all’interno di un conduttore ideale
e di un superconduttore non vi pud essere variazione nel tempo del campo
magnetico.

Considero un corpo con resistenza nulla e con campo magnetico inizial-
mente nullo; a un certo istante applichiamo un campo magnetico esterno
Ba al nostro campione: questo campo esterno non pud penetrare all’inter-
no del dispositivo, questo perché sulla superficie del materiale si formano
delle correnti (di schermo), che generano un campo magnetico nel materiale
che bilancia completamente il campo magnetico imposto dall’esterno (questo
succede sia nel conduttore ideale che nel superconduttore). Vedi la figura
2.3.

Z
Bo

1

Figura 2.3

Consideriamo un esperimento ideale in cui confrontiamo il comporta-
mento di un conduttore ideale con quello di un superconduttore e facciamo
riferimento alla figura 2.4.

e Figura 2.4a. In entrambi i casi il campo magnetico non puod penetrare
all’interno del conduttore: B, ¢ schermato dalle correnti alla superficie
dei campioni. Poiché la resistenza ¢ nulla, la corrente schermante non
si dissipa e l'interno dei conduttori rimane sempre schermato.
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e Figura 2.4b. Secondo esperimento in cui prima accendiamo il campo
magnetico e poi abbassiamo la temperatura (sotto quella critica).

Nel superconduttore, il campo magnetico viene espulso e quando éa
ritorna a zero, il campione di superconduttore ritorna allo stato iniziale:
all'interno di un superconduttore (di tipo I) il campo magnetico non
pud mai penetrare.

Nel conduttore ideale, invece, per la legge di Faraday-Lenz rimane un
campo magnetico all’interno del conduttore: il conduttore ideale intrappola
il campo magnetico, mentre il superconduttore lo espelle e abbiamo quello
che chiamiamo effetto Meissner-Ochsenfeld.

e Lo stato di un superconduttore non dipende dalla storia: lo stato su-
perconduttivo corrisponde ad uno stato di equilibrio termodinamico
(termodinamica dei superconduttori).

o [’effetto Meissner-Ochsenfeld permette la levitazione magnetica.

e Le correnti superconduttrici sono correnti di “superficie” (per questo si
usano cavi molto sottili).

2.2 Superconduttori di tipo I

Un forte campo magnetico distrugge la superconduttivita e ristabilisce lo
stato normale di conduzione; a seconda del tipo di transizione, possiamo
distinguere tra superconduttori di tipo I e di tipo II. I metalli puri come il
piombo, il mercurio e ’alluminio sono superconduttori di tipo I. Il com-
portamento di un superconduttore di tipo I immerso in un campo magnetico
esterno B, é quello in figura 2.5.
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Figura 2.5
con:
Bi:Ba+M0M:M0(Ha+M) (221)

dove B, é il campo magnetico applicato, B; € il campo magnetico interno, B,
¢ il campo magnetico critico, al di sopra del quale il campo esterno penetra
nel materiale superconduttore, M ¢ la magnetizzazione/densita di momento
di dipolo magnetico e g € il coefficiente di suscettibilitd magnetica nel vuoto.
Per T' < T, si ha:

= 1o M_ (2.2.2)

B,
Ba=0 “

Bi=0 <«— x=po

9B,

Questo risultato esprime il fatto che i superconduttori di tipo I sono diama-
gneti ideali.

Se il campo magnetico esterno viene incrementato, la schermatura si
rompe a un valore critico B, = B, e il conduttore ritorna allo stato normale.
Il valore di campo critico dipende dalla temperatura; la legge empirica ¢ del

tipo:
1 Ty’
T,

B.(T) = B.(0) (2.2.3)

rappresentata in figura 2.6.

AP&

%c (o)

4 ¥

Figura 2.6
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2.2.1 Corrente critica

Quando un superconduttore ¢ percorso da una corrente elettrica I > I, il
campione transisce alla fase normale.

Per determinare il valore critico I., dobbiamo considerare che in nessu-
na regione del superconduttore la corrente pud superare il valore I.: non
ha importanza che questa sia la corrente di schermaggio o causata da un
generatore di corrente ai capi del superconduttore.

Consideriamo quindi un cavo di raggio R, il campo magnetico sulla

superficie del cavo é:

I
B = g —— 2.9.4
o 5 (2.2.4)

in cui B non pud essere maggiore di B,, e quindi si ha transizione da su-
perconduttore a conduttore normale indipendentemente dal fatto che B sia
applicato dall’esterno o indotto dalla corrente che passa nel superconduttore;
di conseguenza la corrente critica é:
2R
I.= — B.. (2.2.5)
Ho
Abbiamo comunque dei valori di soglia. La corrente critica aumenta linear-
mente con 27 R e non con la sezione wR2.

2.3 Superconduttori di tipo 11

Alcune leghe, ceramiche, niobio, vanadio e altri metalli di transizione (dal
gruppo di riempimento orbitale d) appartengono alla famiglia dei supercon-
duttori di tipo II. Come nei superconduttori di tipo I, il campo magnetico
viene espulso completamente fino a quando il valore del campo ¢ inferiore
a un valore critico Bg. A valori superiori si formano canali di conduttore
normale che permettono al campo B, di penetrare nella forma di filamenti
sottili, chiamati linee di flusso o vortici (tali filamenti sono veri e propri vorti-
ci di supercorrente). Vedremo che il flusso del campo magnetico, per ognuno
di questi filamenti (o equivalentemente la circuitazione delle supercorrenti)
¢ quantizzato. I quanti del flusso magnetico sono:

h

¢D:%

(2.3.1)

con e carica dell’elettrone.

L’esistenza di due tipi di superconduttore é legata all’energia di inter-
faccia normale-superconduttore, che é positiva nei superconduttori di tipo
I, ma negativa in quella di tipo II, favorendo cosi la formazione di regione
di conduzione normale all’interno del conduttore. Il campo magnetico e la
magnetizzazione all’interno del superconduttore di tipo II, in funzione del
campo magnetico applicato, hanno la forma in figura 2.7, in cui B valore
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critico inferiore, By valore critico superiore e B, valore critico teorico. Il
valore critico del campo magnetico Bgs nei superconduttori di tipo II puo
essere 100 volte piu grande del valore B, nei superconduttori di tipo I (i
superconduttori di tipo II "tradizionali” sono i pitt usati per le applicazioni
tecnologiche).

I valori di Be; e B dipendono dalla temperatura con un andamento (~)
parabolico simile a quello che descrive B.(T) nei superconduttori di tipo I.

Nei cristalli perfetti, le linee di flusso sono sistemate in modo regolare e
formano un reticolo triangolare (reticolo di Abrikosov).

Figura 2.7

2.4 Termodinamica dei superconduttori

La termodinamica ¢ basata su principi generali e non dipende dalla de-
scrizione microscopica del modello: € quindi in grado di fornire risultati
universali.

Consideriamo il campo magnetico esterno B =8
bile indipendente e descriviamo il sistema utilizzando

Ienergia libera di Gibbs G:

« = uoH come varia-
(T, P, B), cio¢ usiamo

G=U-TS+PV - B (2.4.1)

dove m ¢ il momento magnetico. Poiché m e B sono paralleli, possiamo
ignorare le loro proprieta vettoriali e tenere conto solo del segno del momento
magnetico m. La variazione dG dell’energia libera é:

dG = —SdT + VdP — mdB (2.4.2)

ricordando:
dU = TdS — PdV + Bdm. (2.4.3)

Vogliamo confrontare 1'energia libera di Gibbs della fase normale e la fase
superconduttiva. Questa differenza ¢ intimamente connessa con la natura
della transizione di fase. Supponiamo che il fattore di demagnetizzazione
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D sia nullo e trascuriamo i cambiamenti dovuti alla variazione di pressione.
Scriviamo, per il superconduttore:

B
M="— 2 (2.4.4)
4 o

dove M ¢ la magnetizzazione, troviamo:

dG = —-SdT' + VdP — mdB (2.4.5)
B
= -5dT + BV dB (2.4.6)
Ho
e integrando:
%
Gs(B,T)=Gg(0,T) +/ o B'dB’ (2.4.7)
0 0
vV B?
=Gg(0,T) + (2.4.8)
240

dove 'ultimo termine ¢é il volume moltiplicato per la densita di energia del
campo magnetico; esso ¢ positivo, indicando che l’energia necessaria per
espellere il campo magnetico € positiva.

Nel metallo normale, trascuriamo le variazioni di energia dovute al campo
magnetico, poiché le variazioni di magnetizzazione dovute alla supercondut-
tivitd sono molto pin grandi rispetto al para/diamagnetismo dei conduttori
normali:

Gn(B,T) ~ G,(0,T) (2.4.9)
in accordo con:
VB?
2410
e vediamo che l'energia libera di Gibbs aumenta all’aumentare di B. Ad

un certo punto Gg(B,T) > G,(B,T) e lo stato superconduttore diventa
instabile; il materiale torna allo stato normale:

Gs(B,T) = Gs(0,T) + (2.4.10)

Gs(BoT) = Go(Bo, T) ~ G (0,T) (2.4.11)
. Gu(BuT)=Gs(0,T)+ ‘252 — G (0,T) (2.4.12)
0
s GW(0,T) — G(0,T) = V(I;L(T))Q. (2.4.13)
0

Poiché G,, = Gg aT =T, B. — 0 per T'— T, (vai a rivedere ’andamento
di B.(T)). L’energia di condensazione:

_ V(B(T))*
Geon = o (2.4.14)
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¢ una quantitd importante nella teoria della superconduttivita. Dalla dif-
ferenza di energia libera, tra il conduttore normale e il superconduttore |,
possiamo determinare la differenza di entropia ricordando:

(8G> = -5 (2.4.15)

aT
e per cui:
AS = 5,(0,T) — S5(0,7) (2.4.16)
_ _Xo B, if;c (2.4.17)
N W (1 - ;2) T (2.4.18)

vediamo che:

e Per T — T,, B.(T) - 0 e AS — 0: il calore latente AQ = T.(S,, —
Sg) = 0, quindi la transizione ¢ al secondo ordine (per B = 0).

e Per T'— 0, ancora AQ — 0 (S,, Sg — 0) come ci si aspetta dal terzo
principio della termodinamica.

e Per 0 < T < T, dBdC%T) <0eAS =5, —Sg > 0: il superconduttore

¢ pit ordinato del conduttore normale.

Vedi la figura 2.8.

s 1

M

l
% J
f
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Te 3
Figura 2.8

Vediamo che S, cresce ~ linearmente con 1" a basse temperature e che
Sn e Sg si incontrano a T,.. Poiché abbiamo:

AG(B,T) = Gn(B,T) - Gs(B,T) (2.4.19)
VB2
2410

~ G(0,T) — G(0,T) — (2.4.20)
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allora abbiamo:

A
aaTG = AS(B,T)~AS(0,T)#0 per 0<T<T, (2.4.21)

B=cost

e la transizione di fase, al variare del campo magnetico B sulla linea B =
B.(T), & al primo ordine (AQ # 0), vedi la figura 2.9.
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Figura 2.9

2.5 Le equazioni di London

L’effetto Meissner-Ochsenfeld ¢ il punto di partenza per la derivazione delle
equazioni di London. In un conduttore ideale, la resistenza é nulla e le
collisioni elettrone-elettrone e elettrone-reticolo sono nulle.

La seconda legge di Newton per un elettrone di massa m é:

—

md’:mf}':(—e)ﬁ—@
u

(2.5.1)

dove l'ultimo termine compare solo nel modello di Drude (7 = tempo di
collisione); elettrico e ¥ la velocita degli elettroni. La densita di corrente é:

j = —nev. (2.5.2)
Quindi I'equazione del moto pud essere riscritta come:

97  mne? -
—=—F. 2.5.3

ot m ( )
Questa equazione ¢ valida nel caso di portatori di carica "liberi”, cioé anche
per un superconduttore:

8js _ N 6? E"

= (2.5.4)
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Vedremo che ng = 5, ms = 2me, es = 2¢ (coppie di Cooper). Questa ¢ la
prima equazione di London.

Diversamente da un conduttore normale, non ¢é la corrente che é propor-
zionale al campo elettrico (legge di Ohm), ma la sua derivata. La prima
equazione di London da’ 'impressione che la corrente di un superconduttore
possa crescere indefinitamente. In realta, poiché la resistenza ¢ nulla, anche
il campo elettrico E si annulla allo stato stazionario.

La variazione temporale di j, si annulla: la corrente rimane costante ed
é esclusivamente determinata dalla sorgente.

Per derivare la seconda equazione di London, usiamo la terza equazione
di Maxwell e la prima equazione di London:

- - 0B
VXE=——/— 2.5.5
T (2.5.9)
2 298 2
nges = = nse; 0B 0 (= - mnse; 3
—VxF=——""7"— — —|VX B|l=0 (256
Mg ms Ot ot < Js + s > ( )

(I'ultima espressione vale per un conduttore ideale e per un superconduttore);
all’interno di un conduttore ideale, il flusso attraverso un circuito arbitrario
non puo variare nel tempo. Ma per un superconduttore, il campo magnetico
all’interno non solo & costante, ma € proprio zero:

2
- - Nges -
VXjs+—2B=0 (2.5.7)
ms
Questa ¢é la seconda equazione di London che lega la supercorrente al
campo magnetico B.
Consideriamo ora la terza e la quarta equazione di Maxwell:
. . 0B .o - 10E
VXE=——/— V X B = pjs + 5 —7r-
at Y :LLO]S 02 8t

Partiamo dalla quarta equazione e moltiplichiamo entrambi i membri per
V X e usiamo la formula:

(2.5.8)

6x6xf=v(vf)—Af (2.5.9)
per cui:

L e N o - 10E
v X (v x B) —V x (uojs + 02t> (2.5.10)
~AB+V (Vé) = 1oV X Js + 100G« B (2.5.11)

2 0t
- nse2 5 1 0% 5
2

0B = py 25 (2.5.13)
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in cui abbiamo indicato:
1 02

_A- =2
= c2 ot?

(2.5.14)
Se confrontiamo questa equazione con quella di Klein-Gordon (legata a cam-
pi scalari massivi) O¢ = ’% M?¢, si scopre che il fotone all’interno di B
del superconduttore ha acquisito una massa, questo lo chiamiamo effetto

Meissner-Ochsenfeld:
2 h
My, = ([FO22 5 2, (2.5.15)
ms C

Questo spiega perché B non si propaga nel superconduttore. Il meccanismo
di Higgs-Anderson spiega in modo molto elegante questo effetto.

2.5.1 Lunghezza di penetrazione

Una delle applicazioni pitt importanti della seconda equazione di London &
la descrizione dello schermaggio nei superconduttori nello stato di Meissner.

Fino ad ora abbiamo sostenuto che il campo magnetico fosse completa-
mente espulso nello stato di Meissner. Se cio fosse corretto, una corrente di
densita infinita dovrebbe circolare alla superficie del superconduttore, quindi
il campo magnetico penetra la superficie. Vedi la figura 2.10.

Bo%

Figura 2.10

Per discutere questo fenomeno, assumiamo che il superconduttore occupi
lo spazio > 0, e un campo magnetico B = (0,0, By ;) sia orientato nella
direzione z. Se inseriamo la seconda equazione di London nell’equazione di

Maxwell (%—? =0 <> regime stazionario, i campi non possono fluttuare):

- — - — — — MOnseg"
VXB=ujs — VXVXB4+—3B=0 (2.5.16)

ms
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usando (2.5.9) e VB = 0 abbiamo:

2 2 2
= /’LO nS es =4 d ,"LO nS es
AB—-"—-"3B= —B,(x) - —2B, = 2.5.1
p— 0 = 2 (x) . (x) =0 (2.5.17)
d?B, 1 M h
da? /\% (z) =0 L ponse2  ¢Mp, (2.5.18)

in cui Ay, é la lunghezza di penetrazione di London. La soluzione dell’equa-
zione sara:

B.(x) = By, e %/Ar (2.5.19)

dove la soluzione positiva ¢ irrilevante. Inserendo questo risultato in:
V X B = g Js (2.5.20)

troviamo la variazione spaziale della corrente di screening;:

Jsg(@) = Joy et = Doz =5, (2.5.21)
o AL

Sia il campo magnetico che la densita di corrente decrescono esponenzial-
mente all’interno del superconduttore con una lunghezza di penetrazione

caratteristica Az, data dall’inverso della massa del fotone nel mezzo.
Inoltre, il campo magnetico applicato e la corrente sono proporzionali

con coefficiente pgAr:

By, = pAL joy- (2.5.22)

2.6 Il modello di Landau-Ginzburg

La teoria di LG per la superconduttivita é stata formulata utilizzando 1’ap-
proccio generale, sviluppato da Landau, alle transizioni di fase del secondo
ordine.

La teoria di Landau per le transizioni di fase é caratterizzata da un pa-
rametro d’ordine il cui valore all’equilibrio é nullo nella fase disordinata a
T > T., ma diventa diverso da zero per T' < T.. Per la superconduttivi-
ta, Landau e Ginzburg postulano l'esistenza di un parametro d’ordine 1;
questo caratterizza lo stato superconduttore nello stesso modo in cui la ma-
gnetizzazione caratterizza lo stato di ferromagnetismo. Si assume quindi
all’equilibrio:

0 per T >1T,

2.6.1
#0 per T <T, ( )

Y =1o(T) = {
GL postulano che il parametro d’ordine ¢ sia complesso: pensavano ad una
funzione d’onda macroscopica per il superconduttore analoga alla 1) dell’elio
II, solo che qui abbiamo a che fare con elettroni, e quindi per il principio di
esclusione di Pauli, non possono finire tutti nello stato fondamentale.
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Inizialmente, il significato fisico di ¥ non era chiaro, ma con lo sviluppo
della teoria macroscopica BCS si capi che era legata alla densita delle coppie
di Cooper.

Si assume che I’energia libera del superconduttore dipenda in modo smooth

dal parametro d’ordine. Inoltre, poiché v é complessa, I’energia libera deve
dipendere solo da ¢* = |¢|%:

FoT) = falT) = a(T) WP + 5 M) 1+ O (1) (262)

incui f = g é la densita di energia libera di Helmholtz e fs e f, sono le

densita di energia libera per lo stato superconduttore e lo stato normale.
I parametri a(T") e b(T') sono parametri fenomenologici che dipendono in
modo smooth dalla temperatura T'. I termini di ordine superiore vengono
trascurati in prossimita di T,. b(T') deve essere maggiore di zero, altrimenti
fs(T) — fu(T) non sarebbe limitata inferiormente. Se plottiamo fs — f, in
funzione di |¢|, vedi la figura 2.11, ¢ facile vedere che ci sono due possibili
andamenti legati al segno di a(T'):

e a(T) > 0: la curva ha un minimo a [|? = |[¢|> =0 e fs > fa.

e a(T) < 0: la curva ha un minimo a |[¢|> = |¢]? = —Zg;
/F\ g’s"'g’m
\ T4T,

Figura 2.11

Si noti che ¢ F' e non G il potenziale termodinamico appropriato:

dU =TdS+dM - B F=U-TS (2.6.3)
dG = —8dT —dB-M G=F-M-B (2.6.4)
dF = —SdT +dM - B (P,V = cost). (2.6.5)
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Nel modello di LG, si assume che:

a(T) >0 per T >T,
a(T)=0 per T =T, (2.6.6)
a(T) <0 per T <1,

e che b(T') vari lentamente attorno a T = Tp:

0 per T >1T,
— |l =

b(T) ~ b (&) (1.-T)'/*  per T<T.
(2.6.7)
dove [1hg| minimizza Af = fs — f,, vedi la figura 2.12.
\
.|
Figura 2.12
Sostituendo:
v (T, —T
ol = fop? = 2021 (2.68)
abbiamo:
. .\ 2
. a 1 a 9
1)~ a0 = a0 -7 (§) =)+ 50 (§) @1 (269
d2
= (T -T.,)>~ (2.6.10)
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Poiché:
BTV
Gn(0,T) — G4(0,T) = (1) (2.6.11)
2410
H2(T
:thﬂf (2.6.12)
=F,—Fs+puoH -M (2.6.13)
=F, — F, (2.6.14)
H2
= F(0,7) - Fa(0,T) = —puoV = (2.6.15)
Ho HCQ a? 2
=—(T-T, 2.6.16
a
— H=—(T.-T 2.6.17
(Moby/Q( ) ( )

che coincide con 'approssimazione lineare a 1" ~ T, di:

2
H.(T) = H.(0) <1 - ;) (2.6.18)
_ H}?) (T, — T)(T. +T) (2.6.19)
zQEm%n—T) (2.6.20)

c

Dal confronto di questi due risultati, possiamo fissare alcune costanti in
termini dei parametri a, b.

2.6.1 Teoria di Landau-Ginzburg per sistemi inomogenei

Per completare la teoria LG per la superconduttivita, permettiamo a v (pa-
rametro d’ordine) di dipendere anche dalla posizione: ¢ = 1 (r). Il tutto
incomincia a somigliare alla teoria dei superfluidi:

. I s o(T
FATR) — fol1F) = o [V 4+ a(T) [0+ U0 () (26.21)
ponendo ¥(7) = 1 = cost, si ritorna al caso precedente. Il parametro

m* = 2m,, che ha le dimensioni di una massa, determina il costo di energia
associata a gradienti non nulli di ¥ (7). m* gioca il ruolo di massa effettiva
nel sistema quantistico con funzione d’onda macroscopica (7). L’energia
libera totale del sistema é:

RA(T) = FalT) + [

\%4

K2 b
a7 <_2m* VAP +a(T) ™ 1 + 5 (w*w)Z) .
(2.6.22)
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La configurazione di equilibrio termodinamico si ha per:

0AF;
= 2.6.23
S ( )
cioé quando la funzione integranda é minimizzata:
2
—g = At (a4 b)) | () =0 (2.6.24)

che coincide all’equazione stazionaria di GP per gas diluiti a bassa tempera-
tura.

2.6.2 Interfaccia nei superconduttori

L’equazione non lineare di Schrodinger ha svariate applicazioni: pud essere
usata per studiare la risposta del parametro d’ordine ad una perturbazione
esterna.

Consideriamo quindi un modello semplice di interfaccia tra un supercon-
duttore e un conduttore normale. Dobbiamo risolvere ’equazione:

W2 9Pp(x)
— T (x) = 2.6.2
5 Dg? +a(T)Y(x) +byp’(x) =0 (2.6.25)
dove il coefficiente a(T') = —|a(T')|, perché dobbiamo considerare il sistema

nella fase in cui la simmetria & spontaneamente rotta. Valgono le seguenti
condizioni al contorno:

0 0
i) # per &> (2.6.26)
P(x) =0 per <0

vedi la figura 2.13.

/)
dd )

2
e e ~7I__‘._:».-v_~ ——— ,_}
X<o X >0

Figura 2.13
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Ricordando I'equazione soddisfatta da f(z) = tanh(z):
df(2)

= 1— f%(2) (2.6.27)
2
= 1) = 21() S () (26.28)

2
= %f@ =—2f(2) (1 — f3(2)) = —2f(2) + 2f%(2) (2.6.29)
2
— L) 2@ 2P =0 (2630

Possiamo ricondurre la nostra equazione a questa forma usando ’ansatz
Y(x) = ap(xp) e fissando i parametri @ e S in modo opportuno (devono
valere 2):

n?B2a d®¢(xf) o o
C2mr d(zB)? lal a¢(2f) + a”b¢*(zf) = 0 (2.6.31)
cioé: d2¢( 5 o .
X a o 3 B
Td@B)eR (2£> P(af) + <%> ¢*(xf) =0 (2.6.32)
per cui:
=22 fll=ep o Ja=y/l]
b=t Po=1E g =/l

(2.6.33)
Attraverso questi due parametri abbiamo trovato il passaggio dall’equazione
iniziale (GP stazionario per i superconduttori) e I’equazione per la tangente

iperbolica:
P(x) = \/@¢ <a: ‘a}_lm> (2.6.34)

— 4o tanh <\/§Z(T)> (2.6.35)

dove abbiamo la lunghezza di coerenza (=lunghezza di healing):

h

T = ———— 2.6.36
§(T) NS ( )
- h (2.6.37)

/24 |T —T. | m*

Essa ci dice quanto la funzione d’onda cambia all’interfaccia rispetto allo
stato lontano dall’interfaccia che tende a 1)y. Vedi la figura 2.14. Si puo
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XN./

Figura 2.14

notare che &(T) ~ |T — T.|~'/2, cioé la lunghezza di coerenza diverge alla
temperatura critica con esponente critico —1/2 (stiamo facendo un’appros-
simazione di campo medio). In altri termini, man mano che incrementiamo
T a partire da T' = 0, la quantita tende a infinito, cioé diventa sempre pii
piatta, penetra completamente e fa in modo che il superconduttore sia tran-
sito allo stato normale quando arriviamo a T > T..

Da questo risultato é possibile ottenere ’energia associata alla penetra-
zione dell’interfaccia all’interno del superconduttore (z > 0).

A causa della presenza dello stato normale a sinistra, abbiamo una devia-
zione dello stato fondamentale che dipende da x in modo non banale; questo
significa che parte del superconduttore é transito allo stato normale e questo
fa si che la configurazione di campo corrisponda a uno stato di energia pit
elevata rispetto allo stato omogeneo.

Vogliamo determinare la differenza di energia libera tra le configurazioni
in figura 2.15.

Y ¥
o T ¥ |
1 1
- 5 % o %
Figura 2.15

L’energia libera di bulk (associata allo stato di vuoto) nel volume V' =
S xp, dove S (— o0) ¢ la superficie ortogonale al foglio e xy ¢ un punto



100 CAPITOLO 2. Superconduttivita

qualsiasi sull’asse delle z, é:

V H?
Fy(0,7) = Fa(0,T) = —pio — c (2.6.38)
V[ la] \?
-, 2.6.39
ny ( - b) (2.6.39)
a2
=5 s TQ To — 00 (2.6.40)

a cui corrisponde un’energia per unita di superficie (la densita di energia ¢
molto lontana dalle condizioni al bordo, cioé dall’interfaccia tra supercon-
duttore e conduttore normale):

F,(0,T) — F,(0,T o H?
Obulk = 0,7) 0,7) = —/ dx pg == (2.6.41)
S 0 2
e una differenza di energia:
0 = 0y — Obulk (2.6.42)
o0 B2 [ dip > ) b, 1, J
= — — — o H — .
/0 d <2m*(da:> +ap(z) + 59 (2) + 5 po He [mg]
(2.6.43)

Questo contributo fu determinato da deGennes nel 1960:
1
o~ SHo H? . (1.89)&(T) > 0 (2.6.44)
il fatto che sia positivo indica che corrisponde a uno stato eccitato.

2.6.3 Teoria di Landau-Ginzburg in campo magnetico

La vera potenzialita dell’approccio di LG ai superconduttori diventa eviden-
te solo quando si inserisce il contributo del campo magnetico. Il modello
studiato fino ad ora non include gli effetti legati al fatto che il superfluido
non € neutro, ma € una supercorrente.

LG postulano che I’accoppiamento tra 9 (7) e B si ottenga dalla sostitu-
zione (accoppiamento minimale):

—ihV  — —ihV —qA (2.6.45)

cioé, come se ¢ (7) fosse la funzione d’onda di particelle cariche, con carica
q. Si trovo:

. L %0 -
g=e =2 , V — V—%A (2.6.46)

—ihV — —ihV —2eA | m* = 2me (2.6.47)
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per tutti i superconduttori conosciuti.

Di nuovo, alla spiegazione di questo fatto si arrivo solo piu tardi con lo
sviluppo della teoria BCS e con la comprensione del legame tra BCS e LG
(Gorkov).

L’energia libera di LG diventa (e qui ¢ fondamentale che sia l’energia
libera di Helmholtz e non quella di Gibbs, perché ¢’é scambio di energia tra
B e le cariche del sistema):

1 o . 2 9 b

JoT) = Jul@) = 5| (=¥ =20 ) 6| +alu + Jeft (26.48)
(densita di energia libera del superconduttore). Questa espressione contiene
I’accoppiamento tra la funzione d’onda del condensato e il campo magnetico
attraverso il potenziale vettore /_f, con B=V x A. Ma a questo punto non
possiamo separare completamente il condensato dal campo magnetico e nel
calcolo dell’energia libera bisogna includere anche questo termine:

1
/ d37 B%(7) (2.6.49)
spazio

AF;— —
240

B
si ottiene (con V volume del superconduttore):
Fu(T) = Fy(T) +/ @7 (o | (<in% —2e) o +aluP + 1 ') +
s n v 2m* 2

1

— dB7BYF)  (2.6.50
2:u0 spazio () ( )

per cui AF ¢é quindi composta da 3 contributi:

AF = AF¢ + AFE + AFnt (2.6.51)
h? b
— 3 2 2, 24
AFw_/Vd r (2m* VP +albl + 2 1yl ) (2.6.52)
s T . ARe 21,012 XX
AFu = | o (ih Vi (~2e40) + (—ih Vo) (~2e4%)" + (20)* [v* A4)
\%4
(2.6.53)
:/ d3r [ ich (w*w—ww) i+ 29 |w|2AA]. (2.6.54)
L’energia di interazione pud essere sempre scritta come:
AFy = —/ Brj,- A (2.6.55)
%4
OVVero
5A-Fint e
o 2.6.56
5A Js ( )
- 2ieh [ = . 2¢)? -
— =5y (¥ —uVyr) ECINNTY (2.6.57)
m m
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Ponendo:
() = [0(F) € = Ve — Ve = i[> VO (2.6.58)
e otteniamo l'espressione della densita di supercorrente:

@

-

; 2eh -
Js = —+ W}‘Qve -
( )

2 A (2.6.59)

< Vo — A) (2.6.60)

essa ¢ proporzionale alla carica degli elettroni al quadrato; se v = 0, al-
lora js — 0, percheé devo avere portatori di carica per generare corren-
te. Il parametro d’ordine é soluzione dell’equazione di Gross-Pitaevskii con
accoppiamento minimale:

2 e
_Q}jn* <6 - A) Y(r) + (a+b[?) () = 0. (2.6.61)

h

2.6.4 Simmetria di gauge

Il parametro d’ordine dei superconduttori ¢(7) = [)(7)| (") possiede un’am-
piezza e una fase (qui 7 = r). Da questo punto di vista la situazione ¢ molto
simile a quella dei superfluidi (particelle neutre), ma. a differenza di questi,
qualcosa di molto interessante succede quando si considera la trasformazione
di gauge:

Ar) —  A(r)+ Q—he Vy. (2.6.62)
Consideriamo 'operatore momento:
p=—ihV — 2eA (2.6.63)
se cambiamo la fase di ¥(r):
() — () e (2.6.64)
allora:
pip(r) eXr) = ¢ix(r) ( ihV — QeA) O(r) + () XD VX (r)  (2.6.65)
= eiX(r) (—ﬁﬁ — 2 (Z - Zj)) W(r). (2.6.66)

Da questa espressione si vede che l’energia libera, dove compaiono solo
termini |ﬁw|2, rimane invariata se cambiamo simultaneamente:

{@gm — T,Zi(?")eiX(;)ﬂ 2667
Ar) — Alr)+ £ Vx()
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questo mostra che la teoria possiede un’invarianza di gauge locale: sia la fase
della funzione d’onda che il potenziale vettore A dipendono dalla scelta del
gauge, ma tutte le osservabili (energia libera, campo magnetico, correnti)
sono invarianti.

Ora consideriamo la corrente:
Js = ( ) |¢|2( Vo — A> (2.6.68)

essa ¢ invariante sotto la trasformazione combinata (2.6.67), mentre i due
termini in (2.6.68) non lo sono separatamente.
Poicheé V X Vf = 0, se |12 = || = costante:

(2¢)?
(20

V X Js = VxA (2.6.69)

(2.6.70)

(gia rotta la simmetria di gauge globale), che coincide con la seconda equa-

zione di London:
- TLS

V X jo= ‘ (2.6.71)

a patto di identificare: m* = my (= 2me), es = 2e e |[¢o|> = ns (densita
dei portatori di supercorrente). Poiché 'equazione di London ¢ equivalente
all’effetto di Meissner-Ochsenfeld, abbiamo verificato che il modello di LG
descrive la fisica dei superconduttori.

Inoltre, poiche a—E = 0 (regime stazionario) e in assenza di correnti
esterne, abbiamo:
VXB=uyjs , VXVXB=puV X js (2.6.72)
per cui:
- (2 ) B
AB = —py 2] B = AB+< 72 M =0 (2.6.73)
h 2(2e)2 h
— My ="y /w = Dol (2e) /22 (2.6.74)
c m c m
Vediamo:

e La massa del fotone é proporzionale al modulo del parametro d’ordine
all’equilibrio (meccanismo di Anderson-Higgs).

Possiamo fare la stessa cosa per A nel caso omogeneo 6 = costante e
nel gauge di London V- A = 0.
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Ci sono fluttuazioni del campo scalare quando v dipende da r ed even-
tualmente dal tempo; queste fluttuazioni sono associate alle particelle
di Higgs.

e In (2.6.68), se cambiamo la fase della funzione d’onda, questo cambia-
mento longitudinale puo essere assorbito da ff; nel vuoto il campo &
ortogonale alla direzione di propagazione, facendo in modo che il cam-
po acquisisca un grado di liberta longitudinale, passando da due a tre
gradi di liberta: per questo il fotone pud acquisire massa.

2.7 Quantizzazione del flusso

La fase 6(7) della funzione d’onda macroscopica nei superconduttori ¢ ben de-
finita a meno di multipli di 27. La differenza A# tra due punti del conduttore
si ottiene calcolando 'integrale sulla curva L:

A@:/ﬁ@-df (2.7.1)

L

imponendo che la funzione d’onda sia ad un solo valore:
Aezjq{ﬁe-df:%m . n=0,£1,%2,.... (2.7.2)

L

Per dimostrare la quantizzazione del flusso del campo magnetico, conside-

riamo un superconduttore a forma toroidale, quindi un corpo non sempli-

cemente connesso, con un buco al centro. Immergo il superconduttore in

un campo magnetico esterno, che passa attraverso il foro, mentre all’esterno
viene deviato (come ben sappiamo); vedi la figura 2.16.

Figura 2.16

L’esistenza di una funzione d’onda macroscopica ha una conseguenza im-
portante per il flusso del campo magnetico all’interno del foro. Consideriamo
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I’espressione della supercorrente:

j()

< Vo — A> (2.7.3)

integrando fs su un cammino chiuso all’interno del superconduttore dove
js = 0, si ha (usando |)|? = |1)|? =costante):

SR =\ -
j{L <A -5 w)) di'=0 (2.7.4)

in cui:
;ZV@dl EAH—ﬁn , n=0,£1,+2,. (2.7.5)
7{14 di' = /VXA ds = /Bdi:@ (2.7.6)
ovvero & = % n = ®gn; il flusso totale all’interno del foro & un multiplo

intero di un quanto di flusso (quantizzazione del flusso del campo magnetico):

h
oy = % = 2.05-107"° Tm?. (2.7.7)

2.7.1 Effetto Josephson

Nel 1962 Josephson fece una previsione teorica: tra due materiali supercon-
duttori separati da una piccola barriera di isolante si instaura una corrente
continua spontanea: I = I.sin (Afy), dove Afy ¢ la differenza di fase tra le
due funzioni d’onda.

Quello che si cerca di capire una volta ipotizzato che ai superconduttori
possa essere associata una funzione d’onda macroscopica complessa, é la
prova dell’esistenza o meno di una fase. Quindi prendo due campioni di
superconduttore inizialmente separati e abbasso la temperatura sotto quella
critica, allora la funzione d’onda acquisisce un valore di aspettazione non
nullo nello stato fondamentale: 61 # 65 se i due materiali sono posti a debita
distanza.

Riducendo lo spessore dello strato isolante tra due superconduttori a
circa 10 A, si ottiene una sovrapposizione non nulla delle funzioni d’onda
macroscopiche e si instaura la corrente.

Se invece instauro una differenza di potenziale tra i due materiali, si
genera una supercorrente alternata con frequenza w = 2eAV/h.

L’apparato sperimentale consiste nel porre a contatto due cavi super-
conduttori, tra i quali si deposita uno strato di ossido molto sottile, perché
voglio che le due funzioni d’onda si sovrappongano nelle vicinanze di questa
giunzione isolante (giunzione Josephson).
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Consideriamo 'equazione di Schrédinger per due superconduttori accop-
piati attraverso il link debole:

{z‘fwl = iy + Ky 278)

ihthy = paths + ki

dove p1 e po rappresentano i potenziali chimici dei due superconduttori,
mentre la costante k riflette I'intensita dell’accoppiamento.

In assenza di giunzione, le due funzioni d’onda sono descritte dalle leggi:
Vi(t) = s e 1Mt con i = 1,2.

I potenziali chimici sono identici se non vi € alcuna differenza di poten-
ziale: 1 = pg < AV = 0.

Una differenza di potenziale AV # 0, sposta i livelli di Fermi dei due
superconduttori: s — u1 = —2eAV, dove e; = 2e. Per semplificare la
trattazione, assumiamo che i due superconduttori siano dello stesso materiale
e abbiano la stessa densita di portatori di supercorrente: ng = ng = ng. Se
inseriamo 1; = +/(ns(t)); €%® (i = 1,2) e (ns)1 = (ns)2, nelle equazioni di
Schrédinger accoppiate e separiamo la parte immaginaria dalla parte reale,
otteniamo:

ih (/s ) €9 — By /ng e = iy /rg €91 + ky/ng €92

. . . ) . _ ) 2.7.9
ih (/1s ) €92 — Ry /mis €72 = pg /g €92 + k\/rg €1 ( )
ih(y _ B _ 7 i(02—01)
S he s S k S
fh (n h 17 = fan +,n ez’(e o) (2.7.10)
& (s)y — hb2 ng = pans + kng e~
separando:
by = —HL — & cos (6, — 6;) (fs), = 2 g sin (62 — 61)
Re . h % Im : s T
Oy = =52 — % cos (02 — 61) (s)g = — (1)1
(2.7.11)
dunque
. ok . .
Ngl = 2= ng sin (0 — 01) = —n
1= % s sin (02 =6 ? (2.7.12)
h (92 — 91) = — (,u,g - ,ul) = 26AV.

Consideriamo prima il caso AV = 0: la differenza di fase & indipendente
dal tempo. In questo caso, ns € anche costante e una corrente continua
(DC) fluira attraverso la giunzione. Poiché la corrente attraverso il contatto
é proporzionale a ng1, possiamo scrivere:

Is = Ic sin (02 - 91) (2713)

Questo fatto sorprendente, cioé che la corrente fluisca attraverso un contatto
isolante senza generare alcuna differenza di potenziale, é chiamato effetto
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Jowe phson
\VT—S

Figura 2.17

Josephson DC. Negli esperimenti si opera, di solito, imponendo una cor-
rente [ attraverso la giunzione e misurando AV: dove AV = 0 per I < I,
mentre AV # 0 per Iy > I.. Vedi la figura 2.17.

La corrente critica I. dipende dalla densita ng, dall’area di contatto A e
dalla costante di accoppiamento k: I. «x ng - k - A.

V1 “”“““"2 e

Figura 2.18

Il motivo per cui é chiamata corrente critica é chiarito dalla figura 2.18,
che rappresenta una giunzione Josephson formata da due cavetti di super-
conduttore separati da un contatto isolante. Finché la corrente é minore del
valore critico I., non si osserva sperimentalmente alcuna differenza di po-
tenziale alla giunzione. Incrementando la corrente oltre I., la differenza di
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potenziale balza ad un valore finito, che dipende dalle caratteristiche della
giunzione: vi é un passaggio di corrente normale.

Ma nel caso in cui I > I., Josephson scopri una seconda conseguenza
dell’effetto tunnel della giunzione: una differenza di potenziale tra i due
superconduttori significa che le funzioni d’onda diventano dipendenti dal
tempo. Integrando la seconda equazione: € — 01 = % t+ 0y = wjt +
fp; quindi la differenza di fase cresce linearmente nel tempo e si ha I, =
I, sin (w;t + 6y) — effetto Josephson AC.

La frequenza w;/(2m) & molto elevata: ~ 48 GHz per AV = 100 pV.
Questa corrente si sovrappone alla corrente normale e non ¢é disegnata nella
figura 2.19. A T = 0, in una giunzione ideale, ci si aspetta un comportamento
del tipo quello in figura 2.19.

\/f‘n.

S AE L e —
E.

Figura 2.19

dove AFE é I’energia necessaria per rompere una coppia di Cooper. Si ha:

e Per Iy < I, la corrente attraverso la giunzione é una supercorrente che
non genera alcuna differenza di potenziale.

e Per I; > I, la corrente attraverso la giunzione é di tipo normale: le
coppie di Cooper si spezzano.

2.7.2 Interferenza quantistica

L’effetto Josephson ¢ importante in molte applicazioni pratiche della super-
conduttivita. Uno tra i dispositivi pitt semplici da realizzare é ’anello SQUID
(Superconducting-Quantum-Interference-Device): & semplicemente un anel-
lo superconduttore con due giunzioni. Ognuna delle due meta é connessa a
un cavo esterno, vedi la figura 2.20.
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Figura 2.20

La corrente attraverso le due giunzioni é:

Il = 11 sin (AHl) y A01 = HlR — 01L (2 7 14)
12 = 1c2 sin (A92> y Aeg = 92R — HQL. o
Supponendo che le giunzioni siano identiche, abbiamo:
I =1, [sin (A6) + sin (Afs)] (2.7.15)
= 21, cos (A&;Mz) sin (Ml‘;%) (2.7.16)

Se le due giunzioni sono perfettamente bilanciate e applichiamo una corrente
I < I, allora ci aspettiamo una differenza di fase identica Af; = Afy con:

Af = sin~! <2II> #0. (2.7.17)

Questo & vero solo se non vi é campo magnetico all’interno dell’anello; in
questo caso la differenza Af; — Afy dipende dal flusso magnetico ® attra-
verso il dispositivo. Per determinare questa quantita, procediamo come per
la quantizzazione del flusso magnetico in un superconduttore toroidale: con-
sideriamo dei cammini all’interno del superconduttore, dove B=0e fs =0
(tenendo a mente [, Jo-dl = 0). Facciamo riferimento alla figura 2.21.

Troviamo:
2e - =
O1gr — Oop = — A-dl (2.7.18)
h Jr,
2 L
Oor, — 01 = = | A.di (2.7.19)

hJL,
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Figura 2.21

sommandole otteniamo (P ¢ il flusso totale del campo magnetico, non neces-
sariamente quantizzato; trascuriamo il campo alle giunzioni):

O1r — Oar + O21, — 611, = AG; — Aby (2.7.20)
= 275 A-dl (2.7.21)
2e
=0 2.7.22
- ( )
i
=27 —. 2.7.2
s By (2.7.23)

Si noti che A6y e Afs sono diversi da zero: il dispositivo ha un comporta-
mento molto diverso da un anello superconduttore. Abbiamo:

I =21, sin (W) cos <7r (I)> (2.7.24)

la corrente critica é:

1(®) =21,

d
cos <7r q)o> ' . (2.7.25)
Vedi 'andamento in figura 2.22.

Dove I. = 0, una piccolissima corrente I genera una differenza di po-
tenziale ai capi della giunzione. Questo dispositivo permette di misurare
piccolissime variazioni di flusso del campo magnetico, con precisioni fino a
variazioni del campo magnetico dell’ordine di 1070 T attraverso la misura
di differenza di potenziale ai capi delle giunzioni quando I. ~ 0 e I # 0.

2.8 Il modello di Cooper, teoria BCS

La teoria di LG, sviluppata nel 1950, nonostante sia una teoria fenome-
nologica, descrive con grande successo molti degli aspetti e proprieta dei
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Figura 2.22

superconduttori. Il grande limite della teoria LG ¢é che non spiega 'origine
microscopica della superconduttivita. Nel 1957 Bardeen, Cooper e Schrieffer
(BCS), proposero una teoria microscopica della superconduttivita che pre-
vede quantitativamente molte delle proprieta dei superconduttori “classici”.
La teoria LG puo essere derivata dalla teoria BCS con ’extra bonus che, in
modo naturale, eg = 2e, m* = ms = 2me.

Con la scoperta dei superconduttori ad alta temperatura, non é piu chiaro
se la teoria BCS sia ancora la teoria giusta per tutti i tipi di supercondutto-
re. La questione é ancora aperta, nonostante sia gia chiaro che molte delle
proprieta dei superconduttori ad alta temperatura sono consistenti con il
formalismo BCS.

2.8.1 Coppie di Cooper

Un anno prima della pubblicazione della teoria BCS, Cooper dimostro che
lo studio fondamentale normale di un gas di elettroni ¢ instabile rispetto
alla formazione di “stati legati” di coppie di elettroni. "Stati legati” & tra
virgolette, perché la coppia di elettroni non ¢é legata nel modo usuale e la
presenza di un "mare” di Fermi é essenziale per I'esistenza di questo stato.

Lo stato ¢ in realta uno stato a molti elettroni. A 7" = 0, nello stato
fondamentale normale, tutti gli orbitali macroscopici degli elettroni in un
metallo sono occupati fino a E¥ < ep, i restanti sono vuoti. L’idea di Cooper
¢ di considerare un mare di Fermi "congelato” pitt una coppia di elettroni con
E > ep con potenziale efficace a due corpi attrattivo U (77, 72) < 0.

Cooper pensava a un’interazione molto debole tra i due elettroni U ~
0: in queste condizioni ci si aspetterebbe che 'eccesso di energia cinetica
AE, = Ej1 + Eio — 2ep > 0 non possa essere compensato dalla diminuzione
di energia potenziale AEy < 0. L’equazione di Schrédinger corrispondente
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h2

—% (Al + Ag) -+ U(Tl, 7’2):| ’lb(T'l, 7’2) = (AE + 26F) 1/)(7’1, T'Q). (2.8.1)
La parte della funzione d’onda legata allo spin pud essere o nello stato di
singoletto o di tripletto; nella maggior parte dei superconduttori le coppie di

Cooper corrispondono a stati di singoletto:

spin  __ 1

01,02 \/5
spin

or.00 € antisimmetrica per lo scambio 1 <+ 2; ¢(ry,72) ¢ simmetrica. L’au-
tovalore AFE ¢ definito relativamente al livello di Fermi 2¢p. Separiamo il
centro di massa R = %(7_"1 + 7) dalle coordinate relative 7= 7 — 7 (avendo

pr =m/2):

K2 B2 q - ,
[—AR - 22mAr] (R, A+ U ) (R, 7) = (AE+2ep) ¥(R,7) (2.8.3)

(1) = 11) (2.8.2)

4m

la funzione d’onda si separa:

Y(R,7) = (R) () (2.8.4)

[_2 h;AT + U(F)] W(7) = (AE + 2ep + hjg) (7). (2.8.5)

Per il momento siamo interessati allo stato con @ = 0; gli stati con Q # 0
sono necessari per descrivere un flusso di corrente stazionario. Supponiamo
ora che 1 (7) sia una sovrapposizione su tutti gli stati con |k| > kp:

~_L a ez’E.F
v == 3 alk) (2.8.6)

k>kp

dove »_; ;. indica la somma su tutti i numeri d’onda k| > kp; sostituendo
nell’equazione di Schrédinger, dove e}, = hk?/(2m):

3 [2(ek Cep) — AE} a(k) e+ 3 U ak)FT=0  (2.8.7)

k>kp k>kp

TR ik . .
moltiplichiamo per % e "7 ed integriamo su r:

[Z(Ek/ P AE] a(k)+ Y ak) / —3U(F) =K — 0 (2.8.8)
k>kp
— [Q(Gk/ Cep) - AE} ak')+ S a(k) UK, F) =0 (2.8.9)
k>kp
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per procedere si assume che:

- —V;
Uk, k') = {o 0

0<e—ep<hwp , 0<¢es—ep <hwp (2.8.11)

(2.8.10)

dove hwp ¢ un cutoff che formalizza 1’assunzione che solo gli elettroni in una
banda attorno al livello di Fermi contribuiscono allo scattering: un processo
(ki, k) — (l;f, E}) & possibile solo se |kil, |k, ]Ef], \E}\ sono maggiori di kp.
hwp é 'energia di Debye, cioé 'energia massima di un fonone. Questo
riflette I'idea che l'interazione tra elettroni emerga attraverso lo scambio di
fononi (reticolari). Troviamo:

/
S alk) UK F) = {_VO Siorp @(k) , se0< ey —ep <hwp

k>kp 0
(2.8.12)

dove Z/ indica la sommatoria ristretta a 0 < ¢, — ep < hwp. Si ha:

!/

[2(ek/ . AE} Vo > alk) =0 (2.8.13)
k>kp

Do o(K)

== k) = 2.8.14
a( ) ‘/0 2(€kl — GF) — AFE ( 8 )
sommando su k', per eliminare Y} _ gy @(K), si trova:
I 1
— = 2.8.15
Vo Z 2(ex —ep) — AE ( )

k>kp

questa somma pud essere trasformata in un integrale se introduciamo la
densita degli stati D(eg):

er+hwp D(e)
1=V de 2.8.16
O/EF 2(e—ep) — AE ( )
se hwp < 1:
D(e) ~ D(er) (2.8.17)
er+hwp

1 1 AE — 2hw
1~ Vo Dler) 5 log (2(6—6F)—AE) — ~ Vo D(ep) 1og< D)

o 2 (A¥s)

risolviamo per AE:

2hwp

2
eVoD(ep) — 1

(2.8.19)
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nel limite di interazione debole Vy D(ep) < 1, Pesponenziale domina a
denominatore e si ha:

2

2
AE +2ep ~ 2ep — 2hw - 2 2.8.21
= + 2erp €F D eXp{ V()D(eF)} < z€f ( )

Questo corrisponde al risultato importantissimo ottenuto da Cooper. C’¢
uno stato legato con energia negativa, rispetto alla superficie di Fermi costi-
tuito da elettroni con |lg| > kp, cloé con energia cinetica superiore a €p. Lo
stato composto da elettroni accoppiati in questo modo, avra sempre un’ener-
gia minore dello stato fondamentale anche per V| arbitrariamente piccolo.
Questo ¢ il motivo per cui si dice che lo stato fondamentale "normale” &
instabile rispetto alla formazione di coppie di Cooper.

Il punto V) = 0 corrisponde a una singolarita essenziale; questo risultato
non puo essere ottenuto con metodi perturbativi sviluppando in potenze di
Vy. Questo fatto ha rallentato molto lo sviluppo della teoria.

L’espressione ottenuta per AFE mette in evidenza una gerarchia di energie
er > hwp > |AE|; se assumiamo che |AE| ~ kg T, tale gerarchia spiega
come mai la transizione a superconduttore avviene a temperature cosi basse
rispetto alla temperatura di Debye: Tp = hwp/kp, con Tp ~ 428 K per
I’alluminio e 105 K per il piombo.

Se una coppia di Cooper abbassa I'energia di AF, chiaramente molte
coppie abbasserebbero ’energia del sistema di molto e si potrebbe pensare
che tutti gli elettroni debbano condensare in coppie di Cooper. Se questo
accadesse, l'intero stato fondamentale normale collasserebbe.

2.8.2 L’effetto isotopico

L’idea che 'attrazione tra elettroni sia conseguenza dell’interazione elettrone-
fonone ¢ confermata dall’effetto isotopico T, o M~¢, dove M ¢é& la massa
dello ione nel reticolo cristallino. Si misura T, cambiando solo il tipo di
isotopo del materiale. Nei metalli puri come il mercurio e il piombo si trova
sperimentalmente o ~ 0.5. La teoria delle vibrazioni nei cristalli prevede
che le frequenze di vibrazione w(q) siano proporzionali a /K /M, dove K ¢
la costante elastica del potenziale classico d’interazione fra tutte le coppie
(adiacenti) di ioni che compongono il reticolo. Poiché:

| K
k‘B Tc =~ ’AE’ X th X M (2.8.22)

Si trova T, oc M~1/2 che ¢ il valore osservato sperimentalmente nel piombo
e nel mercurio. Fu Frohlich che nel 1950 suggeri che fossero importanti le
interazioni elettrone-reticolo: al passaggio di un elettrone, il reticolo tende a
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deformarsi creando un eccesso di carica locale, come in figura 2.23, che puo
attrarre un altro elettrone (interazione ritardata). Gli elettroni interagiscono
a distanza attraverso il reticolo; interazione attrattiva causata dallo scambio
di fononi. Nei superconduttori ad alta temperatura ’effetto isotopico non si
verifica. Questo potrebbe indicare che non sono i fononi i responsabili del
gap di energia.

@ (i}
Y & v @ @
coe © ® , ©
e @ 9
® @ @ ° o
®
Figura 2.23

2.8.3 Lo stato fondamentale BCS e la seconda quantizzazio-
ne (fermioni)

Abbiamo dimostrato che il mare di Fermi é instabile per la formazione di
coppie di Cooper, quando l'interazione effettiva tra due elettroni ¢ attrattiva.
Ci si aspetta una condensazione di coppie fino a quando non si sia raggiunto
uno stato di equilibrio. Questo avviene dopo che lo stato di Fermi é cambiato
cosl tanto che 'aggiunta di un’altra coppia di Cooper non & pitl associata ad
una diminuzione dell’energia.

Evidentemente non é facile studiare uno stato interagente cosi compli-
cato a meno di un apparato matematico avanzato non venga introdotto: la
seconda quantizzazione e la funzione d’onda BCS. Per introdurre il formali-
smo della seconda quantizzazione per fermioni (elettroni) si procede in modo
del tutto simile al caso bosonico sostituendo pero parentesi di commutazione
con parentesi di anticommutazione:

[&, 3} —ab—ba — {a, 6} = b+ ba. (2.8.23)
Questo permette di passare dalla statistica di Bose-Einstein alla statistica
di Fermi-Dirac. Conviene lavorare, fin dall’inizio, nello spazio degli impulsi

introducendo coppie di operatori di creazione e di distruzione:

° C};g (o =1,]): operatore di creazione di un fermione con numero

d’onda k e terza componente di spin o.

e Cko (0 =1,]): operatore di distruzione di un fermione con numero
d’onda k e terza componente di spin o.
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Indicheremo con [€2) lo stato di vuoto corrispondente alla totale assenza di
elettroni:

Cro 1) = 0. (2.8.24)

Gli operatori C e CT soddisfano le seguenti regole di commutazione:
{éli;o" ék/o./} = C']io_ C’k/al + ék/al élio‘ = 5k7k/ 6070./ (2825)
{01107011’0’} - {éko'vék’o"} =0. (2826)

Applicando le stringhe di operatori di creazione ct |©2) si creano stati a molti
elettroni:

ClI) = ko) = |lgo)- (2.8.27)
Gli stati a IV fermioni sono automaticamente antisimmetrici per lo scambio
di particelle. Infatti:

Cly Ol 19) = ko, i 07) (2.8.28)
Cho CFL19) = [Lior, o) = —Cf Gl 190) (2.8.29)
- ‘lka'a 1k’,o"> = - llk’oﬁ 1k7o'> (2830)
se (k,o) = (K',0"), allora |2;,) = — |2k,) € dunque |2x,) = 0, 0 equivalente-
mente:
A\ 2 .\ 2
(¢l,) = (Cro) =0 (2.8.31)

questa proprieta corrisponde al principio di esclusione di Pauli.

L’operatore ng = C'licr C’;w é operatore "numero di elettroni” con nu-
mero d’onda k e terza componente di spin o. Valgono infatti le seguenti
regole di commutazione:

(9. CL] =€l G0l L0l 0w )

= Ny, O}, (2.8.33)

=-Cl ¢l Gy +CF (2.8.34)

— N Ol =Cl (N +1) (2.8.35)

e anche:

[Nk’aa éka] = CA’]I’O' éka éka - ék;g é]io. éko’ (2836)

= Cho Cho Cf = Cio (2.8.37)

= Nka éka = ékU(NkJ - 1) (2838)

Se applichiamo Ny, su uno stato generico |S), allora:

0 se |S)=1|..,0k0y...)

Nio |S) =
ke |5) {1 se 1S) =loet Lhos .. )
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L’operatore "numero totale” di elettroni é:

N = Z Nio- (2.8.40)
ko

In meccanica quantistica non relativistica per fermioni, il formalismo della
seconda quantizzazione permette di evitare l'introduzione degli ingombranti
determinanti di Slater. A fissato numero di particelle, i due approcci sono
perod perfettamente equivalenti.

La funzione d’onda per la coppia di Cooper é:

Prop = PP W = \}i ( 1) — 41 ) P(ry,re) (2.8.41)
W(rire) = N Y a(k) e i) (2.8.42)
k>kp

nello spazio degli impulsi, con il formalismo della seconda quantizzazione:

N ak) Lo logy)p =N Y alk) L CT |F) (2.8.43)
k>kp k>kp

(non sono elettroni isolati). Conviene quindi introdurre 'operatore di crea-
zione di coppie di Cooper:

Pl = CZT (jjm , B=0C_14,Cy (2.8.44)

sebbene siano operatori composti da due operatori di tipo fermionico non
sono totalmente equivalenti ad operatori bosonici. Valgono le seguenti pro-
prietda di commutazione:

e Per prima:

[P,I,P,j,} — [Pk,ﬁk/} —0. (2.8.45)

e Il principio di esclusione di Pauli:

pipl=cl.ct, cl.cty, (2.8.46)
=-cf. et ety ol (2.8.47)
=0 (2.8.48)
A\ 2
— (P,j) = 0. (2.8.49)

e Come ultima abbiamo:
P Bl = B P (2.8.50)
=C oot —cl.ct, ct cl. (2851
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Possiamo sostituire le espressioni:
CryCl=1-Cl.Cry (2.8.52)
Ot gy =1-CpCT (2.8.53)
ottenendo:

[Pk, } C_ k\LC kL~ CkTOkT CA'_M, CA',ZT OkT CA'T_IQ—I-

+CkT C_]w kai CkT (2.8.54)
=1- N_]w — N]ﬁ — é_m OIIT ékT CA'LW—F

+ CA',ZT CA'_]Q éiki ékT (2.8.55)
=1—N_j — Nip (2.8.56)
£ 1. (2.8.57)

Quindi Py e P,I non sono operatori canonicamente coniugati. Se agiamo
con quel commutatore su |{2), allora abbiamo:

[Pk, ]|Q) 1) (2.8.58)
B Pl 1Q) = |9). (2.8.59)

I1 passo successivo ¢ quello di costruire lo stato fondamentale [¢)pcg) che
descrive il superconduttore a T' = 0 in presenza di un condensato di coppie
di Cooper. In analogia con i condensati BEC Schrieffer propose come stato
fondamentale lo stato “coerente’

lWBes) = NH B0 (ax €Coa g = ay) (2.8.60)
dove N ¢ una costante di normalizzazione complessa; poiché (P,I ) =0:
[Wees) =N [] (1 + ozklf’,l) ). (2.8.61)
k

I parametri {oy} saranno fissati in modo da minimizzare la (grand) energia
dell’hamiltoniana BCS. Determiniamo prima la costante di normalizzazione
N, sapendo che (©2|Q2) = 1, in modo che:

(YpeslBes) =1 (2.8.62)
usiamo la proprieta:

QBPLI)=0 se k#FK (2.8.63)
Q| B, P, 12) = bk 1 altrimenti (2.8.64)
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e:
QP = (QPTQ) =0 (2.8.65)
in modo che:
1= (NP« (1 + azﬁk) (1 + ak,ﬁ,j,) 1) (2.8.66)
kK’
- M ( QIQ) + (Q afaw B P}, |Q>> (2.8.67)
kK’
— NPT (1 +ajap (Q BB, |Q>) (2.8.68)
kK’
— (NPT (1 + a;;Pk) (1 + akﬁ,j) ) (2.8.69)
kK’

— NPT« (1 + k2B P + By + akﬁg) Q) (2.8.70)

kk!
= NPT (1L + |axf? (1 — N_py — Niy + ﬁ,jﬁk) Q) (2.8.71)
k k!
= NPT (1 + lewl?) (2.8.72)
kk!
— 1
1;[ 14+ ‘Ozk‘z
quindi abbiamo che:
10k ay, €% .
lvBcs) = + Pl Q) (2.8.74)
AA\VIHap? I e "
- (u;; + u;;ﬁ,j,) 1) (2.8.75)
k
dove abbiamo una possibile fase overall e le condizioni:
lug|? + |og|* = 1 (2.8.76)
Jup|* = Ju_g[? (2.8.77)
log |2 = Ju_i|?. (2.8.78)

Lo stato |[¢pcs) € stato definito rispetto al vuoto |2), possiamo risolverlo
partendo dallo stato di Fermi |F'); usiamo le proprieta:

PPl |0) = (P,j,ﬁk +1— Ny — Nm) Q) = Q) (2.8.79)
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per riscrivere:

[Wses) =] (uk + v;;lf’,j) IT 2.5 12 (2.8.80)
k<kp

Ea

=11 (uk +UZP§) IT 217) (2.8.81)

k k<kp
= H (uk + kaT) ( (u}z + vZP,I) Pk> |F") (2.8.82)
k>kp <kp
- 11 (u n kaT) (u,*;ﬁk + v;;) |F) (2.8.83)
k>kp k<kp

in cui in (2.8.82) abbiamo utilizzato il fatto che P} P, |F) = |F). 1l termine

v,";f?g rappresentano le coppie di Cooper e u,‘;]f’k le lacune di Cooper. Vedi la
figura 2.24.

a
MK{:“

[ EMMTG\ C\M&+\' (b-)

Figura 2.24

Vi ¢ una (quasi) dualitd buca/particella, tipica dei sistemi fermionici:
tolgo particelle sotto il livello di Fermi, la densita diminuisce in questa regione
e le porto sopra il livello di Fermi. La distribuzione di Fermi viene cambiata
nell’intorno del livello di Fermi; si notano i due cutoff, uno sopra e uno sotto
il livello di Fermi.

2.8.4 Hamiltoniana

La nostra hamiltoniana di partenza ha formalmente la stessa forma dell’ha-
miltoniana GP con interazione deltiforme introdotta per descrivere i gas di-
luiti a bassa temperatura. A parte, naturalmente, la sostituzione di operatori
bosonici con operatori fermionici:

/
H = Z €k C,Z;,g Cro — ’9’ Z Ck1+q,01 Clzg—q,@ Ckl,Ul Ck2,02 (2-8-84)
k.o klv k?) q
01,02



2.8. Il modello di Cooper, teoria BCS 121

. . < . . . . /. . . .
dove il primo ¢ il termine cinetico; > ' indica la sommatoria ristretta alla
regione:

erp — hwp <€, < ep + hwp. (2.8.85)

Se ora assumiamo che l'interazione rilevante per la superconduttivita coin-
volga solo le coppie di Cooper:

/
H=Y 0 Cro—lg1> CLCM, Cpy Crn (2.8.86)
ko %
/
h2k? . At
=> 5 Nio ~ 19l > Pl By (2.8.87)
k.o kK

questa hamiltoniana non si riesce ancora a diagonalizzare in modo esatto.
Useremo il fatto che la funzione d’onda |¢)pcg) contiene i parametri uj e
v}, che possono essere trattati con il metodo variazionale. Fisseremo u; e vy
richiedendo che I'energia E = (Ypcs| H [¢pcs) sia minima con il vincolo che
N = (pes| N |¥pes) sia fissata e il vincolo |ug|? + |vk|? = 1 sia soddisfatto.
Consideriamo prima il termine cinetico:

/
T=> &Nk, (2.8.88)
ko
/
= Z €L (NkT + N_]w) (2889)
k

sapendo che N ,ZT = NkT, abbiamo:

(Nit) = (Wpes| Cl Crr [pes) (2.8.90)
— (9 (uk + vkﬁk) Nt (uk + v;;ﬁ,j) 1) (2.8.91)
= Jug|? (Qf Nyt 1) + [og[* (2] PelNiy B |9) + vy uf (Q] PelNgy |2) +
+ ug vy, (Q NMP;I €2) (2.8.92)
= |ve[? (Q| PNt B |92) (2.8.93)

possiamo utilizzare la proprieta {]\Afm, P,I } = f’g

(Ni)Bes = [or2 (Q] Py Pl Niy 1) + o2 (Q] Py P |2) (2.8.94)
= |vg|? (2.8.95)
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e in modo simile si ottiene <N_k¢)3(;5 = |vk|?. Quindi:

N = (N)gcs (2.8.96)

o |2 (2.8.97)

ko k

=2
k
/ R R !/
= Z (lonl® = [ux[* +1) <Z e Cl Crolpos = 2Zek luk)? (2.8.98)
k
/

> er (Jorl* = Jul* + 1) . (2.8.99)
k

Per quanto riguarda la parte di interazione:

(P} Bypes = () (Uk' + vpr pk/) (Uk + v, Pk) (P,I Pk’) X

x (i + v BL) (i + i BL) 1) (2.8.100)
= (Q| Py P} Py P, |Q) vg 0w (2.8.101)
= U, Upy Ul Uy, (2.8.102)

Il valor medio di H espresso in funzione dei parametri vy e ug é:

!/ /
E=2) exlopl* — g1 vk vis up (2.8.103)
k kK’
/ /
= Zek (Jok]® = Jugl® + 1) — |g]| ka Vg Upy U, (2.8.104)
k kK’

le condizioni di minimo sono:
ooz | B = uN + 33 By (Jugl” + [vx* = 1) | =0
a%;; E — uN + 375 B (|ug® + Jvel* = 1)

(el + o2 = 1]

(2.8.105)
dove p é il moltiplicatore di Lagrange di N e Ej ¢ il moltiplicatore di
Lagrange dei vincoli |ug|? + |vx|?> = 1. Abbiamo:

ON 0%
Bar = —Huk 75 = Erug
k k (2.8.106)
OB — e up, — |glog S0 vl up = —epug — Av
oup — €k Uk T 191Uk 2upy Vg Uk! = T kUK k
ON ox
g = [ U 5or = B vy
v C o (2.8.107)
OF — ¢ vp — |glur S0 vpr ul, = epvg, — A*u
ovr — €k Uk glug Qg Uk Upr = €EUE k

dove abbiamo introdotto il parametro di gap BCS A:

/ !
A=lg> viug . A =g > veu (2.8.108)
k k
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troviamo:

— Av, =F
{(Gk 1) ug, + Avg = Ejuy, (2.8.109)

A*uk — (Gk — ,u)vk = Ekvk.

Nella teoria BCS, il parametro A ha un importante significato fisico, infatti:

(PyBos = (Q (ug + vpPy) Py (uk + v P,I) ) (2.8.110)
= uvf (2 P, Pl 10) (2.8.111)
= uj, v (2.8.112)
quindi: /
A =g1> (Py)pes (2.8.113)
k

A ¢é legato al valore di aspettazione delle coppie di Cooper sullo stato fon-
damentale |[¢pcg). Per trovare A bisogna risolvere il sistema di equazioni:

<€kA_*N _(EkA_ u)> Cj:) _ B, (Z:) (2.8.114)

_ (e —p A
M(A):( " _(Gk_ﬂ)> (2.8.115)

che ha soluzione non banale se e solo se:

_ B er — pu— Eg A
det{M — 1E;} = det ( A Cer—p) — Ek)
(2.8.116)
=0 (2.8.117)
— Bl (g —p?—|AP=0 (2.8.118)

troviamo quindi due autovalori per M (A):

By = +/(ex — p)? + A
E, = —Ej.

(2.8.119)

Vedremo che Ej, corrisponde all’energia di un quasi-elettrone, mentre Ej =
—E}, all’energia di una (quasi)lacuna. Partendo da:

vf ((ek — p)ug + Avg) = Epugvj, (2.8.120)
U, (Auz — (e — ,u)v,’;) = Epviug
e sommandole otteniamo: A
URVp = — (2.8.121)

25,
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e anche:
2 _ 1 €k—
(ek = i)y + Aluel = 5 ol = (1~ %)
Alugf? ~ (e = 1) o = 5 g2 = 3 (1+ %2
(2.8.122)
Consideriamo per prima l’equazione (2.8.121) con:
/ / A |g| / 1
A=lgl Y uvi=1glY omr — 1=7)
1/2
; v 2Bk 2 (e — w2+ AR
(2.8.123)

questa equazione é centrale nella teoria BCS, perché determina il parametro
di gap |A| a T'= 0. Per valutare questa quantita operiamo la sostituzione:

Z;: Y D(e) /

)LZLUD h/-‘-)D
de = 2D(ep) / de (2.8.124)
—hwp 0
dove abbiamo € = €, — u. Si ottiene:
hwp d
1= )\/ = (2.8.125)
0o (@AY
con A = |g|D(ep). Poiche:
b dx 1 9
———— = ——loga® + log <b +Va?+ 62) (2.8.126)
0 Va2 4+ a? 2

troviamo:
1
1= [_2 log |A|? + log (th + VAR + (th)2)} (2.8.127)

2hw
— 1~ Alog ( |A‘D> (2.8.128)
— |A| ~ 2hwp e /A (2.8.129)

questa ¢ la famosa formula BCS per il parametro di gap A a zero
temperatura.

2.8.5 Autovettori delle matrici M(A) e M(—A)

La matrice:

_ (e —n A
M(A) = . 2.8.130
@=("" ) (2.8.130)
possiede due autovalori distinti Ej e E; = —E}, gli autovettori corrispon-

denti sono, rispettivamente:

(ir)

<_”5k> . (2.8.131)
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Infatti, prendendo il complesso coniugato del sistema (2.8.109):

{(6’“ W AT = B (2.8.132)

Auj — (e — p)vf = Epvy
scambiando le due relazioni:

(- mp A= B [l ) (o) + Auj = Bi(—v})
A*vp + (e, — p)uy = Epuy, A*(—vy) — (ex — p)uy, = —Er(uy).
(2.8.133)
Dalla relazione (2.8.121) si vede anche che gli autovettori di M(—A) sono:

<_“1’jk> : (Z%) . (2.8.134)

2.8.6 Il gap di energia A e le quasi-particelle

La funzione d’onda BCS ¢ un esempio brillante di stato fondamentale per un
sistema altamente correllato. Come sara chiarito nel seguito, lo stato BCS
é lo stato fondamentale in approssimazione di campo medio. Nel limite in
cui A — 0, la soluzione tende a quella esatta. Avendo ottenuto |)pcg) con
metodi variazionali, il passo successivo é quello di fare delle predizioni sulle
proprieta fisiche dei superconduttori. Discuteremo 1’estensione del modello
agli stati eccitati e a temperatura finita. Il metodo utilizzato per trovare
gli stati eccitati € simile a quello usato nei superfluidi, cioé attraverso la
trasformazione di Bogoliubov.

L’idea & quella di considerare |¢)pcg) come stato di riferimento e di con-
siderare eccitazioni a bassa energia relativamente a questo stato. Il metodo
é basato sull’approssimazione:

Pl P~ (Pl pos Py + PPy sos (2.8.135)
otteniamo cosi I’hamiltoniana efficace:

H= (e — 1) Cl,Cho =91 > ((P,DBcst/ + 15,1<Pk/>305). (2.8.136)
ko Kk’

Poiché:

A=g> (Ppes . A =lg1> (Pl)ses (2.8.137)
k k

possiamo scrivere:

=Y (=) Cl,Cro =3 (A" (Con Cir) +A (CL 1Y) ) (28.138)
ko k
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questa hamiltoniana é quadratica negli operatori Ce puo essere diagonaliz-
zata facilmente. Il modo piu semplice per procedere & di scrivere:

a= e en) (U5 L) () e

—k}
= A
M(-A) = (FF > . 2.8.140
(=4) (‘A* —(ex — ) ( )
Gli autovalori di M(—A) e M(A) sono gli stessi:
Bo=\(ex—p?+I|AR , E,=-E; , Ey (2.8.141)

¢ la legge di dispersione di Bogoliubov per le eccitazioni sullo stato
BCS. Queste eccitazioni sono chiamate "quasi-elettroni” o "coppie di Cooper
spezzate”.

Conoscendo gli autovettori di M(—A) & immediato riscrivere H in for-
ma diagonale. Introduciamo la trasformazione unitaria U che diagonalizza

M(—A):

UtM(-A)U = <%’“ _%}) (2.8.142)

U= (ufk ZZ) (2.8.143)

Ut = (15: _uz;k> (2.8.144)

uUt=U'U =1 (2.8.145)

H= i (C‘ZT C’_m) UUt M(-A)UUT (5’1) (2.8.146)
k _

possiamo quindi introdurre gli operatori fermionici be bl che diagonalizzano
I’hamiltoniana: . R
b C
<AT’“T ) =yt < vl ) (2.8.147)
b C
—kl “kl

IA)M =uj C]fT — vy, C;kj, (2.8.148)
bT—ki = v Cm + ug CT—kJ,

o esplicitamente:

e I’hamiltoniana diventa:

!
=% (Ek bl bur — Eib_yy Biki) (2.8.149)
k

’ /
= —ZEk +ZEk (ZA);LT BkT"‘BT_m ZA),M) (2.8.150)
k k
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o semplicemente, riportando ’energia del vuoto a zero:
/
7= E (bLT by + 01, b_ki) . (2.8.151)
k

Qual ¢ il significato fisico di questi operatori? Si noti che la trasformazione &
unitaria, e questo fa si che le relazioni di commutazione rimangano invariate:

{Bros Bl } = Okt (2.8.152)
{Blos Bl } =0 (2.8.153)
{B,w, Bk,(,/} —0. (2.8.154)

Inoltre le particelle create e annichilate da questi operatori non sono presenti
nello stato |[Ypcs):

{bm [¥Bes) =0 (2.8.155)

b_ky [¥Bcs) =0
infatti:
*Chr — 02 CT frCLOT ) 1) = (u)2Crer — (v1)2CT, CLCT, ) |0
upCrr — 0 CLy ) (up +vpCrCLy ) 1) (u)“Crr — (V) "CLy O Ol ) 1) +

+ (quZOkTCA']ZTCA’T_m - Uzuzéiki) ‘Q>

(2.8.156)
= ujvf (éi,w - C’im) 1)

(2.8.157)
— 0. (2.8.158)

Lo stato |[¢pcs) € lo stato di vuoto per queste pseudoparticelle. Gli stati
eccitati corrispondono a statia 1,2, ... pseudoparticelle BLT |YBes). Nel caso
di un gas di Fermi normale, possiamo eccitare il sistema facendo transire una
particella dallo stato a energia negativa (rispetto a = €p):

EM =¢ —p (2.8.159)
hQ
2

N kF(k —kp) <0 (2.8.161)

(n)

a uno stato con energia positiva E,; = € — it > 0 con un dispendio di ener-
gia AE(™) = E](;) - E]in) piccolo a piacere (k ~ k'). Non ¢’¢ gap energetico.

Nel caso BCS, la legge di disperisone é:

Ep = +v/(ex — )2 +|AJ2 (2.8.162)
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\ A By
C 2/ /
L A
K

N\

N\

Figura 2.25

vedi la figura 2.25.
Dalla figura 2.25 possiamo notare:

1. Energia di un (quasi)elettrone con k < kp.
2. Energia di un (quasi)elettrone con k > kp.
3. Energia di una (quasi)lacuna con k < kp.
4. Energia di una (quasi)lacuna con k > kp.

Per un (quasi)elettrone, vgruppo > 0; per una (quasi)lacuna, vgruppo < O.
Quindi per creare una buca (spezzare una coppia di Cooper) e una pseudo-
particella con Ey > 0, si ha un dispendio minimo di energia pari a: 2|A| <>
gap di energia BCS < valore di aspettazi_‘one delle (Zoppie di Cooper. (Per

la conservazione della quantita di moto Ky = —K,; = Ky = K, ).
Vediamo ora 'andamento di:
1 €L — 1 €L —
2 k— MK 2 k— K
=—(1- =_ (1 2.8.163
[oel” = 3 < Er > o wlt =5 ( t R ) ( )

raffigurato in figura 2.26.
In cui possiamo notare:

e Per k — kr > 0: Voperatore di distruzione di un elettrone é:
by = upCry — viCl L, ~ uiCiy (2.8.164)
I’operatore di creazione di un elettrone é:
by = vkCiry — weCT | ~uipCT (2.8.165)

per questo motivo le pseudoparticelle sono chiamate "pseudoelettroni”.
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Figura 2.26

e Per k — krp <« 0: Voperatore di distruzione di una lacuna é:
bt ~ —viCT L (2.8.166)

I'operatore di creazione di una lacuna é:

b 4, ~ vkCiy. (2.8.167)

Gli operatori b e b sono quindi un mix di operatori di creazione di elettroni
e di lacune: gli stati che creano non sono né elettroni né buche, ma una loro
sovrapposizione quantistica. Quindi i quasieletroni non hanno una carica
definita. Infatti, u; e v hanno un’interpretazione probabilistica. Dato lo
stato ad una pseudoparticella:

b+ [¥Bes) = urCly Wpes) — vl [¥Bes) (2.8.168)

lug|? & la probabilitd di trovare un elettrone se si effettua una misura di
carica, |vg|? & la probabilita di trovare una buca (e*). Si ha ancora una
interessante analogia con la fisica delle particelle elementari: i mesoni K°
e K (kaoni) sono formati da una coppia di quark ds e sd. Essi sono au-
tostati dell’interazione forte (sono distinti) e sono prodotti attraverso I'urto
di protoni su un target, ma non sono autostati dell’interazione debole che
non conserva il numero quantico di stranezza. Mentre si propagano si hanno
oscillazioni K0 ¢» K.

2.8.7 1l gap di energia a temperatura finita

A temperatura finita T', le quasiparticelle hanno un numero di occupazione
dato da:

1 PO

(bt = g = FB) .+ Gonbl ) =1-f(E)  (28.169)
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dove il primo rappresenta la distribuzione di Fermi-Dirac. Poiché:
C b N\ (b
A =u ) = ( Uk “g) T (2.8.170)
CL,Ci b_M —v U b—k¢

allora:

Ci = kbt +vpb’ e . A ) (2.8.171)

e possiamo calcolare:

<C’fk\1,ékT>T = <<_UZBLT + Uki),]ﬂ) (ukl;m + UZ[A)T_ki)>T (2.8.172)
= <_U]:uki);rc#;k¢ + ukvzg—kiy—kﬂT (2.8 173)
= vpuy (—f(Ex) + 1 — f(Ey)) (2.8.174)
— wiug (1= 2f(Ey)) (2.8.175)
quindi:

A(T) = |g Z@fmémﬁ (2.8.176)

k
= g1 > wgvi (1 — 2f(Ex)) (2.8.177)

k

che generalizza il risultato per T' = 0. Poiché, in prima approssimazione:

A

= 2.8.1
URVy SToREN (2.8.178)
con:
!
A 2
A = — 1l - 2.8.179
’9‘22]_«7 ( eﬁEk+1> ( )
B BTk
= |g| (2.8.180)
Z 2By, ﬁEk +e >
E,
= —— tanh . 2.8.181
’gzkjwk an <2k:BT> (2:8.181)
Procedendo in modo simile al caso T" = 0:
\g\/ (E(€)>
tanh 2.8.182
hewp 2kpT ( )

)
1= A/OMD Edé) tanh <2k;%> (2.8.183)

dove abbiamo § = € — u, E(§) = /& + |A|?> e A = |g|D(er). Abbiamo
ottenuto quindi ’equazione per il gap A(7T) nella teoria BCS.
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2.8.8 Temperatura critica

Una stima della temperatura critica 7T si ottiene sostituendo ' = Tr., A(T¢) =
0e E(€) = ¢ in (2.8.183):

hwp df 5
= - 2.8.184
1 )\/0 ¢ tanh <2/€BTC> (2.8.184)
ﬁcm d
- )\/ ’ 5 tanh (2) (2.8.185)
0

per dare una stima dell'integrale fé’ %dz (per y > 0), integriamo per
parti:

¥ tanh vl
/ Mg = log y tanh y — / L;ydz (2.8.186)
o % o cosh” (2)

< logz
~1 — — 2.8.187
o8y /g cosh? (2) ( )
=logy — (—’y + log (%)) (2.8.188)

4

= log <y e’ 7T) (2.8.189)

dove v = 0.577... ¢& la costante di Eulero-Mascheroni. Quindi:

BetP tanh 2z

/ ; dz ~ log (AhwpfB.) (2.8.190)

0

1.13 Awp
~1 - = 2.8.191
og ( T, ) ( )
in cui abbiamo:

v

A= kpT. ~ 1.13 hwp e 1/, (2.8.192)
™

Prendendo il rapporto con A(0) ~ 2wp e/

A(0)
kT,

2
T3 = L6 (2.8.193)

che da una stima di A(0)/kpT. indipendente dal cutoff Aiwp. A(0) e T,
possono essere misurati sperimentalmente in modo indipendente e il rapporto
A(0)/kpT. misurato varia da 1.6 a 2.3 nei superconduttori "tradizionali” con
una distribuzione che si addensa molto all’interno del valore teorico (2.8.193).
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2.8.9 Dipedenza del gap A dalla temperatura
Dall’integrale:
1 [ferd 1
- % tanh ( B
Ao VE+IAP 2
A(T) pud essere determinato numericamente. Per i superconduttori con

kpT. < hwp, |A(T)|/|A(0)| é una funzione universale di T'/T, che decresce
monotonicamente da 1 a 7' = 0 fino a zero per T' = T,. Abbiamo:

€2 |A]2> =1 (2.8.194)

e Vicino a T' = 0, la variazione & molto lenta, poiche e=2/*58T) ~ (¢ la

tangente iperbolica ~ 1: A(T') ¢ essenzialmente costante fino a quando
un grande numero di pseudoparticelle é stato eccitato termicamente.

e Per T ~ T,., A(T) scende a zero con tangente verticale |A(T)| o

\J1-— % (T ~ T,). Il comportamento critico di tipo radice quadrata é
una caratteristica di tutte le teorie di campo medio.

Vedi le figure 2.27 e 2.28.

Figura 2.27

2 Indium
10 __'_....,-.-n.:ir_,‘q.oaoa-gfﬁ_;?g“‘ e :-!I._I:ad
AM e s
! ™
) N5
ol
0.4} e\’n
0.2 \‘
|
0 02 o04_ 06 08 10

Figure 1 0.7. Variation of the measured energy gap &,(T) with lempeeature.

Figura 2.28
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2.8.10 Densita degli stati

Le pseudoparticelle BCS sono fermioni creati dagli operatori lA);rC . € byo. Tali
operatori sono legati a CA’,l' - € é’kg attraverso una trasformazione unitaria.
Possiamo quindi ottenere la densita degli stati Dpgcg nell’intorno dell’energia
di Fermi come:

Dpcs(E)dE ~ D(ep) d(e — p) (2.8.195)
_ d(e — p)
= D(er) = g5 dE (2.8.196)
con:
_ EAVERYNP) _
E(e—p) = (e= ) + 14| per €—p<0 (2.8.197)
(e —p)?+|AJ]2 per €—pu>0

e invertendo queste relazioni:
—E? —|A]? per E < —|A]
€(E)—p=<x0 per —|A|<E<|A| (2.8.198)
VE?—|A]? per E > |A|

si vedano le figure 2.29.

E

TN

(a)

Figura 2.29

Stiamo considerando il ramo 1 e 2 dei quasielettroni nella figura 2.25. Si

ottiene:
E
— per E < —|A]
E2_|A|2
dle—p) | VFA
\/%W per E > |A‘

Vedi la figura 2.30.
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D[fp)

\ 7/

////
/14 |
/ 1A ‘rlAl &

Figura 2.30

2.8.11 Andreev scattering

Un ulteriore conferma dell’esistenza delle coppie di Cooper e del gap di ener-
gia si ottiene attraverso lo scattering di elettroni nel passaggio tra un metallo
normale e un superconduttore.

Consideriamo un elettrone che si muove nel metallo (n) con impulso k,
energia € e la terza componente di spin 0. Se I’energia € ¢ minore di |A|+
€r, allora l'elettrone non dovrebbe potersi propagare nel superconduttore
(assenza di stati accessibili) e dovrebbe quindi essere riflesso all’interfaccia
n/s. Vedi le figure 2.31 e 2.32.

l /\
|

Y \\\
VY

l \
N

=1

Q
\\

Figura 2.31

Il superconduttore si comporta come un isolante. Nell’'urto si conserva
la carica, I'energia e lo spin, mentre I'impulso non si conserva. Andreev (nel
1964) osservo che nei superconduttori un altro processo ¢ possibile: 1'elet-
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Figura 2.32

trone pud combinarsi con un altro elettrone nel metallo con impulso —k e
spin —o per formare una coppia di Cooper e propagarsi nel superconduttore
sottoforma di supercorrente. Si veda la figura 2.33. Nel conduttore norma-
le rimane perd una lacuna con carica 4+e, momento E, spin o e velocita di

gruppo:

2m m

ok

\\\

Qoo
400

A

%
e,k
%

¢

..(_I[E?/

o

Figura 2.33

D (Yt

(2.8.200)

Un’evidenza diretta di questo tipo di scattering si puo ottenere iniettando
una corrente all’interfaccia con un superconduttore. Poiché la lacuna che
torna indietro trasporta carica +e¢, la corrente che passa nel superconduttore
per effetto tunnel risulta essere il doppio rispetto a quella ottenibile per

A =0 o per e > |Al +ep.
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2.8.12 La corrente

La corrente trasportata dallo stato |¢pcg) € zero. Infatti:

- hk T o .
Js =2 [Nt = N | (2.8.201)
k
js = (¥pesljs PBes) (2.8.202)
hk .
= m <<NkT>BC’S - <N—k¢>BC’S> (2.8.203)
k
I
= (o — o) (2.8.204)
k
=0. (2.8.205)

Bisognerebbe dimostrare che il gap di energia esiste anche quando le coppie
di Cooper si muovono collettivamente:

lpcs)  — )¢BCS7 @> (2.8.206)

dove:
vnos, @) = [T (v +0iCli1C  haqy) 19) (2.8.207)
k

questo stato corrisponde ad una soluzione consistente di campo medio del-
I’hamiltoniana BCS con:

AQ = |g| Z(é—k%m ék+Q,T>BCS (2.8.208)
k
A*Q = 191> (Cl 04 Chrio ) BOS (2.8.209)
k

I’hamiltoniana isultante puo essere diagonalizzata e le eccitazioni di quasi-
elettroni sopra questo stato possiedono una legge di dispersione "deformata”,
ma vi é ancora un gap di energia:

2R Qkp
—

AE ~ 2|Ag| — (2.8.210)
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Effetto Hall quantistico

3.1 Introduzione

L’effetto Hall classico fu scoperto dal fisico americano Edwin H.Hall nel 1879.
Consideriamo un nastro conduttore lungo e sottile percorso da una corrente
I, come quello in figura 3.1. Se immergiamo questo sistema in un campo
magnetico perpendicolare al nastro, gli elettroni vengono sottoposti alla forza
di Lorentz che tende a farli deviare verso uno dei due bordi. L’effetto di
questo movimento é la comparsa di una differenza di potenziale trasversale
Vi (o imponendo V si ha I). Vi & legata alla resistenza di Hall:

_Va

Ey 7

(3.1.1)
che, come vedremo, & proporzionale al campo magnetico che ’ha prodotta.
Questo fenomeno ha avuto notevoli applicazioni pratiche e in particolare é
stato sfruttato per costruire sonde in grado di misurare campi magnetici
attraverso semplici misure di tensione elettrica.

Nel 1980, poco pitt di un secolo dopo la scoperta di Hall, il fisico tedesco
K.von Klitzing noto che i sistemi (~ 2D) a bassissime temperature (qualche
grado Kelvin) e in presenza di campi magnetici intensi (dell’ordine di 10
Tesla o piu), la resistenza Ry ha un comportamento radicalmente diverso
da quello classico o 3D (spessore piccolo, ma non trascurabile); quando si
riduce di una dimensione il sistema e gli effetti quantistici sono dominanti a

o : o \/\u
=l © o o
7 o — v
E = ; 4
4 ..,.J a4 \—D
B X
Figura 3.1

137
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causa delle basse temperature, si crea un gap tra uno stato eccitato e ’altro
molto ampio.

In queste condizioni estreme, lo spin ‘e completamente “congelato” e Ry
non varia pitt con continuita rispetto al campo magnetico applicato, ma
assume soltanto un insieme discreto di valori:

h 1
RH:72= — R , velZ (3.1.2)
ve v
con Ry, costante di von Klitzing. Questo andamento universale é stato veri-
ficato sperimentalmente con precisioni ~ 1077,

La spiegazione teorica di questo fenomeno fu proposta da R.B. Laughlin
che, nel 1981, forni una brillante interpretazione dei dati sperimentali basata
sulle proprieta quantistiche universali che i singoli elettroni hanno quando
sono confinati in due dimensioni e in un campo magnetico perpendicolare.

In queste condizioni, come previsto da Landau nel 1930, gli elettroni pos-
siedono uno spettro discreto descritto da un opportuno oscillatore armonico:
il numero di livelli completamente occupati é proprio il numero quantico in-
tero v trovato da von Klitzing (premio Nobel nel 1985). Da alcuni anni, per
la sua precisione straordinaria, viene usato come standard per le resistenze.

Nel 1982 Tsui, Stormer e Gossard scoprirono 'effetto Hall frazionario:

1
Ry =— Ry, (3.1.3)
v
con v frazionario.

La resistenza e la resistivita p sono legate dalla relazione R = pL/A, dove
L ¢ la lunghezza del campione e A ¢ la sua sezione. In un ipercubo di lato

L:
L _
R=pop = p LEZ~P) (3.1.4)

2D ¢ quindi un caso speciale perché qui R ¢ invariante di scala (e2/h)R &
adimensionale. Questo fatto ¢ importantissimo per I'universalita dei risultati:
non c’é bisogno di misurare le dimensioni del campione con una precisione
107 per ottenere la resistivita a quella precisione.

3.2 Effetto Hall classico

L’equazione del moto di un elettrone di carica —e, massa m e velocita o,
soggetta alla forza di Lorentz dovuta a un campo magnetico B é:

dv .
mdiz = —eUx B (3.2.1)



3.2. Effetto Hall classico 139

.....

moto € confinato nel piano xy e il problema é bidimensionale. Se infatti
moltiplichiamo scalarmente per B:

dv =
m B=0 (3.2.2)
cioé T - B & costante del moto < v, = 0 costante.

Dette x; e v; le coordinate (1 = z, xo = y) e le componenti della
velocita della particella (vi = vy, v2 = vy,), possiamo introdurre il tensore
antisimmetrico: €;; con €17 = €22 = 0, €12 = €21 = 1; le equazioni del moto
diventano:

dUZ‘

m—2=

dt

dove w, = eB/m ¢ la frequenza di ciclotrone o di Larmor. L’equazione
precedente si scrive nella forma:

= —eBe€jjv; = —mw € v; (3.2.3)

%(pi +muweeji) =0 (3.2.4)
che mostra che il problema possiede due costanti del moto. Possiamo definire:

Qi = pi + Mwe€ij T , 1=1,2. (3.2.5)
Introducendo la combinazione complessa:

p=p1+ip2 (3.2.6)

possiamo vedere:

= P2 = (W P2 P . ;
& = ~wers = ilivepy) Y iap = o) = pre
ZW = W P1 t
(3.2.7)
percio, dividendo per m e integrando la velocita:
x(t) = z1(t) +ixa(t) (3.2.8)
twet
e . (3.2.9)
we we

Il moto della particella é circolare uniforme con velocita angolare w, e raggio
vom/eB. Se ora accendiamo un campo elettrico E costante, parallelo al
piano xy. L’equazione del moto diventa:

mdi; = —eUX B¢k (3.2.10)
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o in forma complessa con E = Ey + iFs:

d .
dit? =iw.p — ek (3.2.11)
E
= iw, (p - ,e> (3.2.12)
we
d¢ el
— =1 =p—-— 3.2.13
= % iwe & , <§ P iwc> ( )
da cui ricaviamo, integrando:
p
t) = — 3.2.14
v(t) = ( )
—vet + —° F (3.2.15)
1MW,
- E
= vg et + B (3.2.16)

Il primo termine indica la componente che ruota, il secondo termine ¢ la
velocita di trascinamento vy degli elettroni dovuta al campo elettrico e quindi
la densita di corrente &, indicando con n. la densita di elettroni:

. E
j = —eneur = —en, B (3.2.17)
in componenti:
E E
Je=—ene =2 | jy=ene—. (3.2.18)

B B
Quindi la densita di corrente & ortogonale al campo elettrico: questo €
I’aspetto caratteristico dell’effetto Hall.
In generale, in un conduttore qualsiasi, esiste una relazione lineare tra la
densita di corrente e il campo E che si puo scrivere nella forma:

Jy Oye  Oyy) \Ey
<Ex> _ <,0xz pzy) <]a¢> (3-2-20)
By Pyz  Pyy/ \Jy
dove possiamo notare la matrice legata alla conduttivita e quella legata alla
resistivita; nell’effetto Hall si ha (siamo nel vuoto o in un conduttore ideale)
Ozz = Oyy = 0, pzz = pyy = 0 e la conduttivita di Hall é:
nee
B
In un conduttore a forma di nastro, indicando con L la larghezza del nastro,

con V, = —E,L la caduta di potenziale tra i bordi del nastro e con I, = j, L
la corrente nella direzione = del nastro, possiamo scrivere:
I, gL e B

Oy = — = = Ne — — RH:
Vv, E,L °B ene

OH = Oyy = —Ogy = Jz = —ouk,. (3.2.21)

(3.2.22)
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Fig. 2.5, Schematic difference between the Hall effect in three and two dimensions.

Figura 3.2

Hall Resistance, Ry (W/e?)

Resistance, R

10 2
Magnetic Field (T)

Fig. 2.7. Overview of Hall and longit i Ry and R, respectively. (No plateau is
associated with / = 1/2.) Source: H. L. Stormer, Rev. Mod. Phys. 71 875-889 (1999). (Reprinted
with permission.)

Figura 3.3

con Ry = pgy. 1l risultato ottenuto si lega all’affermazione iniziale secondo
cui in un sistema classico Ry cresce linearmente con l'intensita del campo
magnetico applicato. Nel grafico 3.2 si puo notare che p,,. é zero sul plateau,
ma ha un picco nella transizione tra un plateau e l'altro.

3.2.1 I livelli di Landau

La comparsa della costante di Planck h nella formula per Ry di von Klitzing
evidenzia la natura quantistica di questo effetto. Come per i supercondut-
tori, consideriamo il caso pit semplice: 'hamiltoniana per un elettrone non
relativistico (di carica —e) che si muove su un piano con campo magnetico
perpendicolare é:

j (P + eA)2 (3.2.23)

2m

dove P ¢ il momento canonico/fisico, mentre eA rappresenta 1’accoppiamen-
to con il campo magnetico esterno. C’¢ una differenza di convenzione nella
definizione dell’accoppiamento minimale, tra quella che & la convenzione di
Laughlin e quella che abbiamo utilizzato per i superconduttori, cioé una
differenza di segno che puo essere assorbita scambiando la funzione d’onda
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della materia con la sua coniugata. Se il campo magnetico & costante, il
potenziale vettore A (6 X A= BZ) ¢ lineare nelle coordinate x, y. Questo
implica che l'equazione (3.2.23) sia ’hamiltoniana di un oscillatore armonico
(in una dimensione o due, a seconda della scelta di gauge che stiamo facendo
per ff) e puo essere diagonalizzata in modo esatto.

L’equazione di Schrédinger H 1) = E é invariante per trasformazioni di
gauge, a causa della presenza di B:

AP — A(7) + VE(T) (3.2.24)
W) —> e Ry, (3.2.25)

I calcoli sono spesso eseguiti fissando il gauge, in base alla geometria del
problema. I due gauge piu popolari sono il gauge di Landau (per un di-
spositivo a nastro) e il gauge simmetrico (per un dispositivo ad anello). Le
autofunzioni sono molto diverse ma legate, per sistemi di taglia infinita, da
una trasformazione unitaria. Molte delle proprieta essenziali del problema
possono essere derivate in modo indipendente dal gauge.

3.2.2 Gauge di Landau

Il gauge di Landau ¢ A= B(-y,0,0), dove si nota che la componente x &
proporzionale a y e la costante di proporzionalitd ¢ B. Dato che con questa
scelta di gauge A dipende solo da y e non da x, I’hamiltoniana non contiene
x, ma pud eventualmente avere il suo momento coniugato, quindi commuta
con p;; questo implica che p, = Ak, ¢ un buon numero quantico e la funzione
d’onda totale ha la forma:

n(z,y) = e* (y). (3.2.26)

Conviene introdurre le seguenti quantita adimensionali, dove [ ha le dimen-
sioni di una lunghezza:

h
l =4/ — 3.2.27
B (3.2.27)
_lpy _
Py =5 =
— (3.2.28)
y = 1/ (y— Lok \/ﬁlefB(eBy—hk:x)
=V heB
B, (3.2.29)
heB = (eBy — hky)
I’hamiltoniana diventa:
1 2 2
A= [(py) + (kg — eBy) ] (3.2.30)

[ 500 (=) (3231)
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Fig. 3.2. The Fermi sea splils into equally spaced, degencrate Landau levels upon the application of
a magnetic field.

Figura 3.4

i livelli di energia quantizzati (autovalori di H ) sono quindi E,, = hw, (n + %)
conn =0,1,2,...; ’energia cinetica é quindi quantizzata e, in quanto tale, é
impossibile per un elettrone confinato in un certo livello di Landau variare in
modo continuo la sua energia cinetica. Quindi la conservazione dell’energia
vincola il moto dell’elettrone su linee equipotenziali. Si ricordi che il campo
magnetico non compie lavoro, quindi non induce una variazione di energia
cinetica. m = 0 ¢ il primo livello di Landau (lowest) e n = 1 ¢ il secondo
livello di Landau e cosi via. Vedi la figura 3.4.

Quindi, inserendo un campo magnetico, si passa da un continuo a un
numero discreto infinito di stati accessibili; ogni livello di Landau associato
a queste linee orizzontali é infinitamente occupato, se il sistema ¢& di taglia
infinita. Si nota che:

e [’energia non dipende da k,. Autostati che differiscono solo in k, e
non in n, sono degeneri.

e La posizione del centro dell’oscillatore dipende da k. Infatti le auto-
funzioni sono:

gy = N eFe® exp{—; (% - ucx)Q} H, (% - ka) (3.2.32)

lungo la direzione x ho un’onda piana, mentre lungo la direzione y

I’elettrone € localizzato e la traiettoria é una linea retta centrata in

y = 1Pk, = yo(k,). Cambiare k, significa spostare la traiettoria verso

I’alto e verso il basso; possiamo vedere i momenti nello spazio delle

coordinate. Se la direzione x é periodica con lunghezza L., allora:
27

ho=Fne o, me =041 (3.2.33)

e i centri delle gaussiane sono distanziati di:

27l?

A p—
Yo I,

(3.2.34)

Raffigurati in figura 3.5.
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Figura 3.6

3.2.3 Degenerazione e fattore di riempimento

Introducendo un campo magnetico ortogonale al dispositivo, siamo passati
da un continuo di livelli energetici a un discreto (livelli di Landau): il livello
n = 0 (quello dell’oscillatore armonico) diventa infinitamente popolato se il
volume del dispositivo ¢ infinito, ma nel caso in cui questo sia finito, dato che
i momenti corrispondono a posizioni, posso dedurre che ogni livello di Landau
non sia infinitamente popolato, ma avra una degenerazione, cioé un numero
di stati accessibili massimo. Nel gauge di Landau, gli orbitali degeneri sono
etichettati dai numeri quantici k, e n = 0,1,2,.... La degenerazione per
unita di area € la stessa in ogni livello di Landau, ma dipende dal campo
magnetico B. Per trovare la degenerazione consideriamo una geometria ad
anello, come in figura 3.6.

Imponiamo le condizioni periodiche sull’onda piana, allora e*=(*+Lz) —

e*2® ¢ goli stati permessi sono quindi k, = 2#%“;; poicheé il centro della

gaussiana si trova a y = yo = k,l?, solo gli stati con 0 < yg < L, sono
permessi. Per yo = L, abbiamo:

L 2 L,L,
= ke = T pmaz _, pmaz _ Y (3.2.35)
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ng% & quindi il numero di stati nell’area L, L, e la degenerazione per unita
di area é:
nmnar 1 eB B P

z = = = — H max = —. 3.2.36
L.L, 272 h2t  ¢o " (3.2.36)

Aumentando B, aumentano gli stati disponibili; ¢g € un quanto di flusso ma-
gnetico. In un livello di Landau ci puo stare al pitt un elettrone per quanto
di flusso elementare.

Il fattore di riempimento é definito come:

_ Ne®o _ Ne Ly Ly _ # elettroni (3.2.37)
B BL,L, H#quantidi flusso o

diminuendo B, v aumenta: si alza cosi il livello di Fermi. v = 1 ¢ il primo
livello di Landau pieno, v = 2 ¢ il secondo livello di Landau pieno; & =
BL,L,. Sostituendo B = ""‘—fo = ”fyh nell’espressione per Rp:

B nh 1l &
Ry=—=" = (3.2.38)

ene ev en, ve2

i valori di Ry osservati sperimentalmente in corrispondenza dei plateau, sono
(per leffetto Hall intero):

Ry=— ., n=12,... (3.2.39)

é come se il sistema, in corrispondenza dei plateau, avesse fattore di riempi-
mento v = intero, anche se B sta variando!

Le transizioni tra un plateau e l’altro avvengono in corrispondenza di
B,; pze ¢ molto piccolo, diminuisce di un fattore 10713 e ha picchi in
corrispondenza delle transizioni tra plateau. Vedi la figura 3.7.
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3.2.4 Splitting dei livelli di energia

Quando il nastro é percorso da una corrente I, si manifesta una differenza
di potenziale tra i due bordi AV = —FE, L,. Studiamo quindi I'effetto del-
I'inserzione di un campo elettrico F,. L’hamiltoniana di singolo elettrone
diventa:

H — H+eyE, (3.2.40)
e nel gauge di Landau assume la forma:
- R? d? W2 9
i - wP s, [or= o] G241
dove yo = 1%k, = e%kx' Questa ¢ ancora I’hamiltoniana dell’oscillatore
armonico e ridefinendo il centro del sito di Landau yg — %o = yo — :;2—;,’1, si
ottiene: ‘
N R az W? m E?
H=|———5+my—1)°+eByiolks) + = —2 3.2.42
[ 2mdy2+2m(y o)~ + eEygo( :c)+232 ( )
lo spettro risulta quindi:
1 _ E;
Enk, = hw, <n + 2) +eEy go(ks) + %B—g (3.2.43)

Lo spettro dei possibili livelli di energia del sistema dipende ora da entrambi
i numeri quantici n e k;: il campo elettrico E, rimuove completamente la
degenerazione dei livelli di Landau. L’energia dipende esplicitamente dalla
coordinata go(kz) del sito di Landau. Vedi la figura 3.8.

Per B > F, lo splitting dovuto a £, ¢ pero trascurabile rispetto a hw. =
% di solito si trascura la possibilita di avere livelli degeneri con n diverso.
Nella geometria considerata, bisogna anche tener conto della deformazione
dei livelli ai bordi del sistema:

e Poiché momenti di campo magnetico corrispondono a posizioni, i punti
di intersezione tra il livello di Fermi e i livelli deformati di Landau cor-
rispondono alla superficie di Fermi: canali di conduzione in prossimita
dei bordi (canali di Landauer).
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m

Figura 3.9

Gli elettroni si muovono in canali quasi 1D, in questo caso si ha un tipo
di conduzione chiamata "balistica” (Landauer), simile alla trasmissione
di fotoni in guide d’onda; é per questo motivo che la resistivita p,, sui
plateau & quasi nulla e le correnti possono persistere per decine di
minuti in conduttori di questo tipo; sono descritte da teorie chirali
(conformi) in 1+1D.

La conduzione balistica differisce dalla superconduttivita per I'assenza
dell’effetto Meissner.

e Questa proprieta spiega il fatto che pz ~ 0, ma non la presenza dei
plateau: per osservare la formazione di questi ultimi € necessario che si
introducano le impurita nel sistema. Queste impurita contribuiscono
allo splitting dei livelli di Landau anche a £, = 0 e generano degli stati
localizzati tra i livelli di Landau.

Aumentano il fattore di riempimento, per esempio diminuendo B, elet-
troni si spostano su stati localizzati e non partecipano al trasporto della
corrente v = costante.

Puoi fare riferimento alle figure 3.9 e 3.10.

3.2.5 La formula di von Klintzing

A questo punto siamo in grado di derivare la formula di von Klintzing Iy =
v<- Vi in presenza di impurita. Ci concentriamo sul caso v = 1. Per Ej, = 0,
classicamente) il campo magnetico fa ruotare gli elettroni su orbite circolari

lassi te) il p gnetico f tare gli elettroni bite circolari
con frequenza w,.. Vedi la figura 3.11.

Si ha quindi trasporto netto di corrente solo sui bordi e se Vi = 0 le due
correnti sono uguali e di segno opposto <+ Iy = 0. Se FE, — costante, la
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legge di dispersione per il primo livello di Landau é:

dkdzszkz=:ch+eﬂdkﬂﬁk%—zl<§§>2 (3.2.44)

jo(ke) = Phy — ;ijg (3.2.45)
vT__<§§>2 (3.2.46)

la velocita di gruppo nella direzione x é:

Vg, = ;a;(lix) (3.2.47)

_ % 617;]2’;30) (3.2.48)

= %12 (3.2.49)

E
= Ey (3.2.50)
=ur (3.2.51)

coincide cio¢ con la velocita di trascinamento ed ¢ indipendente da k..
Consideriamo ora il caso in cui, a causa della presenza di impurita F, =

E, (y):

hoo o m (B
ko) = o + By i) + 7 (22 (.25
con go = Po(kz). Anche in questo caso:
1 Oe(ky)
= - . 2.
Uk, = ok, (3.2.53)
La corrente trasportata dal dispositivo ¢, con 7, = 1 probabilita che lo stato
k, sia occupato:
dk, (1 0e(ky)
Ig=— — .2.54
H 6/27r <h am)m‘fl‘ (3:2:54)
Ly
= f% ¢ (3.2.55)
0
e
= —= (L) = u(0)] (3.2.56)
o2
= EVH (3.2.57)

(potenziale chimico = energia potenziale); nel caso con v generico:

Moy — Ul (3.2.58)
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Figura 3.12

(2v canali di Landauer) e il risultato diventa:

2

IH:V%Wh. (3.2.59)
Abbiamo cosi dimostrato la validita della formula di von Klitzing anche
in presenza di disordine. La presenza di stati localizzati nel bulk é pero
importante per fare in modo che il potenziale chimico vari lentamente con la
densita degli elettroni (campo magnetico/stati accessibili): gli elettroni "in
eccesso” vengono catturati dalle impurita e non partecipano alla conduzione.
Questo permette di poter misurare un valore universale per la conduttivita
con precisioni dell’ordine di 107!°. La presenza dei canali di Landauer &
essenziale per la consistenza dei risultati (0, = pze = 0) anche in presenza
di interazione tra gli elettroni.

3.3 La carica delle pseudoparticelle e il "Gedanken
experiment” di Laughlin

Consideriamo un dispositivo di Hall a forma di disco. Immaginiamo di inse-

rire al centro del disco un flusso magnetico ® che incrementiamo adiabatica-

mente da 0 a ® = h/e. Vedi la raffigurazione 3.12.
Per la legge di Faraday, un cambiamento di flusso magnetico induce un

campo elettrico:
S 0P
%dl E=—— (3.3.1)
r

dove I' & il cammino chiuso attorno al tubo di flusso. Poiché non vi & dissi-
pazione e Ogy = Oyy = Pz = Pyy = 0, il campo elettrico induce una densita
di corrente:

E=puyj X2 (3.3.2)
= (P:cyjya 0,0)
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quindi:

pxyfrj(z X df) - —%‘f (3.3.4)

dove abbiamo usato la proprieta ciclica del prodotto misto. L’integrale a
sinistra dell’uguale rappresenta la corrente (4-¢) totale che fluisce all’interno
della regione delimitata da I':

dQ  do

dopo che un quanto di flusso ®g é stato aggiunto, la carica finale trasportata
e:

h
poyQ@=—P0 — Q= —0uyPo= "0y (3.3.6)

L’inversione della matrice resistivita cambia di segno gli elementi fuori dalla
diagonale. Poiche sui plateau:

62

oy = V— 3.3.7
s (33.7)

abbiamo il risultato () = ve. A causa di una variazione del campo magnetico
all’interno del sistema, una corrente radiale ha trasportato una carica Q = ve
verso il bordo interno al dispositivo. Il passo finale é di notare che un quanto
di flusso @ ¢& totalmente invisibile agli elettroni:

) - = 1 1
v A4l = led dy— 3.
exp{ hejgé dl} exp{ he]i 05— rdﬁ} (3.3.8)

) h
= —e2m— 3.
exp{he 7'(‘6} (3.3.9)
= exp{£2mi} (3.3.10)
con:
SA = L (3.3.11)
09y -

Rimuovere il flusso ®( corrisponde a una trasformazione di gauge (singolare)
che non ha nessun effetto fisico sugli elettroni. Poiché l'inserimento di un
flusso magnetico é costato energia (AV = veVy), il sistema si trova in uno
stato eccitato. Il bulk é tornato nello stato iniziale e lo stato del sistema
¢ completamente determinato dalla posizione della pseudoparticella (che &
passata dal bordo esterno al bordo interno o viceversa).

Nel caso dell’effetto Hall frazionario questa discussione evidenzia I’esi-
stenza di pseudoparticelle con carica frazionaria.
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3.4 Gauge simmetrico

Il gauge simmetrico si riferisce alla scelta:

A= g (—y,z,0). (3.4.1)

Introducendo le variabili adimensionali:

y = % , 2 = % (3.4.2)
P = l% , Py = l% (3.4.3
(3.4.4)
dove:
[ = e% (3.4.5)
si ottiene:
X N N
i = 7_56 - % [(—z‘;i, - Z) + (—z‘aayl + a;) ] . (3.4.6)

z=a —iy =re , z=a 4 iy = ee (3.4.7)

(3.4.8)

la ragione per cui usiamo questa definizione e non z = x’ + iy’ & che le
funzioni d’onda per lo stato LLL (Lowest Landau Level) dipendono solo da
z, a parte un fattore gaussiano exp{—izé}. Le derivate sono:

0 0 0 0 (0 0
9 ;0 0 9 ;0 5,9 (3.4.10)
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possiamo vedere le due parentesi separate (numerandole 1 e 2):

5[4t o
- 12 {_6{;/ - iaay' + :;/ + Zg;’] (3.4.13)

_ 12 <_2§Z + ;) (3.4.14)

12(1) _ 4 (3.4.15)
e
\}i fo, _ ia‘?/ N ”;/ _ Z?ﬂ (3.4.17)

_ \}5 <285z . ;) (3.4.18)

12(2) S (3.4.19)
(3.4.20)

. 1
[a,cﬂ -1 — H=dla+ (3.4.21)
Sullo stato n = 0:
alQ) =0 © \2 (; + 251) m(22) =0 (3.4.22)
— e = -Zn(z2) (3.4.23)
32777“ Z,z) = 4777"7272' -4

0 2 e 71
7 ) P =P 4.24
Slog (7)) = =5 — wlz9)= P S (3.424)

dove P(z) ¢ una generica funzione analitica in z € C (non singolare su C),
cioé una funzione intera che possiamo sviluppare sulla base {2z}, con m > 0.
A tale scopo, osserviamo che gli operatori:

. 1 /2 0 N 1 [(z 0
T~ (2 _92 —_— (= “
b= (2 262> b= (2 + 282> (3.4.25)
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commutano con a, a' e H ; in piu vale [l;, ET] = 1. Introduciamo quindi lo
stato annichilato simultaneamente da forma (3.4.24):
zZ 0

. 1
b = _— — 2— Z) =
‘0,0> 0 +— \/§ <2 + 82) ?70,()(2,2)

- (\}5 (; - ;) P(z) + \@iP(z)) e\/% =0 (3.4.26)
cioé P(2) = 1. Allora:

Ll

. 1 [z 0 1
b110,0) =10,1) +— —(Z-—2= = = 3.4.27
’ ) > \ > > 5 <2 8z> 70,0 \/izno,o Tlo,1 ( )

o in generale:

()" ()" —
A2 40,0) = 0,m) & L neo(z,7) = e (3.4.28
= 0,0) = [0, m) = 10,0(2, %) SHesT— ( )
= N0,m(2, %) (3.4.29)

La componente del momento angolare nella direzione z é:

_L_ 0 B O R D T
L_h_ 55 z s | = (bb aa) (3.4.30)

dove % é il momento angolare trasportato dalla parte olomorfa, mentre %

¢ il momento angolare trasportato dalla parte antiolomorfa; bf aumenta m,
at aumenta n, ma diminuisce m. H e L commutano e possono essere dia-
gonalizzate simultaneamente: L' = —m, conm = —n,—n+1,...,0,1,2,...
(la funzione d’onda non puo essere singolare a z,Z = 0). Vediamo:

0 0 1
/ =) — -2 m —22Z
Linom(z,z) = N <Zaz 282«) <z e 1 ) (3.4.31)
m+1 _ m+1
_ <_z —E—ma e 4 z . z) (3.4.32)
= —mno,m(z,%) (3.4.33)

dove 7o, ¢ autostato di L' con numero quantico m. Gli autostati di H' per
m e n generici sono:

BJf m—4+n Cn
In, m) = ( ) (@) 10,0) (3.4.34)

m+n s— n _
nn,m(zaz) = Nn,m (Z - 28) (Z — 28> 67% (3435)
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dove abbiamo: .

N, . = 3.4.36
o V2w 2mF20 ] (m 4 n)! ( )
che puo essere scritta nella forma piu familiare:
(7 = S ! g (7 (3.4.37)
2,Z) = e 1z — 4.
inm%) V2r \ 27 (m +n)! T\ 2
dove L™ sono i polinomi di Legendre e 72 = 2Z.
3.4.1 Lo stato v =1 a molti elettroni
Nel gauge simmetrico le funzioni d’onda a singolo elettrone sono:
= 2M e 1l (3.4.38)

(ignoreremo nel seguito i fattori di normalizzazione). Proviamo a costruire
la funzione d’onda a N particelle:

@_|1 1 e Lo e
Y o exp{ 4]z1| exp 4\2’2] (3.4.39)
1
= —(21 — 22) exp{ —~ (|21]?* + |2z2|? (3.4.40)
4
1 1 1 1 1 1
VO =21 2z 23 exp{—4|zl\2} exp{—4],22|2} exp{—4|Z3]2} (3.4.41)
22 22 22
1 % %

= {(22,2% — 23,2%) — (zlzg — 23,2%) + (2123 — 22,2%)} X

1
X eXp{—4 (Iz1]* + [22)* + |Z3|2)} (3.4.42)

3

= TGz el =3 1l (3.4.43)

= (Zl — 22)(21 — 23)(22 — 23) . eXp{éll (’21|2 + |22‘2 + |23|2)}
(3.4.44)

1
= | (2220 — 2323) + .. ] -exp{—4 (Jz1]* + [22* + |23\2)} (3.4.45)

(il segno non ¢ importante e lo tralasceremo). Gli oggetti introdotti si
chiamano polinom: di Vandermonde. In generale:

N

1
=y = H (2i — 2j) - exp 1 Z |22 (3.4.46)
J

1<j
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la probabilita non normalizzata per le particelle nel primo livello di Landau

N N
2= ZZ'—Z‘QGX —1 2il? 3.4.47
| e (3.4.47)
questo € un oggetto molto complicato: € chiaro che il termine polinomiale
diventa grande se le particelle rimangono ben distanziate. D’altra parte
il termine esponenziale tende a non farle disperdere troppo sfavorendo |z
troppo grandi.

Anche a domande semplici come "¢ la densita delle particelle uniforme?”
¢ difficile rispondere. Laughling ha sviluppato una bellissima analogia con
la fisica del plasma che chiarisce molte delle proprieta di questa funzione
d’onda.

Introduciamo una funzione di partizione ipotetica:

Z= /d%l--./d?zN\W (3.4.48)

dove Z ¢ la funzione di partizione di un problema classico di meccanica
statistica con peso di Boltzmann:

z
‘¢|2 - exp{—ﬁ Uclass} (3449)
al 1
¥ =[]z — )" exp ~1 > Izl (3.4.50)
N B N
Uciass = 52 Z <_ log |z; — Zj‘ + 1 Z ’Zk’2> (3.4.51)
1<j k
= 82U, + gUng) (3.4.52)

per 3 dispari abbiamo la corretta simmetria sotto lo scambio di fermioni
+ B = momento angolare relativo. Il potenziale 8 & per ora uguale a 1 e
coincide con la carica delle particelle che compongono il plasma.

A questo punto non ¢& chiaro perché questo sia un passo in avanti, ma
in realta lo é; il potenziale U.,ss corrisponde all’energia potenziale di un
plasma classico (2D) composto da particelle di carica § in un background
uniforme "neutralizzante”. Possiamo quindi utilizare il nostro intuito per
sistemi classici di plasma per studiare le proprieta di [1)|2.

Introducendo coordinate complesse z = (x — zy)%7 il potenziale elettro-
statico puo essere riscritto nella forma:

$(2,%) = Q (— log (’;1)) = —Qlog|| (3.4.53)
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| h
l=14/—=19. 3.4.54
eB "0 ( )

L’energia di interazione tra due cariche @) poste a distanza |z| & Uz‘(fbt) =

—Q? log |z|; vediamo quindi che il termine Ui(ﬁ) = B2 Zi]\ij(—log |zi — zj])
puo essere interpretato come l’energia potenziale di interazione di un gas di
N particelle in 2D con carica 8. Bisogna perod sempre tenere in mente che
non c’é nessun potenziale logaritmico nella nostra hamiltoniana di cui ¥ é
soluzione.

Per comprendere I'analogia con il plasma, dobbiamo considerare che la

carica () ¢ data da:

dove abbiamo:

/ A% - E = 47Q (3.4.55)
(siamo in 3D); poiché I'area della sfera & 4772 otteniamo:
=, 7
in=qh . em=Y (3.4.56)
con:
V-E=-A¢. (3.4.57)
In due dimensioni:
/ds §-E=2rQ (3.4.58)

quindi:
Ei=f . o= (-.e(L)). (3.4.59)

Per comprendere meglio il significato del termine U éN) notiamo che:

o .0 0 o .0 0

sempre con la stessa definizione (3.4.5) del parametro [. Quello che abbiamo
é cioe:

0% 9% 400

_o 0 _ 200 3.4.61
02 "o T Roz07 (34.61)

1 10 0 1
— — A—- 2__ -2 7 ZzT=——=2 3.4.62
17 = "pa g T = 2en (3.4.62)

dove: )

=——. 3.4.63
L’equazione (3.4.62) puo essere interpretata come 1’equazione di Poisson as-
sociata a una distibuzione omogenea di carica pp: ¢p(z,z) = %\2\2 cor-

risponde al potenziale associato a questa distribuzione di carica. L’energia



158 CAPITOLO 3. Effetto Hall quantistico

AN qin)

%3

Figura 3.13

potenziale di una particella con carica @ a distanza |z| dal centro del sistema
é Ug) = % |2]2.

Per evitare di confondersi, ¢ conveniente pensare a un sistema a forma di
disco (siamo nel gauge simmetrico). Per il teorema di Gauss, una particella
con carica ) all’interno di un disco con distribuzione omogenea di carica pp
posta a distanza r dal centro possiede un’energia potenziale corrispondente
solo alla carica g(r) = mr?pp contenuta in un disco di raggio r, vedi la figura
3.13, per cui:

jgdf- E =2mq(r) =2m (7‘27Tp3) —s E=rppnf (3.4.64)

r

e integrando si trova I’energia potenziale:

272 2
Qo(r)=-Q g r pp = —QWQ‘S'QQZ@ =Q ‘Z‘. (3.4.65)

Il termine:

Ui =

RS

R (3.4.66)
k

in Uqss rappresenta quindi l’energia potenziale elettrostatica legata alla pre-
senza di un background con densita di carica pg. Notiamo che 27l% & pre-
cisamente ’area che contiene un quanto di flusso. Quindi pp é esattamente
B/®g: la densita del flusso magnetico in unita di ®y:

1 P
= 3.4.67
2ml2 P ( )
con P flusso per unita di area. I plasmi sono considerati il quarto stato della
materia: a temperature molto elevate gli atomi e le molecole si scindono nelle
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loro componenti primarie, cioé gli elettroni e gli ioni positivi, formando un
gas ionizzato. I plasmi costituiscono il 95% della materia visibile dell’universo
(stelle). Esempi di plasma sulla Terra sono i fulmini, ’aurora boreale, le lam-
pade al plasma di Tesla e i Neon. Il plasma é caratterizzato da un’altissima
conduttivita elettrica che fa si che anche piccole differenze locali di densita
vengano immediatamente compensate: a causa delle interazioni a lungo rag-
gio anche piccole variazioni di densita comportano grandissime fluttuazioni
di energia. Nel nostro caso la carica di background pp é uniformemente
distribuita e imporre la neutralita del sistema implica:

1 neh
= — = =mne2nl’ = —
SR — 3 Ne 2T 5

=v

(3.4.68)
con ne densita di elettroni. Per v = 1 (8 = 1), questo ¢ ovviamente il
valore corretto per ne, poiché ogni stato a singola particella ¢ occupato e
¢’é¢ uno stato per ogni quanto di flusso. Gli elettroni possono trovarsi in
configurazioni che sono localmente random, ma variazioni di densita a grande
distanza sono trascurabili: il sistema ¢ in fase liquida.

Sappiamo inoltre che a v = 1, tutti gli stati sono occupati (un elettrone
per quanto di flusso @) e vi & un gap energetico molto grande che separa i
livelli di Landau: il liquido quantistico di Hall é incomprimibile. Possiamo
deformare una goccia di fluido solo al bordo e cioé¢ mantenendo il suo volume
costante.

ne'6+pB:0 — Te

Ritorniamo alla base di funzioni d’onda con momento angolare definito:
= 2" e )? = |22 ezl (3.4.69)

il massimo di probabilita si ha per:

a 2
gb’;" — @m 2P = P e P =0 — 2| = V2m (3.4.70)
l'area delimitata dalla traiettoria é:
1
mr? = 2mml? = m(2rl%) — @’ g = m (3.4.71)

La traiettoria classica dell’elettrone racchiude m quanti di flusso ®y. Questo
é il motivo per cui la monodromia di 1), é:

Y (26°T) = T P (2). (3.4.72)

Si faccia riferimento alla figura 3.14. Supponendo ora di aggiungere un quan-
to di flusso ®( adiabaticamente a z = 0 come nel Gendanken experiment di
Laughlin, si ha:

¢m(z) — wm—i-l = ZZ+1 6_52'2 (3473)
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cioé l'elettrone si € spostato sull’orbita successiva. Per il sistema a molti
elettroni:

1 1 ... 21 29 ... 1 1
zZ1 22 ... Z% Z% VA )

— : =Z1%22 ...

cloé:

Figura 3.15

Figura 3.14

Il potenziale classico del plasma diventa (z9 =0, 5 = 1):

N /BN N
= [ #3 (oste =04 5 21} | <1t
i<j k i=1

(3.4.76)
I’1 indica che abbiamo inserito solo un quanto di flusso. Il plasma schermera
completamente questa carica in eccesso spostando una frazione [ di carica
B su zg = 0. Poiché la carica degli elettroni & —e e non (5, questo equivale
allo spostamento di una carica @ = e/ nell'intorno di z.

3.4.2 Effetto Hall frazionario

Se m & uguale a 1, questa corrisponde alla carica di una lacuna ma, dopo
la scoperta dell’effetto Hall frazionario con fattore di riempimento v = 1/3,
Laughlin intui immediatamente che altri valori di § erano possibili ed erano
in grado di descrivere il fluido quantistico di Hall a v = 1/, con f =
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1,3,5,7,.... La funzione d’onda corrispondente é:
N 1
N
\If(ﬁ ) — H(Z’ — zj)P exp{—4 Z |zk|2} (3.4.77)
i<j k

\IIEN), per 3 dispari, é totalmente antisimmetrica ed é chiaramente sviluppa-

bile sulla base:
1 RN
{zm exp{—4|zl2}} (3.4.78)

con m=0,1,... delle funzioni d’onda del primo livello di Landau:
[z - 2)° (3.4.79)
1<j

contiene solo fattori olomorfi {(z;)¥}, k = 0,1,..., i = 1,...,N. Laughlin

(N)

mostrd numericamente che le funzioni d’onda “variazionali” W 5 approssi-
mano quella vera dell’hamiltoniana con interazione coulombiana, logaritmica
ed esponenziale con precisioni strabilianti (fino a 4-5 cifre significative). Per
m > 71 il sistema cristallizza con struttura esagonale. Il motivo di questo
strabiliante accordo lo si puo intuire studiando il caso N = 2.

Supponiamo di voler determinare la funzione d’onda a due elettroni con
momento angolare del centro di massa M e momento angolare relativo m.
Trascurando il mixing con i livelli di Landau n > 1: la funzione d’onda deve
essere sviluppabile sulla base:

{z;m exp{—i|z1|2}} ® {z;m exp{—i|zg|2}} (3.4.80)

e cio¢, a parte I'esponenziale, deve essere olomorfa in z1 e zo:

1
U@ = F(z, 2) exp{—4 (|z1]* + \zz|2)}. (3.4.81)

La funzione d’onda deve essere separabile in una parte corrispondente al
moto del centro di massa e una parte legata al moto relativo:

1
Wy = fo - g+ ) e -] (P +laP)) Gas

considerando la simmetria per rotazione:

{f ((21 = 22) €2™) = €™ f(21 — 22) (3.4.83)

g ((z1 + 22) €¥™) = >™M g(21 + 27)
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~ v

B\l b

0
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- : ‘ ‘ - —
o) 4 2 3 4 £ M
Figura 3.16
I’'unica soluzione possibile é:
1
\I'g,)M = (21— 22)™ (21 + 22)V exp{—4 (|,2:1|2 + ]22|2)} (3.4.84)

dove m ¢ intero dispari. Trascurando il mixing tra i livelli di Landau, questa
é I'unica soluzione possibile indipendentemente dal tipo di potenziale di in-
terazione, sia esso coulombiano, coulombiano schermato, logaritmico o gaus-
siano. Considerando anche 'interazione a due corpi, ’energia corrispondente
a tale stato é:

<m7M| (I:Il + IEIQ + Vl?) |M,’I7’L>

E® — 3.4.85
(m, M|M,m) ( )

(m, M| Vig | M, m)
= hw, 3.4.86
i, MM, m) (3.4.86)

nel caso di interazione coulombiana:
Elg(m, M) = E12(m) (3.4.87)
_62k<m,M\|7ﬂ\M,m> (3.4.89)
a (m, M|M,m) o
_ 2, (2m)! V2

dove k ¢ la costante di Coulomb; usando I'approssimazione di Stirling:

n\n”n
n! ~V2mn (—) (3.4.90)
e

per m > 1, il risultato sara 1/v/2m, dove v/2m ¢ il raggio dell’orbita contente
m quanti di flusso ®¢. Vedi la figura 3.16.
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Questo dimostra che i livelli energetici sono quantizzati come se fossero
stati legati: in assenza di campo magnetico, la forza coulombiana repulsiva
tende a far allontanare gli elettroni che perdono energia potenziale acqui-
stando energia cinetica. In presenza di campo magnetico, ’energia cinetica
& quantizzata e pari a gwc per ogni elettrone nel primo livello di Landau: gli
elettroni non possono quindi allontanarsi e formano stati legati con energia
di legame FE1o positiva.

In queste condizioni, a fissato fattore di riempimento 1/8 = v = 1, %, %, %, -
il sistema presenta un gap di energia. Consideriamo, per esempio, v = 1/3:
tutte le coppie di elettroni possiedono momento angolare relativo m = 3:

N

1

g = H(Z’ — 2;)? exp{—4 Z |zk|2} (3.4.91)
1<J k

da cui possiamo vedere:

e Uno stato eccitato corrisponderebbe quindi a una transizione, per esem-
pio: m =3 — m =5 di una coppia di elettroni (12).

e Ma a fissato fattore di riempimento » = 1/3, un’altra coppia di elet-
troni deve transire: m’ = 3 — m/ = 1 (si ricordi che m maggiore
corrisponde a una densitd minore e viceversa); poiché:

AE = AF15(3 - 5) + AFE;3(3 - 1) >0 (3.4.92)
= E12(5) — E12(3) + E12(1) — E12(3) (3.4.93)
=’k (3.4.94)
— 2k SL
=ekV2m 215 > 0. (3.4.95)

Si ha un gap di energia e lo stato a v = 1/3 corrisponde quindi a un
fluido incomprimibile. La presenza di un gap di energia, come nel caso
v =1, ¢ cruciale per avere p,, = 0zz = pyy = Oyy = 0.
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