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Vettori
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Sistemi di riferimento

~

Formule di poisson con un sistema di riferimento intrinseco (7, 6):

di df dé__d_ef

dat —dt’ 0 dt dt

B vt =i a= [TE (P DY

— — — — 7"'_
dt? dt dt dt dt?
2, | . . o . 2 . .
Dove % e il termine dovuto alla variazione della v radiale, T(%) e il termine
. . . . 29 . :
centripeto, 2%% € un termine misto e r% e l'accelerazione angolare.

2 dimensioni

x = o + x'cost — 1'sinf

Rototraslazioni di sistemi di riferimento: i
Yy = 1o + 2'sinf + y'cosl

x' = (z — x9)cosl + (y — yo)sind
Y = —(x — xg)sinb + (y — yo)cost

A = rcost = \/x? + y?
Coordinate polari (7,0) ; {x " : {T Ty

y = rsinf 0 = arccos(¥) = arcsin(¥)

3 dimensioni

T = rcosep r:\/m

Coordinate cilindriche (7, @, 2) ; y =rsing ¢ = arccos(¥) = arcsin(¥)

zZ =2z zZ =2z

z = rsinfeosp |7 = VT + Y+ 2

Coordinate sferiche (7,6, ) { y = rsinfsinp < 0 =cos™'(2)
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Cinematica

dv  d*r

o dr  rdr dy dz
Velocita: ¥ = ( priaier

==\ %> Accelerazione: a =
Moto rettilineo uniformemente accelerato
1
x(t) = xo + vo(t — to) + §a(t — t0)2 v(t) = vo + a(t —to) v? = vg + 2a(x — xp)

Moto parabolico

0 voc'os ; a = . x(t) = vo
Vgy = Vpsing Gy = —g — gt

Y Uy = oy Y(t) = voyt — %th
Traiettoria y(z) = ztgd — S R——
203 cos%

202sinfcos  v2sin(20

Gittata (y=0) zg= —2 _ vosin(20)
g g
2002

x vgsin©f

Quota massima X4, = 7G ;Y (Tmaz) = Ymar = v
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Moto circolare (in coordinate polari)

df t
Velocita angolare d(t) = — = v(t)

=—0= — Y =wr
dt r !
dw 9
a(t) =r— —wr
(t)=r—
d dv ( d’  dw 1dv at) v? 9
ove: @p=—=ar (a=—-—=—=-—=—) € a,=— =WwU=wr
Tdt ez dt  rdt 1 r
2 2
Raggio di curvatura p = v _ v
lan,|  |a x vl

Velocita areolare
dA L
dt  2m

Moto armonico

d*x

i —w?r = 2(t) = Asin(wt + @)
Le condizioni iniziali le trovi imponendo x(0) e v(0). Per il periodo delle piccole
oscillazioni puoi trovare direttamente 1" = %’r oppure definisci § = 0, + € per cui vale
d? __ d’

7 = 4z cosi puoi trovare il periodo di € nella condizione di € piccolo e per cui valga
sine ~ ¢ , cose ~ 1.



Composizione delle velocita e delle accelerazioni
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Dinamica del punto materiale

L di t2
F= d_]; =ma dove p=mv ; Teorema dell'impulso I = / Fdt = Ap
t1
L d d d
Vale F = @ _ m—v + am se la massa ¢ variabile

dt  dt  dt

Forze d’attrito

Vale: g < pus

statico  Fismaz = sN ; dinamico Fpq = pgN ; viscoso Fy, = —bv

Forza elastica
F=—kAx

Energia

b
Lavoro dW = F-ds ; Wab:/ﬁ(s)d§ ;. dW =mudv | J]

aw _, ar
L 1, p? .
Energia cinetica T = MV =5~ [J] ; Teorema delle forze vive W = AT =—-AU
m
. . . 1 9 aUu
Energia potenziale forza peso: U =mgh ; forza elastica: U = §k:Ax ;o F(x) = i
x

Energia meccanica E =T+U per forze conservative E=cost, ma vale sempre: W = AFE

3} } .
Momento angolare L = #xp Momento meccanico M = rFXF = = |M| = rFsinf



Dinamica sistemi di punti materiali

5_ 7B s _ dp - . dL
Vale R=R® 1RO = d—]z e anche M)+ 2D = =

ma vale sempre il 3° principio delle dinamica e quindi: R = M0 =g

dL
(B) — =~ (teorema momento angolare)

dt dt

R® = Z P_’;(E) forza risultante delle forze esterne

RY = Z F;(I) forza risultante delle forze interne

M®) = Z ]\Z;E) momento risultante delle forze esterne
MWD = Z Mi(I) momento risultante delle forze interne
p= Z p; quantita di moto totale del sistema

L= Z L; momento angolare risultante del sistema

Vale sempre il teorema W = W& + W) = Kfin — Kip,

Considerando:
W = Z Wia) lavoro totale di tutte le forze interne

W = Z Wi(E) lavoro totale di tutte le forze esterne

- 1
K = Z K, = Z §mivi2 energia cinetica totale del sistema
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Centro di massa

> omyr; ‘ frdm

Tem = Zmz v Tem = fdm
Densita
d d
lineare A = d_rln ;  superficiale o = d—TZ ; volumica p= ﬁ

I vari elementi di superficie e volume nelle varie coodinate sono:

polari ds = dxdy = rdrdf ; cilindriche ds=rdpdz dV = dxdydz = rdrdedz

sferiche ds = rsinfdfdy dV = r’sinfdrdfdy

Il centro di massa si muove con velocita v, , accelerazione a.,, e valgono:

1dp R®
Vem = %:pzvcmM ; acm:ﬁd_zt): 7:>R(E) :(lcmM dove M:Zmz

- _; —

ry=TT; + T'em
Valgono le trasformazioni dei sistemi di riferimento: { v; = v} + va,
a; = a; + aen,

me; = 0

=0
e le proprieta: - - -
rcm:()_'; Ucm:O ) acmzo
ME — dL’

dt

Teoremi di Koening

L=101'+1L., (in O EIZﬁxmi@)

K=K+ K,, (in O K:ZK}:Z%WW%)



Urti

Urto elastico: vale p'= cost ; E = cost , K = cost

Urto elastico tra due corpi in cui il primo m; viene deviato di un angolo 6, mentre
il secondo my € deviato di un angolo #y. Per specularieta dell’urto i due angoli 6 = 6, e
per la conservazione della quantita di moto dev’esserci una condizione sulle componenti
delle due velocita finali. Nel sistema di riferimento del centro di massa vale pj = p,. Un
consiglio per esercizi di questo tipo quello di scomporre le velocita nelle sue componenti
in funzione dell’angolo # e conservare la quantita di moto ed energia.
Urto anelastico: vale p'= cost




Dinamica del corpo rigido

Un sistema rigido ha 6 gradi di liberta, quindi le equazioni cardinali sono sufficienti
per determinarne il moto, una volta noti la risultante ed il momento risultante delle
forze esterne. In particolare la condizione necessaria e sufficiente perché il sistema sia
in equilibrio ¢ che R¥®) =0 e M® = (.
Equazioni cardinali:

Moto traslazionale RE) = 2 = Maq,,.

Moto rotazionale ME) = Cfi—t = Lo
Da notare che se z € un’asse di simmetria «, M sono paralleli a z.

Energia cinetica

attorno ad un’asse fisso:

1 1
del corpo i-esimo: T; = §miw2R? ; totale: T, = §Izw2

Teoremi di Huygens-Steiner

Si utilizza se il corpo € messo in rotazione rispetto ad un’asse che non passa per il c.m.
e distante a da esso:

I =1.+ma®

dove I ¢ calcolato rispetto 2’, I, rispetto 2 e @ = 2%’
Nota il momento di un corpo rigido con infiniti assi di rotazione € minimo rispetto
I’asse che passa per il c.m.

Il collegamento tra il primo teorema di Huygens-Steiner e il teorema di Koening
sull’energia cinetica per un corpo che ruota con una w rispetto un asse e:

1 1
T=T+4T.,, = élcuﬂ + —mo?

2 cm

Momento d’inerzia

I, = / R%dm
M

dove R e la distanza dell’elemento dm rispetto I’asse di rotazione.
Vale anche la definizione: I, =Y m; R?
mgd 2

Nota il periodo di oscillazione di un pendolo fisico risulta: w = /== dove w = = ¢
la pulsazione delle piccole oscillazioni, m e la massa, I il momento d’inerzia rispetto

I’asse di oscillazione posto a distanza d dal centro di massa.

10



Momenti d’inerzia per alcuni solidi omogenei:

CILINDRO CAVO

L= MG+ )

1 G M
Lo=lo= - M@ +i+ 0

N.B. A seconda del valore di 5., 5y, [, queste slesse espressioni forni-
scono i momenti centrali di inerzia per:

— cilindro pieno (n = 0)

— sbarretta rettilinea (n = nn = 0)
— disco {n = =0}

— cerchio (n = n: /= 10)

u
SFERA CAVA

=i =l =5 M =q) ‘
Per r, = 0 si ha la sfera omogenea piena. I

=]

W
v
PARALLELEPIPEDC
‘ M ., u
I, = —12— (b" + )
b C
A, y
I, = 2 (@ + ¢)
LM c
I, = 3 (@ + &7) a -
" W
a7
2
Per e = b= ¢ si ha i! cubo (L,: o=, :i:—-
Per a = 0 i ha la piastra piana rettangolare.
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Un elenco piu completo:

Strato cilindrico rispetto all'asse

I=MR?

Cilindro pieno rispetto ali'asse

Cilindro cavo rispetto all’asse

I=3 M (R} +RY)

Strato cilindrico rispetto a un diame-
tro passante per il centro

I=1 MR+ 4 ML?

Cilindro pieno rispetto 2 un diametro
passante per il centro

=1 MR+ ML?

Asta sottile rispetto a una perpendi-
colare passante per il centro

Asta sollile rispetto a una perpendi-
colare passant¢ per un'estremitd

Strato sferico sottile rispetto a un dia-
metro

Sfera piena rispeito a un diametro

I=J ME?
[=1ML}
[=2 MR?
I=1MR?

Parallelepipedo rcliangolo pieno ri-
spetto ali’asse passante per il centro
e perpendicolare alla faccia

12



Momento angolare
In generale non vale L = [w
Per un generico corpo i-esimo che ruota attorno con velocita w:

L = Lisin(§ — 6;) = rymw R;cost

— 2
Li,z = wmzRZ

Il momento totale risulta: L, = I,w
Nota se il corpo ruota attorno ad un’asse z di simmetria: L=L,; L, =0; L = 1.4

Moto di puro rotolamento

E un moto in cui non ¢’¢ un’asse fisso di rotazione, ma varia nel tempo ed ¢ un moto
di rotazione attorno al centro di massa, che appunto si sta muovendo.

Condizione affinché si verifichi in assenza di forze di attrito: v.,, = wR dove R & la
distanza tra il centro di massa e il punto C dove poggia il corpo.

13



Gravitazione

o M mM
F=qc® —— ; [lenergia potenziale gravitazionale U = —G
v r

La massa ridotta ¢ definita come: % = % + ﬁ

Vengono classificate le orbite dall’energia meccanica E:
E < 0 orbita circolare o ellittica
E = 0 orbita libera (aperta)
E > 0 orbita libera iperbolica
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Cose aggiuntive al formulario di OFT

Fluidi
. kg
densita acqua p = 997—
m
J J kcal
calore specifico acqua ¢ = 4187—kgoc =4,1 5C = 1]{;;;(

Un fluido & in moto laminare se R = 222~ < 2300
Forza sviluppabile da un fluido che scorre F' = Qpv
Per tenere ) costante con le perdite di carico vale P = QAp
i ie Ri,=R+R;+..
Resistenza idrodinamica R* = % ?n SHIE Mot P
in parallelo 1/Rj,=1/Rf+1/R5+ ...

Termodinamica

In genere vale Q = PAt [J] = [Ws] - 1W =1J/s

Ax; dQ «—
Pareti composite: Resistenza temica i-esima R; = k_f; o To—T, = —Q Z R;
i i=1

se sono resistenze in serie vale come per le resistenze elettriche Ry = > R;

AT
Potenza per una superficie unitaria A = 1m? P = =
Trasformazioni adiabatiche reversibili sono anche isoentropiche quindi AS = 0.
V Vi
Per un ciclo di Carnot vale -2 = —<
Va  Vp

Un espansione libera ¢ una trasformazione irreversibile sia isoterma che adiabatica,
quindi Q =0 = AU = W |, ma non e isoentropica AS # 0 .

Per un gas reale vale AU = 0 = —nab(vl2 — Vil) + ¢,(Ty, — T1) ovvero trovo che
espandendosi si raffredda.

Il mesolamento di due gas & una trasformazione isocora irreversibile ed € un processo
spointaneo che porta il gas verso il massimo disordine. Se € un gas ideale i due gas

mescolati si comportano come se fossero da soli e non reagiscono tra loro AU = 0.
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